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摘要 基于系统稀疏先验的非线性动力学稀疏辨识方法(简称稀疏建模)是数据驱动动力学建模的代表性

技术.该方法通过将动力学建模转化为求解稀疏优化问题,有效实现了模型可解释性与应用效果的平衡.然

而,传统基于特定损失函数和正则项的稀疏优化方法,往往难以兼顾模型的精度、稀疏性、鲁棒性与计算效

率.为此,本文聚焦稀疏建模的核心优化问题,构建了一种基于交替方向乘子法(ADMM)的统一迭代求解框

架,以灵活适配不同目标的稀疏优化问题.该框架中,损失函数涵盖平方损失、绝对偏差损失及 Huber损失,

正则项则包括常用的一范数及其变体与二分之一拟范数非凸正则项.通过综合引入非凸正则项、鲁棒损失

函数及加速迭代技术,系统提升了模型在上述多维性能指标上的综合表现.最后,以六维Lorenz96混沌系统

为例验证了所提方法的有效性.结果表明:(1)所提框架可统一求解包含多种损失函数与正则项组合的稀疏

优化问题,涵盖非光滑/非凸优化问题;(2)引入非凸正则项可显著增强对系统稀疏特征的刻画能力;(3)采

用加速迭代策略有效提升了稀疏解的求解效率.
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Abstract Nonlinear
 

dynamics
 

sparse
 

identification
 

methods
 

based
 

on
 

system
 

sparsity
 

priors
 

(hereafter
 

referred
 

to
 

as
 

sparse
 

modeling)
 

represent
 

a
 

quintessential
 

technique
 

in
 

data-driven
 

dynamic
 

modeling.
 

By
 

reformulating
 

dynamic
 

modeling
 

into
 

sparse
 

optimization
 

problems,
 

this
 

method
 

effectively
 

achieves
 

a
 

balance
 

between
 

model
 

interpretability
 

and
 

practical
 

performance.
 

However,
 

traditional
 

sparse
 

optimiza-
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tion
 

methods
 

based
 

on
 

specific
 

loss
 

functions
 

and
 

regularizers
 

often
 

struggle
 

to
 

balance
 

the
 

accuracy,
 

sparsity,
 

robustness,
 

and
 

computational
 

efficiency
 

of
 

the
 

models.
 

To
 

address
 

this,
 

focusing
 

on
 

the
 

core
 

optimization
 

problem
 

of
 

sparse
 

modeling,
 

this
 

paper
 

proposes
 

a
 

unified
 

iterative
 

solution
 

framework
 

based
 

on
 

the
 

Alternating
 

Direction
 

Method
 

of
 

Multipliers
 

(ADMM)
 

to
 

flexibly
 

accommodate
 

sparse
 

opti-
mization

 

problems
 

with
 

diverse
 

objectives.
 

Within
 

this
 

framework,
 

the
 

loss
 

functions
 

encompass
 

squared
 

loss,
 

absolute
 

deviation
 

loss,
 

and
 

Huber
 

loss,
 

while
 

the
 

regularization
 

terms
 

include
 

the
 

conventional
 

one-norm
 

and
 

its
 

variants,
 

alongside
 

the
 

one-half
 

quasi-norm
 

non-convex
 

regularizer.
 

By
 

comprehensive-
ly

 

integrating
 

non-convex
 

regularizers,
 

robust
 

loss
 

functions,
 

and
 

accelerated
 

iterative
 

techniques,
 

the
 

proposed
 

method
 

systematically
 

enhances
 

the
 

overall
 

performance
 

of
 

the
 

model
 

across
 

the
 

aforementioned
 

multidimensional
 

metrics.
 

Finally,
 

the
 

effectiveness
 

of
 

the
 

proposed
 

method
 

is
 

validated
 

using
 

the
 

six-di-
mensional

 

Lorenz
 

96
 

chaotic
 

system.
 

The
 

results
 

indicate
 

that:
 

(1)
 

the
 

proposed
 

framework
 

can
 

uni-
formly

 

solve
 

sparse
 

optimization
 

problems
 

containing
 

various
 

combinations
 

of
 

loss
 

functions
 

and
 

regulari-
zers,

 

encompassing
 

non-smooth/non-convex
 

optimization
 

problems;
 

(2)
 

the
 

introduction
 

of
 

non-convex
 

regularizers
 

significantly
 

enhances
 

the
 

ability
 

to
 

characterize
 

the
 

sparse
 

features
 

of
 

the
 

system;
 

(3)
 

the
 

a-
doption

 

of
 

an
 

accelerated
 

iterative
 

strategy
 

effectively
 

improves
 

the
 

efficiency
 

of
 

solving
 

for
 

sparse
 

solutions.

Key
 

words data-driven
 

modeling, nonlinear
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optimization, SINDy, ADMM

引言

在实际工程系统中,存在诸多动力学问题.传

统动力学建模方法依赖牛顿力学、拉格朗日力学和

哈密顿力学等物理原理及数学技巧来构建模型.然

而,随着问题复杂度增加,基于物理原理的建模方

法逐渐面临困难,例如经典动力学模型受限于假设

条件,难以适应复杂的实际场景.此外,随着计算机

仿真技术的发展,计算固体力学、计算流体力学及

空气动力学等领域积累了海量的仿真数据.因此,

充分挖掘并利用这些实验与仿真数据,进而实现数

据驱动的动力学建模,具有极其重要的工程意义与

实际应用价值.
近二十年来,数据驱动的动力学建模研究引起

广泛关注,基于符号回归的动力学建模[1]从数据中

发现微分方程形式,极大地催生了可获取显式表达

式的数据驱动建模研究.然而,符号回归方法获取

动力学模型的计算成本较高.当系统存在先验结构

时,可通过充分利用先验信息,更加简约的获取动

力学模型.2011年,Wang等[2]首次采用压缩感知

技术,实现非线性动力学和复杂网络的模型重构,

开启了基于压缩感知的动力学模型重构工作.

Schaeffer等[3]借助软阈值算子求解稀疏优化问

题,实 现 偏 微 分 方 程(PDE)模 型 重 构.Brunton
等[4]和Rudy等[5]分别发展了序列阈值最小二乘

法(STLS)和序列阈值岭回归法(STRidge)实现超

定采样情形下常微分方程(ODE)和PDE的重构工

作.Boninsegna等[6]将稀疏建模方法拓展到随机微

分方程(SDE)领域.经典的稀疏优化问题形式与

LASSO[7]密切相关,其目标函数通常由刻画拟合

精度的损失函数项与刻画稀疏性的正则项构成.其
中,损失函数项多采用平方损失,因其光滑性而具

有良好的优化性能;正则项采用ℓ1 正则项,作为ℓ0
正则项的最佳凸近似.当稀疏性表征的稳定性不足

时,弹性网正则项[8]能够获得更加稳定的优化结

果,已广泛应用于稳定模型选择[9-11]以及流体相关

问题[12-14];加权ℓ1 正则项[15]可进一步增强稀疏性

表征,相关代表工作见文献[16-20].当平方损失不足

以刻画离群值特性时,引入绝对偏差损失[21]或 Hu-
ber损失[22]可显著提升模型辨识的鲁棒性[19,23,24].

  

在稀疏优化问题的求解算法方面,已有软阈值

迭代法[25]、硬阈值迭代法[26]以及快速软阈值迭代

法[27]等基础算法,但这类算法主要针对损失函数

项为平方损失的LASSO问题或类LASSO问题.
Zhang等[28]提出了稀疏松弛正则化回归的框架

(SR3),Champion等[29]将该框架应用于若干低维

动力学模型的重构;然而,该方法的损失函数仍以

平方损失为核心,尚未系统展示其他非凸正则项的

应用价值.
基于上述分析可知,传统的稀疏建模方法通常

依赖于固定的损失函数与特定的正则化机制,缺乏
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灵活且统一的求解框架.然而,面临实际问题提出

的更高需求,如强稀疏性、模型精度、鲁棒性及计算

效率等,现有方法的实现通常依赖多种优化算法或

成熟的优化工具包.基于此,本文主要关注稀疏动

力学建模中的核心优化问题,通过构建基于交替方

向乘子法(ADMM)的稀疏优化框架,将不同形式

的稀疏优化问题纳入该框架.一方面,可以考虑几

类常见稀疏正则项,同时引入非凸稀疏正则项,以
实现更优的稀疏优化性能;另一方面,传统平方损

失函数难以刻画离群值特性,因此可针对鲁棒性需

求,引入鲁棒损失函数及动量加速技术.最终,针对

多种问题形式,本文提出相应的基于ADMM 的迭

代求解策略,从而在不同应用场景及同一场景的不

同工况下,通过合理调整优化问题并求解,获得更

加准确且简约的动力学模型.

1 数据驱动稀疏建模框架
  

一般而言,考虑具有n 个输出的未知系统

x· =F(x), (1)
其中x=[x1,x2,…,xn]T∈ℝn,F(x)= [f1(x),

f2(x),…,fn(x)]T ,其系统初值x(0)=[x1(0),

x2(0),…,xn(0)]T,每个状态分量方程可表示为

x·i=fi(x), (2)
数据驱 动 建 模 主 要 目 的 在 于 从 数 据 中 推 断 出

fi(x)的显式表达式.稀疏动力学建模的基本假设

为fi(x)可在特定的基函数下稀疏表示,即少数关

键特征基的系数非零,多数冗余特征基系数为零.
记基函数库为Θ,稀疏系数向量为ξ,则式(2)函数

表达式可形式化表示为

fi(x)=Θξ. (3)
常用的基函数包括多项式函数、三角函数以及

依据先验经验人工构造的其他基函数等.因此,如
何准确选取基函数以有效刻画稀疏性,成为实现稀

疏动力学建模的关键问题.
  

数据驱动的稀疏动力学建模以数据为出发点,
首先在有限时间T 内对未知系统进行离散采样,
采样时刻记为tj(j=0,1,…,N),其中t0=0,tN=
T.记录采样数据矩阵

X=

xT(t1)

xT(t2)

︙

xT(tN)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=

x1(t1) x2(t1) … xn(t1)

x1(t2) x2(t2) … xn(t2)

︙ ︙ ⋱ ︙

x1(tN)x2(tN) … xn(tN)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

(4)

其中Xi,j 表示tj 时刻的状态变量xi.相应地,可通

过有限差分法或先对函数进行光滑逼近后,再进行

数值微分,以获得其导数数据矩阵

X
·
=

x·T(t1)

x·T(t2)

︙

x·T(tN)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

x·1(t1) x·2(t1) … x·n(t1)

x·1(t2) x·2(t2) … x·n(t2)

︙ ︙ ⋱ ︙

x·1(tN)x·2(tN) … x·n(tN)

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

(5)

其中X
·

i,j 表示tj 时刻的状态变量xi 的导数.值得

注意的是,该过程往往会引入较大误差,尤其在实

际数据存在显著噪声的情况下.本文仅展示在最大

阶数为d 的多项式基下的稀疏动力学建模过程.
基函数库构建如下

Θ(X)=
| | | | |

I(X) P1(X) P2(X) … Pd(X)

| | | | |

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ,(6)

其中I(X)i,j=1表示0阶多项式,即常数项;

P2(X)表示二阶多项式项,具有如下形式

P2(X)=[x1☉x1,x1☉x2,…,xi☉xj,…,

xn☉xn], i≤j, (7)

其中,☉表 示 向 量 之 间 的 哈 达 玛 积(Hadamard
 

product),即向量的对应分量逐点乘法;其他更高

阶多项式基满足类似构造法则.此时,在多项式最

大阶数为d 的情形,函数库Θ(X)的行数l为采样

数N,列数p 为组合数Cd
n+d.

对每一个子问题式(2)和式(3),基于平方损失

的通用稀疏优化问题可表述为带有正则项的结构

优化问题

 ξi=arg
 

min
ξ
'
i

1
2‖Θ

(X)ξ'
i-X

·
·,i‖22+μR(ξ'

i)  ,
i=1,2,…,n, (8)

其中R(·)为正则项,μ 为正则化系数,用于平衡

稀疏度与逼近精度.当R(ξ)=‖ξ‖0=#{1|ξi≠

0}时,该问题的求解与硬阈值算子高度相关,例如

压缩感知问题中的硬阈值迭代算法[26]和SINDy
中的序列阈值最小二乘法[4].当R(ξ)=‖ξ‖1=

∑
i

|ξi|时,该问题的求解与软阈值算子高度相

关,例如LASSO问题的软阈值迭代算法[25]和快速

软阈值迭代算法[27].后文将讨论在引入其他正则项

和损失函数项时,如何对该类问题进行统一求解.
当各子问题均已求解时,记其解集合的矩阵形
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式为Ξ=[ξ1,ξ2,…,ξn]∈ ℝp×n,则可通过符号

回归得到式(1)右端项的显式表达式

x·̂ =[Θ(xT)Ξ]T, (9)

至此,即完成了从数据中推断得到动力学方程显式

表达式的完整流程.
  

通常在数据获取阶段,需要考虑噪声干扰以及

数据尺度不统一等问题,因此需进行适当的前处

理.在优化问题求解过程中,单纯采用硬阈值或软

阈值方法往往难以覆盖更广泛的应用场景,因而有

必要引入其他损失函数项或正则项以实现更充分

的表征.随后,需要对优化所得解进行去规范化处

理,并提取相应的符号表达式.最后,通过模型重构

对数据驱动辨识模型的有效性进行验证.上述流程

可概括如图1所示,其中稀疏优化问题的构建与求

解是本文的研究重点.

图1 动力学稀疏建模基本框架

Fig.1 Fundamental
 

framework
 

of
 

sparse
 

dynamic
 

modeling

2 基于ADMM 的稀疏优化方法
  

在机器学习及数据驱动稀疏建模领域,出现了

许多结构复杂,尤其是非凸且非光滑的稀疏优化问

题.ADMM算法提供了一个适用范围广、易于理解

与实 现、性 能 可 靠 的 综 合 解 决 方 案[30-32].经 典

ADMM[33]算法采用二分块形式,主要针对目标函

数变量可分离且带有线性约束的优化问题(不局限

于凸优化问题):

min
x,z

  f(x)+g(z)

s.t.
   

Ax+Bz=c, (10)
其中x∈ℝm,z∈ℝn,A∈ℝp×m,B∈ℝp×n,以及

c∈ ℝp.通过引入增广拉格朗日乘子

Lρ(x,z,λ)=f(x)+g(z)+<λ,Ax+

 Bz-c>+ρ
2‖Ax+Bz-c‖22, (11)

其中λ为拉格朗日乘子,<·,·>表示向量的内积,

ρ为增广拉格朗日系数.借助式(11),可将式(10)
转化为以下三个步骤进行迭代求解:

xk+1=arg
 

min
x

Lρ(x,z
k,λk), (12)

zk+1=arg
 

min
z

Lρ(x
k+1,z,λk), (13)

λk+1=λk +ρ(Axk+1+Bzk+1-c), (14)
该过程包括两个单变量子优化问题及拉格朗日乘

子的更新.由于子问题的求解顺序不影响最终结

果,且子问题形式相似,本文仅讨论子问题式(12)
的求解,子问题式(13)可采用相同策略.此时,子问

题仅与变量x 相关,zk 和λk 可被视为常数.在

arg
 

min优化意义下,增加和减少常数项不影响结

果,因此可通过配方法得如下形式的优化问题:

xk+1=arg
 

min
x

Lρ(x,z
k,λk)

 =arg
 

min
x

f(x)+ρ
2‖Ax+Bzk -c+

1
ρ
λk‖

2

2  .

(15)

  

该优化问题主要分为两种情形.
  

(1)A=I,问题可表示为具有临近算子(参考

附录)的标准形式:

xk+1=arg
 

min
x

f(x)+ρ
2‖x-(-Bzk+c-

1
ρ
λk)‖

2

2  
=Prox1/ρ,f(·)(-Bzk +c-

1
ρ
λk), (16)

此时,可直接借助函数f 的临近算子获得封闭形

式解.例如,对于f(x)=‖x‖1=∑
i

xi ,对应

的标量形式软阈值算子St(x)定义为

St(x)=
x-t, x >t
0, x ∈ [-t,t]

x+t, x <-t

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 , (17)

其中t 为非负系数.其向量形式可简单表示为

St(x)=sgn(x)☉max x -t,0  ,其中sgn(·)

表示符号函数,运算符 ☉ 表示两个向量对应分量

求积,此时迭代解可表示为S1/ρ(-Bzk+c-λk/ρ).

当f(x)=‖x‖22/2=∑
i
x2

i/2,则可直接通过向量

微分得到xk+1=(-Bzk +c-λk/ρ)ρ/(1+ρ).更

多关于其他正则项临近算子的形式,可参考相关文

献[34,35].
  

(2)A≠I,此时可在xk 步对光滑项进行一次

线性近似,从而得到类似式(16)的解形式.具体处

11
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理如下:记式(15)右端的光滑项为

h(x)=
1
2‖Ax+Bzk -c+

1
ρ
λk‖

2

2
, (18)

对于xk+1 的解,可在h(xk)展开为

h
~(x)≈h(xk)+�h(xk)(x-xk)+

τk

2‖x-xk‖22

=h(xk)+
τk

2‖x-xk‖22+AT(Axk +

 Bzk -c+
1
ρ
λk)(x-xk), (19)

其中τk 为惩罚项参数,控制逼近范围.一般而言,

1/τk 表示步长,因此τk 通常选择范围为τk ≥
‖ATA‖2.在 实 际 算 法 中,可 直 接 取 τk =

‖ATA‖2.此时,将h
~(x)替换式(15)中的h(x),

并在arg
 

min优化意义下通过配方法,可得子问题

的解式

 xk+1=arg
 

min
x

f(x)+ρτk

2 ‖x-xk + 
  1τk

AT(Axk +Bzk -c+
1
ρ
λk)‖22 

 =Prox1/(ρτk),f(·)xk -
1
τk

AT(Axk +􀭠
􀭡

􀪁􀪁

  Bzk -c+
1
ρ
λk)􀭤
􀭥

􀪁􀪁 . (20)

以 下 通 过 若 干 示 例,详 细 阐 述 如 何 利 用

ADMM设计满足多种正则项及多种损失函数的稀

疏优化问题求解算法.

2.1 基于平方损失稀疏优化问题的ADMM 算法
  

稀疏优化问题式(8)可进一步统一表示为如下

形式:

arg
 

min
x∈ℝm

l(x)+μR(x)  , (21)

其中,l(x)为损失函数项,R(x)为正则项,μ 为正

则化系数,主要用于平衡模型精度与复杂度,通常

可通过手动调整或交叉验证选取.
  

传统损失函数通常采用平方损失

l(x)=
1
2‖Ax-b‖22, (22)

其中A ∈ ℝp×m,b∈ ℝp.基于硬阈值算子的为ℓ0
正则项,其他常用的正则项包括:

(1)ℓ1 正则项

R(x)=‖x‖1=∑
i

xi , (23)

该正则项为ℓ0 正则项的最佳凸近似,能够有效刻

画稀疏性,理论基础完善,应用最为广泛.

(2)加权ℓ1 正则项

R(x)=‖Wx‖1=∑
i
Wi,i xi , (24)

其中W 为对角线元素均为正值的对角矩阵,具有

更强的稀疏性刻画能力.
(3)弹性网正则项(elastic

 

net)

R(x)=
1-α
2 ‖x‖22+α‖x‖1, (25)

其中α∈(0,1],在刻画稀疏性的同时,使解更具稳

定性.一般而言,α 可设置得非常接近1,例如α=
0.999.

  

基于增强刻画稀疏性的动机,本文初步引入

ℓ1/2 拟范数非凸正则项,该正则项由徐宗本院士[36]

于2012年提出.研究结果表明,对于一般的ℓq 非

凸正则项,q∈(0,1),其他正则项对比q=1/2不存

在显著优势.因此,本文仅以ℓ1/2 正则项初步阐述

ADMM算法在非凸稀疏优化问题中的应用,以及

非凸正则项所带来的更强稀疏表征能力.
(4)ℓ1/2 正则项

R(x)=‖x‖1/21/2=∑
i

xi
1/2

. (26)
  

通过引入辅助变量z,可将式(21)的无约束优

化问题转化为约束优化问题

arg
 

min
x∈ℝm,z∈ℝm

l(x)+μR(z)
 

s.t.
 

x-z=0  .

(27)

此时,采 用 ADMM 算 法 分 别 求 解 式(12)和 式

(13),得到x 子问题的显式解为

xk+1=(ATA+ρIm×m)-1(ATb+ρzk -λk),

(28)

z子问题的解由式(16)给出,即

zk+1=Proxμ/ρ,R(·)(x
k+1+

1
ρ
λk). (29)

2.2 基于绝对偏差损失稀疏优化问题的ADMM
算法

  

目前,大多数稀疏优化问题采用平方损失作为

损失函数项.其优点在于平方损失为光滑函数,可
直接进行线性近似,或如上一节所述得到子问题的

精确解.然而,平方损失在刻画离群值方面存在显

著缺陷,对于较大离群值,平方损失往往失去其有

效度量功能.因此,可考虑使用绝对偏差损失替代

式(22),此时损失函数项为

l(x)=‖Ax-b‖1, (30)

21
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正则项仍然考虑稀疏建模算法中的ℓ0 正则项以及

上一节中的四种正则项,用R(x)表示.通过引入

辅助变量z=Ax-b,可得到对应的约束优化问题

arg
 

min
x∈ℝm,z∈ℝp

{‖z‖1+μR(x)
 

s.t.
 

Ax-

 z-b=0}, (31)

采用ADMM算法求解式(12)和式(13),其中x 子

问题的解满足式(15)A≠I 的条件,解由式(20)给
出,即

xk+1=Proxμ/(ρτk),R(·)x
k -

1
τk

c  , (32)

其中c=AT(Axk -zk -b+λk/ρ).z子问题的解

可由软阈值算子式(17)表示,即

zk+1=S1/ρ(Ax
k+1-b+

1
ρ
λk). (33)

2.3 基于Huber损失稀疏优化问题的ADMM算法
  

前文提到的平方损失与绝对偏差损失在不同

应用场景下各有优势.然而,绝对偏差损失函数在

零点处非光滑,对于高维信号恢复等实际问题,其
性质并不理想.因此,有必要引入光滑的鲁棒损失

函数.Huber损失函数综合了平方损失的光滑性与

绝对偏差损失的鲁棒性,其定义如下

lhub(x)=∑
i
Huber(Ax-b)i,

Huber(v)=

v2

2
, v ≤1,

v -
1
2
, v >1.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(34)

对该问题的求解,同样可引入辅助变量z=Ax-
b,从而得到相应的约束优化问题

arg
 

min
x∈ℝm,z∈ℝp

{lhub(z)+μR(x)
 

s.t.
 

Ax-

 z-b=0}, (35)

采用ADMM算法求解式(12)和式(13),并参考绝

对偏差损失情形下子问题的求解及文献[33]中关

于Huber函数临近算子的定义,可知x 子问题的

解与式(32)相同,z子问题的解为

zk+1= ρ
1+ρ

(Axk+1-b+
1
ρ
λk)+

  1
1+ρ

S1+1/ρ(Ax
k+1-b+

1
ρ
λk), (36)

由子问题解的表达形式可知,该解同时兼具平方损

失与绝对偏差损失的特性.
此外,其他损失函数同样可以在ADMM 算法

框架下进行统一表示,因篇幅所限,此处不再赘述.

3 数值算例

本节以高维Lorenz
 

96混沌系统[37,38]为例,验
证基于ADMM的稀疏优化算法的有效性.由于高

维系统重构面临维度灾难问题,本文采用Jiang
等[39]提出的基于字典学习的快速非线性动力学稀

疏辨识方法(FSINDy)以实现仿真加速.Lorenz
 

96
系统表示如下:

x·i= (xi+1-xi-2)xi-1-xi+F,
 

i=1,2,…,n,

xi-n =xi+n =xi,, (37)

其中,F 表示外部激励,当设定为固定值F=8,系
统会产生混沌运动;n 表示系统的维度(n≥4).图

2展示了Lorenz
 

96系统的混沌特性.

图2 具有混沌动力学特性的Lorenz
 

96模型

Fig.2 Lorenz
 

96
 

model
 

with
 

chaotic
 

dynamics

仿真参数设置如下:系统状态变量数n=6,数
据采样区间T=[0,15],时间间隔Δt=0.001;为
模拟环境扰动,对仿真系统添加1%的高斯白噪声

(见图3);多项式函数库阶数d=2,正则项系数

μ∈[10-4,20],并于该区间以对数间隔均匀选取

100个正则化系数序列,以进行充分对比.

图3 原始观测数据以及噪声观测数据
Fig.3 Original

 

observation
 

data
 

and
 

noisy
 

observation
 

data

类似于第1节的处理流程,该系统的稀疏优化

问题可表示为
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ξi=arg
 

min
ξ
'
i

l[Θ(X)ξ'
i-X

·
·,i]+μR(ξ'

i)  ,

i=1,2,…,n, (38)
其通用求解方案采用ADMM 算法.为便于与第2
节算法部分对应,每个子问题可表示为:x =ξi,

A=Θ(X),x'=ξ'
i,b=X

·
·,i

本实验中,ADMM算法的通用系数设置如下:
最大迭代次数 N=2000,增广拉格朗日系数基于

经验原则选取并设定为固定值ρ=0.9,部分讨论

可见第4.2节.记真实稀疏系数矩阵为Ξ=[ξ1,

ξ2,…,ξn],其非零元素位置的指标集为  ,其零元

素的指标集为  ,稀疏优化后稀疏系数矩阵为Ξ
^
=

[ξ
^
1,ξ

^
2,…,ξ

^
n].同时定义三种指标综合考察辨识

准确度:
  

(1)成功辨识率

S=
#[Ξ

^( )]+#[Ξ
^( )]

#(Ξ) ×100%, (39)
  

(2)最大系数误差

Ecoef=max
‖Ξ-Ξ

^
‖2

‖Ξ‖2  , (40)
  

(3)最大真实系数相对误差

Erel_coef=max ‖Ξ( )-Ξ
^( )‖2

‖Ξ( )‖2
×100%􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 .

(41)
针对不同问题,迭代初值的设定以及停止条件

略有差异.

3.1 损失函数为平方损失
  

针对损失函数为平方损失的情形,优化问题由

式(27)给出.为了增强迭代结果的稳定性,可将迭

代初值x0 设置为岭回归问题的解,即

x0=arg
 

min
x

1
2‖Ax-b‖22+ε‖x‖22  ,(42)

此时,迭代初值为x0=(ATA+εIp×p)-1(ATb),其

中ε=10-6,I表示单位矩阵.根据等式约束关系,可
令迭代初值z0=x0,以及λ0=Ip×1,其中I表示全1
常数向量.另外该问题中,x 子问题具有显式解,且
迭代过程中(ATA+ρIm×m)为对称正定矩阵,可提

前通过乔里斯基(Cholesky)分解进行矩阵缓存,以
避免后续频繁的大规模矩阵求逆运算.停止条件由

迭代相对误差(IRE)刻画,定义为

εIRE =
max(‖xk+1-xk‖2,‖zk+1-zk‖2,‖λk+1-λk‖2)

max(‖xk‖2,‖zk‖2,‖λk‖2,1)
,

(43)

并设定迭代相对误差 限 为εlim.停 止 条 件 为 当

εIRE <εlim 或达到预设最大迭代次数N 时.本实验

中设定迭代相对误差限εlim=10-12.图4综合对比

了五种正则项在平方损失函数场景下的数值实验

结果.

图4 基于平方损失的五种正则项对比:(a)成功辨识率;
(b)最大系数误差;(c)平均最大迭代次数;(d)最大真实系数相对误差

Fig.4 Comparison
 

of
 

five
 

regularization
 

terms
 

based
 

on
 

square
 

loss:
 

(a)
 

Success
 

rate;(b)
 

Maximum
 

coefficient
 

error;
 

(c)
 

Average
 

maximum
 

iterations;
 

(d)
 

Maximum
 

relative
 

error
 

of
 

true
 

coefficients

值得注意的是,加权ℓ1 正则化问题的求解具

有特殊性,其权重矩阵需动态更新,因此需要外层

迭代.该过程主要包含以下五个步骤.
步骤1:初始化k=0,W0 =Ip×p,解式(42)

得x0;

步骤2:求解问题

xk=arg
 

min
x'

1
2‖Ax'-b‖22+μ‖Wkx'‖1  ;

步骤3:更新权重矩阵Wk+1
j =

1
xk

j
q +ε

;

步骤4:下一次迭代k=k+1;

步骤5:判断k≥kmax .满足条件,退出;不满

足条件,回到步骤2.
初次迭代时,将权重矩阵设置为单位矩阵,此

时该问题等同于ℓ1 正则化问题.本文中,设置外层

迭代次数kmax=10,q=1,ε=10-4,其他关于加权

ℓ1 正则项问题细节可参考文献[17].出于可视化

对比的目的,仅展示平均迭代次数.结果表明,加权

ℓ1 正则化能够带来更高的正确率,但代价是远高

于其他正则项的迭代次数(图4中的平均迭代次数

需乘以kmax).作为对比,其他正则项仅需处理步骤

2,因为无需更新权重矩阵W.后续研究可考虑将权

重矩阵引入其他正则项,以探究能否实现更快的收

敛速度.
由上述结果可知,加权ℓ1 正则项、ℓ1/2 正则项
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具有最高的成功辨识率,其次为ℓ0 正则项,而ℓ1
正则项以及弹性网正则项的成功辨识率最低.然而

从最大迭代次数的统计结果可以看出,ℓ1 正则项

与弹性网正则项作为凸正则化方法,表现出更好的

数值稳定性,其迭代次数波动较小,且整体收敛速

度更快.进一步比较最大系数误差及最大真实系数

相对误差可发现,加权ℓ1 正则项和ℓ1/2 正则项在

两项误差指标上均表现更优,表明其在系数辨识方

面具有更高的估计精度.尽管ℓ1 正则项以及弹性

网正则项的误差在达到较低水平后出现一定程度

的回升,但在可接受误差范围内,其辨识结果仍具

有一定参考价值.
  

一般而言,在含噪数据条件下,稀疏优化方法

能够获得具有稀疏结构的解,但往往难以实现充分

的稀疏化,部分冗余特征对应的系数仍保留较小的

非零值.针对这一问题,可通过额外引入筛选阈值,

对尚未充分优化的参数进行过滤.在本算例中,若
对ℓ0 正则项、ℓ1 正则项以及弹性网正则项的辨识

结果施加上述后处理,可实现100%的成功辨识

率.需要指出的是,该处理方式存在两方面需要说

明:一方面,从理论角度看,额外引入筛选阈值(即
硬阈值操作)相当于在原优化问题求解完成后,引
入一个基于稀疏先验的附加优化过程;另一方面,

从工程实践角度出发,有必要引入合理的评价指

标,以评估删除小系数对最终辨识结果是否产生显

著影响.
  

图5给出了基于ℓ1 正则项的辨识结果与真实

系数的对比,可以看到,尽管所有真实特征均已被

成功识别,但仍存在稀疏化不足的问题:一方面,对
幅值较大的系数尚未获得足够精确的估计;另一方

面,优化结果中仍保留了大量接近于零的小系数,

从而导致成功辨识率未能达到100%.

图5 基于ℓ1 正则项的辨识结果与真实系数的对比

Fig.5 Comparison
 

of
 

identified
 

coefficients
 

based
 

on
  

ℓ1 

regularization
 

and
 

true
 

coefficients

3.2 损失函数为绝对偏差损失

针对损失函数为绝对偏差损失的情形,优化问

题由式(31)给出.参考平方损失场景下初值的选择

与设置策略,在例中设定迭代相对误差限εlim=

10-6.图6综合对比了五种正则项在绝对偏差损失

函数场景下的数值实验结果.

图6 基于绝对偏差损失的五种正则项对比:(a)成功辨识率;
(b)最大系数误差;(c)平均最大迭代次数;(d)最大真实系数相对误差

Fig.6 Comparison
 

of
 

five
 

regularization
 

terms
 

based
 

on
 

absolute
 

deviation
 

loss:(a)
 

Success
 

rate;(b)
 

Maximum
 

coefficient
 

error;
(c)

 

Average
 

maximum
 

iterations;(d)
 

Maximum
 

relative
 

error
 

of
 

true
 

coefficients

由图6可见,当选用绝对偏差损失时,加权ℓ1
正则项、ℓ1/2 正则项和ℓ0 正则项仍具有较高的成功

辨识率,但随着正则化系数的增加,加权ℓ1 正则项

会导致误差显著增加.ℓ1 正则项及弹性网正则项

成功辨识率较低,但在误差允许范围内仍可使用,

同时需通过额外设置小阈值以过滤掉尚未充分优

化的小系数.然而,在无离群值场景下,绝对偏差损

失的优化性能表现不如平方损失,表现为所有优化

器均达到预设最大迭代次数上限.但在存在离群值

的场景下,绝对偏差损失通常表现更佳,正如笔者

前期工作[24]以及其他相关研究[19,23]所示.本文在

此处主要展示ADMM算法的可行性.

3.3 损失函数为Huber损失

针对损失函数为 Huber损失的情形,优化问

题由式(35)给出.针对绝对偏差损失场景下尚未充

分优化的问题,本文初步引入动量加速技术,此时

仅需对x 子问题迭代求解公式做适当修正为:

x~k =xk +
k

k+3
(xk -xk-1),

xk+1=Proxμ/(ρτk),R(·)x
~k -

1
τk

c  ,
􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(44)

其中,c=AT(Ax~k -zk -b+λk/ρ),x
~k 利用前两
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次迭代的解,实现动量加速作用[35].参考平方损失

场景下初值的选择与设置策略,本例中迭代相对误

差限设为εlim=10-6.图7综合对比了五种正则项

在Huber损失函数场景下的数值实验结果.

图7 基于 Huber损失的五种正则项对比:(a)成功辨识率;
(b)最大系数误差;(c)平均最大迭代次数;(d)最大真实系数相对误差

Fig.7 Comparison
 

of
 

five
 

regularization
 

terms
 

based
 

on
 

Huber
 

loss:
(a)

 

Success
 

rate;
 

(b)
 

Maximum
 

coefficient
 

error;
 

(c)
 

Average
 

maximum
 

iterations;
 

(d)
 

Maximum
 

relative
 

error
 

of
 

true
 

coefficients

由图7可知,当正则化系数较小时,动量加速

效果显著,表现为较低的迭代次数即可达到收敛条

件;然而,随着正则化系数增大,会出现过度优化现

象,即成功辨识率从100%降低,且误差呈增大趋

势.对于实际优化问题而言,合理引入加速技术可

显著降低计算时间成本.

4 讨论

4.1 两种稀疏优化范式及其应用场景

目前,稀疏优化领域主要存在两种范式:其一

为对系统进行欠定采样,构建欠定稀疏优化问题,

主要利用压缩感知技术求解;其二为对系统进行超

定采样,构建超定稀疏优化问题,主要利用STLS
或STRidge方法求解.两者在一定程度上均可转

化为LASSO[7]形式,即

x* =arg
 

min
x

1
2‖Ax-b‖22+μ‖x‖1  ,

(45)

其中μ 为正则化系数.ADMM 优化算法广泛应用

于压缩感知问题的求解,其中普遍采用欠定采样策

略构建稀疏优化问题.然而,本文采用超定采样策

略,即构建超定系统的优化问题,同时拓展LASSO
问题的形式,引入不同损失函数项和稀疏正则项.
4.1.1 整体架构

首先,在平方损失下,为刻画稀疏性引入多种

稀疏正则项,并在统一范式下进行求解,将问题转

化为变量可分离的约束优化问题,并采用 ADMM
算法求解.其次,考虑传统平方损失函数在距离度

量上的局限性,额外引入绝对偏差损失和 Huber
损失两类鲁棒损失函数,并给出了基于ADMM 的

迭代求解策略.同时,该框架可结合动量加速技术,

以提升稀疏解的求解效率.综上,在实际应用中,可
根据需要调整损失函数、正则项及加速策略,从而

实现模型辨识的鲁棒性、稳定性与稀疏性目标.
4.1.2 正则项的效果

针对本文结果,首先可以看出ℓ1 正则项具有

稀疏优化能力,但准确率并未达到100%,原因在

于优化结果中仍存在许多小量,通常量级较小.通
过额外引入阈值过滤,这些小量可以被去除,同时

仍保持较好的性能.然而,ℓ1 正则项的优势并不在

此,其主要体现在两个层面:第一,在误差允许的范

围内,优化结果具有稳定性.这是因为ℓ1 正则项是

对原始ℓ0 正则项的最佳凸近似,而凸优化问题天

然具有稳定性;第二,该方法具有良好的拓展性.例
如,弹性网正则项和加权ℓ1 正则项的求解均与ℓ1
正则化问题的解———软阈值算子密切相关.同时,

其他非凸正则项在刻画稀疏性时,也要求在原点处

左右导数为-1和+1[40],即ℓ1 正则项可以作为其

他非凸正则项在原点附近的最佳凸近似,从而使非

凸正则项的解同样与软阈值算子密切相关,如

SCAD[41]和MCP[42]正则项.然而,本文未考虑这两

类正则项,因为它们额外引入了控制曲线开口的参

数,并且与正则化系数耦合,缺乏良好的可分离

特性.
其次,加权ℓ1 正则项能够更好地刻画稀疏性,

即在相同的正则化参数下,其准确率通常高于其他

方法.然而,该方法涉及外层循环,需要引入额外参

数以控制循环次数并避免分母除零错误,从而增加

了迭代开销.基于ℓ0 正则项的结果表现出较高的

准确率,这得益于采用了多量数据模式,构建了超

定系统的稀疏优化问题.在此情形下,基于最小二

乘法的方法如STLS和STRidge也能取得较好表

现.然而,对于欠定系统,该方法效果明显下降(最小

二乘失效),难以与基于ℓ1 正则项的结果相媲美.
同时,本文考虑了一种特殊的ℓq(q=1/2)非

凸正则项,该正则项具有更强稀疏刻画能力.实验

结果表明,相较于ℓ1 正则项,ℓ1/2 正则项在稀疏表
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征方面表现更优,同时算法的迭代次数和优化误差

也具有明显优势.然而,由于其过强的稀疏性,在增

大正则化系数时会出现过度优化现象,从而导致精

度下降.在本文的示例中,基于ℓ0 正则项的结果尚

未出现过度优化,但随着正则化系数继续增大,同
样会出现类似现象.在极端情形下,当系数超过某

一阈值时,所有变量都被压缩为零.因此,正则化系

数的选择应控制在合理区间内.
更进一步,从本质上讲,加权ℓ1 正则项方法属

于非凸优化方法,与对数惩罚项密切相关[15].本文

展示的一般结果表明,基于非凸正则项(加权ℓ1 正

则项、ℓ0 正则项以及ℓ1/2 正则项)的优化问题在特

定情形下具有更优的稀疏优化性能,但稳定性略

逊,例如,图中显示随着正则化系数的微小变化,最
大迭代次数可能出现较大波动.因此,后续工作的

重点之一是探索其他非凸正则项,使其在保证更高

精度的同时,实现更少的迭代次数和更稳定的迭代

结果.
4.1.3 正则化系数的选取

仍以LASSO问题式(45)为例,其损失函数项

可表示为l(x)=
1
2‖Ax-b‖22,正则项可表示为

R(x)=‖x‖1,此时优化问题满足一般形式

x* =arg
 

min
x

ω1l(x)+ω2R(x)  , (46)

其中ω1=
1

1+μ
,ω2= μ

1+μ
,ω1+ω2=1.

针对欠定采样,构建压缩感知问题时,系数矩

阵Am×n 中的m 往往远小于n,方程Ax=b具有无

穷多个解.通过引入稀疏正则项,可将解约束到满

足特定稀疏性条件,即从无穷多解限制到一个解.
此时损失函数l(x)往往具有非常小的误差,可通

过ε来限制,即sup[l(x)]≤ε.然而正则项的量级

通常远大于损失函数的上界,例如通过 M 来刻画,
即sup[R(x)]≤M.因此,需要通过正则化系数来

平衡 损 失 项 和 正 则 项 的 权 重,其 选 取 通 常 与

‖ATb‖�相关,例如可选择μ=10-6×‖ATb‖�.
针对超定采样,在构建带稀疏约束的最小二乘

问题时,系数矩阵Am×n 中的m 往往远大于n,根
据线性代数基本知识,方程Ax=b 无解,但在数值

计算上具有最小二乘解.通过引入稀疏正则项,可
将最小二乘解约束为具有稀疏特性的解,因此迭代

初值可设置为最小二乘解,或根据稳定性需求设置

为岭回归解.此时,损失函数l(x)通常具有误差下

界,可通过M1 来表示,即inf[l(x)]≥M1.正则项

可通过M2 来刻画,即sup[R(x)]≤M2.随着采样

数量的增加,最小二乘解的误差下界也会提高,因
此需要较大的正则化系数以平衡损失项与正则项

的权重.如本文结果图4所示,较大的正则化系数

可提升成功辨识率,但过大的正则化系数突出了稀

疏性的权重,可能导致过度稀疏,从而降低成功辨

识率.因此,在其他问题中,可根据优化问题形式和

采样数量合理预设正则化系数,以快速获得稀疏

解,而无需通过大范围遍历来确定合适的正则化系

数取值范围.

4.2 ADMM 优化算法及稀疏建模问题的局限性

本文主要针对ADMM 所求解问题的形式,构

造了一系列相应问题的迭代求解格式.参考算法收

敛性分析[33],原始ADMM 算法具有O(1/k)的收

敛速度,通过引入超松弛技术、动量加速技术和变

步长技术等,可显著提升 ADMM 算法的收敛性

能,例如实现O(1/k2)或更快的收敛速度.然而,这

些技术的引入通常会引入额外的超参数,这些超参

数需预先设定,或在运行中动态调整.理论收敛结

果往往依赖于特定假设,因此如何有效调整超参数

涉及理论与经验的结合.例如,本文所用的一个重

要超参数———增广拉格朗日系数ρ,在所有实验中

均设定为固定值,用于平衡原始残差与对偶残差.
对于该参数,也可采用动态调整方法[43,44],但对于

某些复杂问题,尤其是非凸问题,迭代解易陷入局

部极值点,因此超参数调整仍是方法的一个局限.
本文所提出的方法采用二分块形式的ADMM

算法.当稀疏性不是唯一约束时,通常需要引入其

他正则项,从而增加可分离变量的数量,这时可采

用多分块形式的 ADMM 算法.多分块 ADMM 提

供了一种可行的求解途径,但已有研究表明,其理

论保障仍不足,例如针对简单三分块问题的反

例[45].尽管如此,在实际应用中,多分块ADMM仍

可作为探索性求解方法进行尝试.
此外,本文尚未涉及动力学稀疏建模的其他潜

在难题.如图1所示,稀疏动力学建模包含多个步

骤,每一步均可能存在潜在难题,同时已有部分研

究为相关问题提供了可能的解决方案.例如:前处

理中的降噪问题可能导致数值微分困难[46,47];形

式变换问题可通过积分形式或偏微分方程弱形式
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加以解决[48,49];优化过程中基函数库的多重共线

性问题可采用其他稀疏优化技术处理[50,51];反问

题解的 非 唯 一 性 则 可 通 过 正 则 化 方 法 加 以 缓

解[52-54].完整考虑所有潜在问题超出了本文研究范

围,相关问题可留待后续研究.

5 结论

本文从ADMM 优化算法的角度提供了一种

统一的稀疏优化框架,用于从数据中构建动力学模

型.该框架从损失函数与正则项两个方面整合了平

方损失、绝对偏差损失以及 Huber损失,同时给出

了基于ℓ0、ℓ1、弹性网、加权ℓ1 以及ℓ1/2 正则项的

ADMM迭代求解策略.在六维Lorenz
 

96混沌系

统模型上验证了多种算法的实际性能,结果表明:

非凸正则项通常能更好地刻画稀疏性;基于ℓ1 正

则项的稀疏优化是许多凸/非凸正则项的基础,其
结果具有更高稳定性,显示出强大的应用潜力.

  

在后续工作中,可从以下三个方面进行拓展.
第一,探索具有稳定性、显式解以及更强稀疏表征

能力的非凸正则项;第二,在 ADMM 框架基础上

引入加速收敛技术,以便更好地应用于对时效要求

高的工业问题;第三,从ADMM 优化框架出发,关
注数据驱动动力学模型辨识中的其他潜在难题,如
噪声问题、多重共线性问题等,并将 ADMM 模块

嵌入其他问题求解中.
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附录

对于正则化系数为μ,正则项为R(x)的临近算子的定义为

Prox1/μ,R(·)(v)􀰛x* =arg
 

min
x

1
2‖x-v‖22+μR(x)  .

  

(1)
 

当R(x)=‖x‖0,该临近算子著称为硬阈值算子,解的分量形式定义为

x*
j =[Prox1/μ,R(·)(v)]j =

vj, vj <- 2μ,

0, vj ∈ [- 2μ,2μ],

vj, vj > 2μ.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(2)
 

当R(x)=‖x‖1,该临近算子著称为软阈值算子,解的分量形式定义为
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x*
j =Sμ(vj)=

vj -μ, vj >μ,

0, vj ∈ [-μ,μ],

vj +μ, vj <-μ.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(3)
 

对于弹性网正则项,即

R(x)=
1-α
2 ‖x‖22+α‖x‖1,

该临近算子的求解可借助软阈值算子,将R(x)的表达式代入,并通过配方法,得到

x* =arg
 

min
x

1
2‖x-v‖22+μ

1-α
2 ‖x‖22+α‖x‖1    

 ⇒arg
 

min
x

1
2‖x-v‖22+μ(1-α)

2 ‖x‖22  +μα‖x‖1  
 ⇒arg

 

min
x

1
2‖x-

v
1+μ(1-α)‖

2
2+ μα
1+μ(1-α)‖x‖1  ,

进而可借助软阈值算子表示为

x*
j =S μα

1+μ(1-α)

vj

1+μ(1-α)  .

(4)
  

对于加权ℓ1 正则项,即R(x)=‖Wx‖1,该临近算子的求解仍可借助软阈值算子,将R(x)表达

式代入,得到

x* =arg
 

min
x

1
2‖x-v‖22+μ‖Wx‖1  ,

该式的分量形式可表示为

x*
j =arg

 

min
xj

1
2
(xj -vj)2+μWj,j xj  

 =SμWj,j
(vj).

(5)
 

对于ℓ1/2 正则项,即R(x)=‖x‖1/21/2,该临近算子著称为半阈值算子,其分量形式表示为

x*
j =

2
3vj 1+cos

2
3
[π-η(vj)]  , vj >

3
3
2
4
(2μ)2

/3,

0, others,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

其中η(vj)=arccos
2μ
8

vj

3  
-3/2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 .
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