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摘要 系统辨识的手段主要分为两类,一类是基于第一性原理的建模体系,另一类则是基于机器学习方法

的数据驱动建模.尽管数据驱动模型在精度上更有优势,但物理可解释性的缺乏往往导致模型可靠性难以

论证,从而限制了其在工程领域的广泛应用.力学元件网络
 

(elementary
 

mechanical
 

network,
 

EMN)
 

作为一

种数据驱动建模新方法,
 

其模型范式遵循现有的力学理论框架,从而确保辨识结果可以通过力学的视角加

以解释.然而,由于EMN结构中存在诸多约束,其模型精度不及神经网络等数据驱动方法.因此,在模型架

构的基础上提高网络的逼近能力是EMN进一步发展和应用的关键.本文首先从EMN的数值计算角度出

发,为EMN建立了一套微分-代数显式求解框架,并基于此框架设计了包含欧拉法、二阶龙格-库塔法和

四阶龙格-库塔法在内的数值求解算法.其次,通过数值算例分析了新框架下EMN的计算精度及其初值敏

感性,同时比较了三种数值计算方法在求解能力、稳定性和时间复杂度上的差异,为后续方法的选择提供依

据.最后进行仿真实验,通过训练EMN构建LuGre摩擦力的等效模型.实验结果表明,训练后EMN均方误

差
 

(mean
 

square
 

error,
 

MSE)
 

仅为0.0018,且能够有效还原模型的内部状态变量,验证了EMN用于模型定

量、定性特征双逼近的可行性.
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Abstract System
 

identification
 

methods
 

are
 

primarily
 

divided
 

into
 

two
 

categories:
 

one
 

is
 

based
 

on
 

first-
principles

 

modeling,
 

and
 

the
 

other
 

on
 

data-driven
 

modeling
 

via
 

machine
 

learning.
 

Although
 

data-driven
 

models
 

provide
 

higher
 

accuracy,
 

their
 

lack
 

of
 

physical
 

interpretability
 

can
 

lead
 

to
 

challenges
 

in
 

validating
 

model
 

reliability,
 

thereby
 

limiting
 

their
 

widespread
 

application
 

in
 

engineering.
 

As
 

a
 

novel
 

data-driven
 

modeling
 

approach,
 

the
 

elementary
 

mechanical
 

network
 

(EMN)
 

adheres
 

to
 

the
 

existing
 

mechanical
 

theo-
ry

 

framework,
 

ensuring
 

that
 

the
 

identified
 

results
 

can
 

be
 

interpreted
 

from
 

a
 

mechanical
 

perspective.
 

However,
 

due
 

to
 

the
 

numerous
 

constraints
 

within
 

the
 

EMN
 

structure,
 

its
 

modeling
 

accuracy
 

is
 

inferior
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to
 

other
 

data-driven
 

methods
 

such
 

as
 

neural
 

networks.
 

Therefore,
 

enhancing
 

the
 

network's
 

fitting
 

capa-
bility

 

within
 

the
 

existing
 

model
 

architecture
 

is
 

key
 

to
 

further
 

development
 

and
 

application
 

of
 

EMN.
 

This
 

paper
 

first
 

develops
 

a
 

set
 

of
 

differential-algebraic
 

explicit
 

solution
 

frameworks
 

for
 

EMN
 

from
 

the
 

per-
spective

 

of
 

numerical
 

computation
 

and
 

designs
 

numerical
 

solving
 

algorithms,
 

including
 

the
 

Euler
 

method,
 

the
 

second-order
 

Runge-Kutta
 

method,
 

and
 

the
 

fourth-order
 

Runge-Kutta
 

method
 

based
 

on
 

this
 

framework.
 

Next,
 

numerical
 

examples
 

are
 

provided
 

to
 

analyze
 

the
 

computational
 

accuracy
 

and
 

initial
 

sensitivity
 

of
 

EMN
 

under
 

the
 

new
 

framework,
 

while
 

comparing
 

the
 

three
 

numerical
 

methods
 

in
 

terms
 

of
 

solving
 

capability,
 

stability,
 

and
 

time
 

complexity,
 

offering
 

a
 

basis
 

for
 

subsequent
 

method
 

selection.
 

Fi-
nally,

 

simulation
 

experiments
 

are
 

conducted
 

to
 

build
 

an
 

equivalent
 

model
 

of
 

LuGre
 

friction
 

by
 

training
 

the
 

EMN.
 

The
 

experimental
 

results
 

show
 

that
 

the
 

trained
 

EMN
 

achieves
 

a
 

mean
 

square
 

error
 

(MSE)
 

of
 

only
 

0.0018
 

and
 

can
 

effectively
 

reproduce
 

the
 

internal
 

state
 

variables
 

of
 

the
 

model,
 

verifying
 

the
 

feasibili-
ty

 

of
 

EMN
 

for
 

both
 

quantitative
 

and
 

qualitative
 

feature
 

approximation.
 

Key
 

words data-driven
 

modeling, physically
 

interpretable
 

network, machine
 

learning, system
 

i-
dentification, reconfigurable

 

network

引言
  

在现代工程和科学研究中,系统模型的辨识是

理解和预测复杂系统行为的关键步骤.理论上,基
于有限输入输出样本辨识所得的模型是真实系统

的等价,因而辨识所得的模型也被称为代理模

型[1].按照建立的方式不同,代理模型可被分为经

验驱动模型和数据驱动模型.早在1609年,德国天

文学家Kepler便根据大量的观测资料建立了太阳

与火星的运行轨道模型[2],这也是记载最早的数据

驱动建模案例.随后的几百年里,随着分析力学、电
磁学等学科的发展,一套完善的第一性原理建模理

论体系逐渐形成.基于先验知识推导的经验驱动模

型具有物理可解释性强、参数依赖关系明确的优

点,成为系统辨识领域的经典手段[3-5].然而在面对

复杂物理系统,例如天气、湍流等混沌系统时,由于

未知的方程形式以及初始条件的不确定性,第一性

原理建模变得几乎不可能[6].
得益于计算机性能的进步,根据数据直接获取

输入输出之间的关系成为当前系统辨识研究的前

沿和热点.2009年,Schmidt等[7]提出了符号回归

算法,旨在通过优化数学表达式来拟合数据.2016
年,Brunton等[8]在符号回归的基础上,提出了稀

疏辨识算法,使数据驱动建模方法拓展至高维系

统,并在混沌洛伦兹系统上得到了验证.受这两类

方法启发,近年来数据驱动辨识方法相关的研究工

作飞速发展.现阶段,数据驱动模型大体可分为两

类,一类是通过多项式[9-12]、三角函数[13]、径向基等

核函数[14]线性叠加形成的模型,其模型复杂度也

主要取决于核函数的项数.Huang等[9]便是以多

项式为核函数,建立物理系统的变分定律.Udrescu
等[15]基于符号回归,开发了一种由多项式组成的

递归多维符号回归算法.由于这类模型是核函数的

线性叠加,因此基于线性回归等算法便可以获得模

型的最优解析解,其优势在于弱依赖先验知识、易
于规模化计算,但是对于高阶模型的拟合效果不

佳,甚至出现数值发散的问题[16-18].另一类建模方

法则是由人工神经元经非线性激活函数串联而成

的深度神经网络,其模型复杂度主要由网络的规模

决定,通常需要较深的网络才能获得拟合程度高的

非线性模型[19-21].因此,基于深度神经网络的数据

驱动建模方法需要大量的数据来支撑网络架构,否
则可能会过拟合,使模型失效[22-23].

   

相较于经验驱动建模,数据驱动建模虽然有更

强的拟合能力,但其结果多为抽象的黑箱模型,这
一点在深度神经网络中格外明显[24].黑箱模型隐

藏了内部逻辑,仅能获得输入和输出之间的映射,

缺乏对模型的解释,难以参考和用于决策过程,因
此数据驱动模型的解释性具有重要意义[25].一种

赋予解释性的方法是将物理过程模型与数据驱动

建模方法相结合.Reichstein等[26]通过第一性原理

推导系统的最优描述,随后根据机器学习的手段对

参数进行学习.Huang等[27]将拉格朗日量嵌入系

统中,使拟合模型能够严格遵循能量意义.对于由
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深度神经网络构成的数据驱动模型,由于其网络结

构相对固定,难以结合第一性原理进行解释[28].因
此,该形式的数据驱动模型更加关注模型的透明

性,即模型背后的实际意义[29-31].物理信息神经网

络(physics-informed
 

neural
 

network,PINN)是一

种根据物理知识实现有监督学习任务的神经网络.
与结合物理过程的数据驱动建模相比,PINN将物

理条件作为约束,嵌入到深度神经网络的损失函数

中,使训练好的模型满足预设的物理规律[32-33].
Iten等[21]提出了编码器-潜变量层-解码器的

PINN架构,并通过阻尼摆等四个简单物理系统验

证了架构的可行性.Chen等[34]基于该架构,将空

间上离散采样点的时程数据映射为时空连续状态

变量,进而再对时空连续状态进行符号回归,得到

描述系统运动的偏微分方程.然而,PINN的解释

性在于潜变量层的约束,处理复杂系统时需要大量

的数据来支撑网络架构,这导致它的泛用性受到了

限制.
 

不同于上述可解释性的赋能原理,力学元件网

络(elementary
 

mechanical
 

network,EMN)以 弹

簧、阻尼器、滑块等具备物理含义的基本力学元件

为“神经元”,提出了内秉力学过程的元件网络建模

新架 构,从 而 具 备 准 确 且 直 观 的 力 学 可 解 释

性[35,36].然而,由于各元件之间严格遵循预设的物

理规则,力学元件网络在计算过程中产生了大量的

隐式非线性常微分方程,直接求解的计算框架效率

较低,且网络规模受到限制,深度超过两层时无法

计算.
综上所述,力学元件网络作为一种具备物理意

义的数据驱动模型,可以解释包括系统特性在内的

复杂现象.为了进一步提高其网络深度并保证计算

精度,本文对网络模型的组网规则和数值计算方法

进行了改进.
  

文章后续内容安排如下:第一节整理了力学元

件网络的架构及模型.第二节基于该架构设计了求

解框架和计算方法,旨在将隐式非线性常微分方程

组改造为显式求解形式,进一步提高力学元件网络

模型的计算效率,并使网络深度不受限制.第三节

通过数值算例检验求解算法的精度和速度,随后讨

论了初始条件对力学元件网络的影响.第四节将改

进后的力学元件网络应用于LuGre摩擦模型,根
据网络训练结果验证力学元件网络的精度和物理

可解释性.最后总结全文,并探讨了力学元件网络

的未来研究方向.

1 力学元件网络基本架构与建模
  

前期工作已经提出了力学元件网络的基本架

构,并就其力-变形的信息传递范式进行了讨

论[35].本文重点在于提出更高效的数值计算方法,

以改善前期工作计算精度和网络规模无法兼顾的

缺陷.

1.1 力学元件组网规则
  

为方便读者理解,本文首先简要介绍力学元件

网络的模型范式及元件组网规则.目前,力学元件

网络由滑块、阻尼器、线性弹簧3种元件组成,分别

表示接触作用中常见的干摩擦、黏性摩擦、弹性形

变作用.
  

如图1所示,这3类元件首先通过并联形成1
个模块;各模块经过串联形成1个组;各组再经过

并联形成1个网络.

图1 力学元件网络通用架构
Fig.1 The

 

general
 

architecture
 

of
 

elementary
 

mechanical
 

network
  

为确保网络模型表达的唯一性,本文约定如下

组网规则:
规则1: 元件排列规则.各模块中的力学元

件由上至下按阻尼器、弹簧、滑块的顺序依次排列.
规则2: 模块排列规则.各组中的模块由左至

右,首先按照滑块摩擦力阈值的升序排列;若存在摩

擦力阈值相同的情形,则再按照阻尼器阻尼系数的

升序排列;否则,按照弹簧刚度系数的升序排列.
规则3: 组排列规则.网络中各组由上至下,

首先按照模块层数的升序排列;若模块层数相同,
则再按照模块中滑块摩擦力阈值的升序排列;若滑

块摩擦力阈值相同,则再按照模块中阻尼器阻尼系

数的升序排列;否则,按照弹簧刚度系数的升序

排列.
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规则4: 单滑块规则.同一组模块中,最多只

允许出现一个单滑块模块.制定该规则的原因在

于,若某一组出现两个单滑块模块,不妨假设其摩

擦阈值满足μi1<μi2,则该组能产生的作用力最大

仅可达μi1,第二个单滑块模块永远无法被激活,为

无效模块.
  

假设第i组的第j 个模块中的滑块摩擦力阈

值为μij,那么根据规则2,一定满足

μi1 ≤μi2 ≤ … ≤μiNi . (1)
  

假设力学元件网络包含 M 组,其中第i组包

含Ni 个模块,那么根据规则3,一定满足

N1 ≤N2 ≤ … ≤NM . (2)
  

假设第i组的第Si 个模块为单滑块模块,那
么根据规则2和4,该模块之后的模块永远无法被

激活,即第i组的有效模块层数为Si.

1.2 力学元件网络建模
  

假设第i组的第j 个模块的变形量为xij,模

块中滑块摩擦力阈值为μij,阻尼器阻尼系数为

cij,弹簧刚度系数为kij,则该模块产生的作用力可

以表示为

fij =μijtanh(αx
·
ij)+cijx

·
ij +kijxij , (3)

式中α为光滑因子,值越小表示干摩擦的光滑化程

度越高.
  

根据力学元件的串联范式,即“变形叠加,力相

等”的原则,第i组各模块变形满足如下约束条件

∑
Si

j=1
xij =x, (4)

fij =fi1,
  

j=2,3,…,Si . (5)

式中,x 表示元件网络端部总位移.
  

特别地,若Si=1,由式(4)可知xi1=x,此时

网络第i组的作用力可由式(3)直接计算得到.若

Si≥2,将式(3)、式(4)代入式(5)可得

μijtanh(αx
·
ij)+cijx

·
ij +kijxij

 =μi1tanh(αx
·
i1)+ci1(x

·
-∑

Si

j=2
x·ij)+

 ki1(x-∑
Si

j=2
xij). (6)

  

进一步,根据网络的定义方式,第1层模块必

然产生变形.由于网络不具备惯性,因此第1层模

块的变形趋势与全局变形趋势相同.因此,式(6)可
以改写为

μijtanh(αx
·
ij)+cijx

·
ij +kijxij

 =μi1tanh(βx
·)+ci1(x

·
-∑

Si

j=2
x·ij)+

 ki1(x-∑
Si

j=2
xij). (7)

式中,β 也表示光滑因子.考虑元件网络总位移x
高于单个模块变形xi1,为使滑块滑移率尽量保持

一致,一般取β=α.
   

记

 Ui=diag(μi),Ci=diag(ci),Ki=diag(ki),

 μi=

μi2

μi3

︙

μiSi

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

∈ ℝ
Si-1,ci=

ci2

ci3

︙
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦
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􀪁
􀪁
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Si-1,
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︙
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
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∈ℝ
Si-1,xi=

xi2

xi3

︙

xiSi

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

∈ℝ
Si-1,v=

1
1
︙

1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

Si-1

,
  

式(7)的矩阵形式可以写为

Uitanh(αx
·
i)+(Ci+ci1vvT)x

·
i+(Ki+ki1vvT)xi

 =[ki1x+ci1x
·
+μi1tanh(βx

·)]v (8)
  

上式两端关于时间t 求导,并令yi=x·i∈

ℝ
Si-1,可得

[Hi(yi)+ci1vvT]y
·
i

 =-(Ki+ki1vvT)yi+g(x
·,x··)v, (9)

其中

g(x
·,x··)=ki1x

·
+ci1x

··
+βμi1[1-tanh2(βx

·)]x··,

Hi(yi)=diag[hi(yi)],

hi(yi)=

hi2(yi2)

hi3(yi3)

︙

hiSi
(yiSi

)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=

ci2+αμi2[1-tanh2(αyi2)]

ci3+αμi3[1-tanh2(αyi3)]

︙

ciSi +αμiSi
[1-tanh2(αyiSi

)]

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.
  

式(9)即所示力学元件网络的通用模型,求解得到

yi 后,可按照适当的初始条件积分得到xi.进一

步,将xi1 代入式(3)即可计算得到网络第i组的

作用力.
  

对于式(9)所示微分方程的求解问题,一方面,
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考虑到元件网络存在摩擦阈值或阻尼系数为0的

情形,状态量y
·
i 的系数矩阵Hi(yi)+ci1vvT 极有

可能不满秩,经典数值计算方法将会失效.另一方

面,注意到Hi(yi)是对角阵,vvT 为全一矩阵,其逆

存在解析表达.因此,我们可以利用系数矩阵的特

性构造式(9)的求解算法,从而实现元件网络的高

精度仿真计算.

2 元件网络模型的数值计算方法

式(9)是力学元件网络模型的隐函数表达形式,
尽管可以采用隐函数数值计算方法(如 MATLAB
的ode15i函数)对其响应进行计算,但在式(9)的
微分系数矩阵 Hi(yi)+ci1vvT 不满秩时,隐式数

值求解方法将面临发散问题.为此,需要将式(9)改
写为

y
·
i,a=φa[yi,a,g(x

·,x··)],

yi,b=φb[yi,a,g(x
·,x··)], (10)

的微分-代数显式求解形式.其中,yi,a∈ℝ
Ni,a 表

示存在 微 分 变 换 关 系 的 独 立 状 态 变 量,yi,b ∈

ℝ
Ni,b 表示与yi,a 线性相关的非独立状态变量,其

维数满足Ni,a+Ni,b=Si-1.注意,Ni,b可以为0,
此时状态向量yi,b 为空向量.

 

2.1 微分方程的显式求解形式改造
  

要将式(9)改造为式(10)所示的显式求解形

式,关键是分情况给出系数矩阵 Hi(yi)+ci1vvT

的逆.为此,我们分如下情况讨论:

Case
 

A: ci1=0
  

假设向量hi(yi)中非0元素的位置为pr,r=
1,2,…,Ni,a,则可以构造初等变换矩阵

Φi,a=(Ep1
,Ep2

,…,EpNi,a
)∈ ℝ

(Si-1)×Ni,a,

(11)
式中Epr

表示(Si-1)×(Si-1)单位阵的第pr

列.同时,假设向量hi(yi)中0元素的位置为qr,r=
1,2,…,Ni,b,则可以构造初等变换矩阵

Φi,b=(Eq1
,Eq2

,…,EqNi,b
)∈ ℝ

(Si-1)×Ni,b,

(12)
式中Eqr

表示(Si-1)×(Si -1)单位阵的第qr

列.注意,Ni,b 可以为0,此时初等变换矩阵Φi,b 为

空矩阵.
  

记Φi=(Φi,a,Φi,b),则有

ΦT
iyi=

ΦT
i,a

ΦT
i,b  yi=

yi,a

yi,b  , (13)

且

yi=Φi
yi,a

yi,b  = Φi,a,Φi,b  
yi,a

yi,b  . (14)
  

将式(14)代入式(9),两端同时左乘ΦT
i 可得

 

Hi,a(yi,a)y
·
i,a= -(Ki,a+ki1vavTa)yi,a-

 ki1vavT
byi,b+g(x

·,x··)va,

(Ki,b+ki1vbvT
b)yi,b=-ki1vbvT

ayi,a+

 g(x
·,x··)vb,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(15)

其中

Hi,a(yi,a)=ΦT
i,aHi(yi)Φi,a

Ki,a=ΦT
i,aKiΦi,a,

Ki,b=ΦT
i,bKiΦi,b,

  

va 是维数为Ni,a 的1-向量,vb 是维数为 Ni,b 的

1-向量.显然,Hi,a(yi,a)是对角线元素全非0的

对角阵.式(15)第二式状态量对应的模块均不含

有阻尼(阻尼系数为0),根据规则4及其推论,Ki,b

的对角元至多只有一个0元素.根据规则2,若存在

0元素,则该0元素位于第pNi,b
个模块.注意到此

时讨论的是ci1=0且Si≥2的情形,根据规则4,必

然ki1≠0.因此,系数矩阵Ki,b+ki1vbvT
b 也是可逆

的.由此,式的微分-代数显式求解形式可以写为

 

y
·
i,a= -H-1

i,a(yi,a)(Ki,a+ki1ηivavTa)yi,a+

 ηig(x
·,x··)H-1

i,a(yi,a)va,

yi,b= -ki1(Ki,b+ki1vbvTb)-1vbvTayi,a+

 g(x
·,x··)(Ki,b+ki1vbvT

b)-1vb,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(16)

式中

ηi=1-ki1vT
b(Ki,b+ki1vbvT

b)-1vb
为常数.
Case

 

B: ci1 ≠0
  

同样,假设向量hi(yi)中0元素的位置为qr,

r=1,2,…,Ni,b,分别构造初等变换矩阵

 Φ'i,b= (Eq1
,Eq2

,…,EqNi,b-1
)∈ℝ

(Si-1)×(Ni,b-1),

(17)

和

Φi,c =EqNi,b
∈ ℝ

(Si-1), (18)

式中Eqr
表示(Si-1)×(Si-1)单位阵的第qr 列.

记Φi=(Φi,a,Φ'i,b,Φi,c),代入式(9),两端同

时左乘ΦT
i 可得
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Hi,a(yi,a)+ci1vavT
a ci1vav'T

b ci1va

ci1v'bvT
a ci1v'bv'T

b ci1v'b

ci1vT
a ci1v'T

b ci1
  

y
·
i,a

y
·'i,b

y
·
iqNi,b

  
 =-

Ki,a+ki1vavT
a ki1vav'T

b ki1va

ki1v'bvT
a K'i,b+ki1v'bv'T

b ki1v'b

ki1vT
a ki1v'T

b kiqNi,b
+ki1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

yi,a

y'i,b

yiqNi,b
  +g x·,x··  

va
v'b
1  , (19)

其中,

y'i,b=(yiq1
,yiq2

,…,yiqi,Ni,b-1
)T,

Hi,a(yi,a)=ΦT
i,aHi(yi)Φi,a,

Ki,a=ΦT
i,aKiΦi,a,K'i,b=Φ'T

i,bKiΦ'i,b,

va是维数为Ni,a的1-向量,v'b是维数为Ni,b-1
的1-向量.显然,由于ci1≠0,式(19)比式(15)多
了两项微分耦合项.

  

式(19)的第3分块行两端同时左乘v'b,并与

式(19)的第2分块行相减可得

K'i,by'i,b=kiqNi.byiqNi,b
v'b, (20)

这表明状态变量y'i,b与yiqNi,b
完全线性相关.进一

步,根据规则4及其推论,K'i,b 对角元素不可能为

0.因此,由该式可知

y'i,b=kiqNi.byiqNi,b
K'-1

i,bv'b. (21)

代入式(19)可得

[H'i,a(y'i,a)+ci1v'av'Ta]y
·'i,a

 = -(K'i,a+ki1v'av'Ta)y'i,a+g(x
·,x··)v'a,(22)

其中

H'i,a(y'i,a)=
H'i,a(y'i,a) kiqNi.bci1vav'T

bγ'k,i,b

01×Ni,a kiqNi.bci1v'T
bγ'k,i,b

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁

K'i,a=
K'i,a kiqNi.bvav'

T
bγ'k,i,b

01×Ni,a kiqNi.bki1v'T
bγ'k,i,b  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

显然,系数矩阵 H'i,a(y'i,a)+ci1vav'T
a 是可逆矩

阵.
  

参考式(10)所示形式,可以将式(21)和(22)改
写为微分-代数显式求解形式:

 

y
·'i,a=-[H'i,a(y'i,a)+ci1vav'T

a]-1(K'i,a+

 ki1v'av'T
a)y'i,a+g(x

·,x··)[H'i,a(y'i,a)+

 ci1vav'T
a]-1v'a

y
·'i,b=kiqNi.byiqNi,b

K'-1
i,bv'

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

2.2 显式求解形式的数值求解算法
  

由2.1小节的推导可以看出,在第i组的有效

模块层数Si≥2的条件下,若ci1=0,则按照式

(16)所示微分代数方程求解该组各模块的变形速

率yi,若ci1≠0,则按照式(23)所示微分代数方程

求解该组各模块的变形速率yi.为方便理解,表1
展示了力学元件网络数值求解过程的伪码.

表1 力学元件网络模型数值求解伪码

Table
 

1 Pseudocode
 

for
 

numerical
 

solution
 

of
 

EMN

Algorithm
 

Numerical
 

Solution
 

of
 

EMN

Input:
 

EMN
 

structure
 

and
 

initial
 

parameters
Output:

 

Resultant
 

force
 

f,
 

node
 

deformation
 

xi
 and

 

deforma-
tion

 

rate
 

yi

For
  

i=1:M

 If
 

Si=1

  yi1=x
^; xi1=x;

  Else

   If
 

ci1=1

   Hi,a=ΦT
i,aHiΦi,a

   Ki,a=ΦT
i,aKiΦi,a;Ki,b=ΦT

i,aKiΦi,b

   Substitute
 

them
 

into
 

Eq.
  

and
 

employ
 

numerical
 

methods
 

to
 

get
 

yi,a and
 

yi,b;
   Substitute

 

yi,a
 and

 

yi,b
 into

 

Eq.
  

to
 

get
 

yi;

  Else

   Hi,a=ΦT
i,aHiΦi,a

   Ki,a=ΦT
i,aKiΦi,a;Ki,b=Φ'Ti,aKiΦ'i,b

   Reconstruct
 

H'i,a and
 

K'i,a by
 

referring
 

to
 

Eq.
 

(22).
 

Sub-
stitute

 

H'i,a and
 

K'i,a into
 

Eq.
 

(23)
 

and
 

employ
 

numerical
 

methods
 

to
 

get
 

y'i,a
 and

 

y'i,b.
 

Then,
 

use
 

y'i,a
 and

 

y'i,b
 to

 

reconstruct
 

yi;

  End
 

if

 End
 

if

 fi =μi1tanh(αyi1)+ci1yi1+ki1xi1;f =f+fi;

End
 

for

3 数值计算性能分析
  

根据表1,yi 的计算方法对力学元件网络的计

算精度有着重要意义.为此,我们设计了欧拉法、二

阶 龙 格 - 库 塔 法 (second-order
 

Runge-Kutta
 

method,
 

RK2)和四阶龙格库塔法(fourth-order
 

Runge-Kutta
 

method,
 

RK4)这三种不同的求解方

41



第5期 孙昊等:力学元件网络数值计算方法与数据驱动建模应用

式,
 

以满足实际应用过程中对网络精度和训练时

间的不同需求.为了评估计算方法对算法性能的影

响,我们设计了四 个 数 值 算 例,并 在 MATLAB
 

R2023a中进行仿真实验,硬件环境为Intel(R)
 

Xeon(R)
 

Platinum
 

8124
 

M
 

CPU
 

@3.00
 

GHz.

3.1 固定步长下的精度与速度分析
 

在计算方法的精度与速度分析上,我们首先构

造了一个符合 Hi(yi)+ci1vvT 满秩的数值算例,

由此可以调用 MATLAB数值计算函数ode15i,并

根据其计算结果验证数值求解算法的有效性.为

此,我们建立了一个1组4层的串联模型,其中各

模块均由一个弹性元件和一个阻尼元件组成,模型

的数学表示如下:

F=Fi=kixi+cix
·
i,

F1=F2=F3=F4,

x=x1+x2+x3+x4,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (24)

其中,ki 和ci 为各模块的弹簧刚度系数和黏性阻

尼系数.
由于该算例中不存在滑块元件(干摩擦),如式

(24)所示,在ci 大于0矩阵Hi(yi)+ci1vvT 必然

满秩,此时隐函数数值计算方法ode15i可用于力

学元件网络的求解.我们定义作用力信号为

F=
1
2sin

(πt)1-cos
πt
15  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (25)
  

由式(24)和式(25)仿真可得变形量x1 至x4,

再将它们作为力学元件网络的输入,计算得到网络

的响应力Fpred.最终通过对比Fpred 和F 来获得不

同方法对数值求解算法性能的影响.仿真中我们取

时间步长dt为0.001
 

s,仿真时间长度t为30
 

s,模
型参数如下表所示.本文中设计的数值算例均无量

纲,以避免单位尺度不统一产生的影响.

表2 数值算例1参数表

Table
 

2 Parameters
 

of
 

numerical
 

example
 

1

k1 k2 k3 k4 c1 c2 c3 c4 α β

1 2 5 4 0.1 0.9 2 4 100 100
  

由图2可知,由于该数值算例复杂度不高,求
解较为简单,我们设计的三种求解算法和ode15i
求解器均能有效预测外力,仿真过程中的最大均方

根误 差 (root
 

mean
 

square
 

error,RMSE)仅 为

1.22e-03,从而验证了本文所提数值求解算法(表

1)的可行性.在该算例仿真中,Euler法的求解精度

甚至优于RK2算法.因此,在网络中无滑块元件的

情况下,我们优先选择Euler法进行求解,其计算

成本远低于 RK2和 RK4算法,求解精度却相差

不大.

图2 数值算例1仿真实验结果:(a)
 

四种计算方法的网络
响应力对比;(b)

 

各响应力与施加外力的误差对比

Fig.2 The
 

simulation
 

results
 

of
 

numerical
 

example
 

1:
 

(a)
 

Comparison
 

of
 

response
 

forces
 

obtained
 

from
 

four
 

calculation
 

methods;
 

(b)
 

Comparison
 

of
 

errors
 

between
 

each
 

response
 

force
 

and
 

the
 

applied
 

force
 

signal
  

在算例1的基础上,我们加入了滑块元件,进
一步提高模型的复杂度.数值算例2的模型为

Fi=civi+sign(Fi)μi+kixi,|Fi|>μi,

F1=F2=F3=F4,

x=x1+x2+x3+x4,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(26)
其中,μi 为滑动阈值(干摩擦系数),只有响应力大

于阈值时该单元才开始变形.同样,我们定义如式

(25)所示的外力信号,模型的弹簧刚度系数和黏性

阻尼系数与数值算例1保持一致,滑动阈值如表3
所示.

表3 数值算例2滑动阈值参数表
Table

 

3 Sliding
 

threshold
 

parameters
 

for
 

numerical
 

example
 

2

μ1 μ2 μ3 μ4

0.001 0.1 0.3 0.6
  

由于ode15i在该条件下失效,所以我们仅使

用Euler、RK2、RK4等数值求解算法进行网络性

能的验证,计算结果如图3所示.
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对于有滑动摩擦阈值的复杂模型,基于Euler
法的数值求解算法精度不理想,特别是在仿真后期

存在较大的误差.相较而言,基于RK2和RK4的

求解算法在仿真过程中能够始终逼近预设外力,因
此是EMN训练和求解中的更优选择.仿真实验结

果汇总于表4中以供参考.

表4 数值算例1与数值算例2计算耗时与仿真误差

Table
 

4 Simulation
 

time
 

and
 

errors
 

for
 

numerical
 

example
 

1
 

and
 

numerical
 

example
 

2

Method
Numerical

 

example
 

1 Numerical
 

example
 

2
Time/s RMSE Time/s RMSE

ode15i 0.272 1.650e-04 Invalid Invalid

Euler 0.229 4.058e-04 0.246 0.053

RK2 0.446 5.430e-04 0.462 0.042

RK4 1.113 3.061e-04 1.130 0.029

图3 数值算例2仿真实验结果:(a)
 

三种计算方法的网络
响应力对比;(b)

 

各响应力与施加外力的误差对比

Fig.3 The
 

simulation
 

results
 

of
 

numerical
 

example
 

2:
 

(a)
 

Comparison
 

of
 

response
 

forces
 

obtained
 

from
 

three
 

calculation
 

methods;
 

(b)
 

Comparison
 

of
 

errors
 

between
 

each
 

response
 

force
 

and
 

the
 

applied
 

force
 

signal

3.2 状态变量初值敏感性分析
  

在足地接触这类真实场景中,由于接触前已经

有一定的运动状态,力学元件网络的输入初值并不

一定为0.因此,我们需要探讨状态变量初值不确

定性对网络的影响.在数值算例2的基础上,我们

设计数值算例3,其中模型参数保持一致,而作用

力信号设置为

F=
1
2sinπt+

π
2  1-cosπt15t+

π
2  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  .(27)

由于作用力初值不为零,根据式(26)仿真出的

初始速度也不为零.相较于数值算例2,我们可视为

力学元件网络的状态变量初值仅存在微小扰动.力
学元件网络预测如图4所示,误差和耗时记于表5.

 

图4 数值算例3仿真实验结果:(a)
 

三种计算方法的网络
响应力对比;(b)

 

各响应力与施加外力的误差对比

Fig.4 The
 

simulation
 

results
 

of
 

numerical
 

example
 

3:
 

(a)
 

Comparison
 

of
 

response
 

forces
 

obtained
 

from
 

three
 

calculation
 

methods;
 

(b)
 

Comparison
 

of
 

errors
 

between
 

each
 

response
 

force
 

and
 

the
 

applied
 

force
 

signal

表5 数值算例3与数值算例4计算耗时与仿真误差

Table
 

5 Simulation
 

time
 

and
 

errors
 

for
 

numerical
 

example
 

3
 

and
 

numerical
 

example
 

4

Method
Numerical

 

example
 

3 Numerical
 

example
 

4
Time/s RMSE Time/s RMSE

Euler 0.249 0.115 0.229 0.146

RK2 0.428 0.043 0.420 0.120

RK4 1.055 0.040 1.037 0.100
  

与前两个算例的仿真结果相比,
 

Euler法在

EMN输入存在初值时误差进一步增大,几乎完全

偏离预设外力.而RK2和RK4则依然可以逼近预

设外力,且二者的RMSE相差不大.然而,RK2的

计算速度远高于RK4.
  

在数值算例4中,我们继续增大预设外力的初

值,以进一步分析力学元件网络对状态变量初值的

敏感性.在模型参数不变的条件下,我们设置外力

信号为

F=sinπt+
π
6  cos π15(t+π)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 . (28)
  

通过表5中的可以看出,该算例下力学元件网

络的计算误差明显高于前述数值算例.对图5所示
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的实验结果进行分析后发现,在仿真前半段,受初

始状态的影响,三种方法的计算结果均与实际值存

在较大偏差.然而,随着时间的推移,RK2和RK4
方法逐渐收敛,而Euler法始终未能有效减小误

差.因此,我们仅在对网络计算速度有非常高的要

求时才会使用欧拉法进行力学元件网络的数值求

解.此外,由于RK4在速度上的巨大劣势,综合考

虑后我们选择RK2作为力学元件网络的常规计算

方法.

图5 数值算例4仿真实验结果:(a)
 

三种计算方法的网络
响应力对比;(b)

 

各响应力与施加外力的误差对比

Fig.5 The
 

simulation
 

results
 

of
 

numerical
 

example
 

4:
 

(a)
 

Comparison
 

of
 

response
 

forces
 

obtained
 

from
 

three
 

calculation
 

methods;
 

(b)
 

Comparison
 

of
 

errors
 

between
 

each
 

response
 

force
 

and
 

the
 

applied
 

force
 

signal

4 力学元件网络应用验证
  

力学元件网络在实际应用过程中,需要通过特

定的算法进行训练,使其能够根据输入的运动信息

预测出接触力.网络的训练分为元件参数训练和结

构拓扑优化两部分,前者通过粒子类启发式优化算

法辨识网络中各元件的最优参数,后者根据对响应

力的贡献率删除冗余的元件组、层和元件.两者交

替进行,每进行一次循环称为一次迭代,直至收敛

到最简结构.上述力学元件网络的具体训练算法及

其流程图可参考本文前期研究[35,36].
  

需要说明的是,此前工作[35,36]中我们已对深

度为两层的力学元件网络进行了详细分析,特别是

对预滑移等接触特征的表征.由于网络整体力学行

为由各个元件之间的相互作用决定,网络规模成为

制约其精度和可解释性的主要因素.得益于本文提

出的新计算框架,力学元件网络的深度得以进一步

扩展.因此,我们希望将其应用在复杂模型上,对系

统中的力学行为进行建模与解释,以提升对模型机

理的理解和准确性.

4.1 验证模型设计
  

LuGre模型是一种用于描述动力系统中摩擦

现象的经典模型[37].通过引入内部状态变量,其在

非线性摩擦、静摩擦和黏滑现象等复杂摩擦行为方

面有较好的表现.该内部状态变量可以表示为:

z·=v-|v|
g(v)

z,

g(v)=Fc+(Fs-Fc)e
- v

vs
  δ

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(29)

其中,Fc 代表动摩擦力,Fs 为静摩擦力,vs 用于表

征从静摩擦到动摩擦过渡的特征速度,δ 表示摩擦

力过渡的陡峭程度.根据内部状态变量z,LuGre
摩擦力定义为:

Ff=σ0z+σ1z
·
+σ2v, (30)

其中,σ0 代表微观黏滑的刚性,σ1 为内部阻尼,σ2 表

示黏性摩擦系数.仿真过程中模型参数如表6所示.
 

表6 LuGre摩擦模型参数表

Table
 

6 Parameters
 

of
 

LuGre
 

friction
 

model

Fc Fs vs δ σ0 σ1 σ2

10 15 0.1 2 100 3 5
  

在两层的力学元件网络中,内部状态量难以还

原,网络拟合效果差,训练损失大.因此,我们希望

通过更深的力学元件网络来解释LuGre模型的内

在机理.我们设置仿真实验的变形过程为:

 x=

at2

2 t∈ 0,T3
􀭠
􀭡

􀪁􀪁  
aTt
3 -

aT2

18 t∈
T
3
,2T
3

􀭠
􀭡

􀪁􀪁  
-
at2

2 +aTt-
5aT2

18 t∈
2T
3
,T􀭠

􀭡

􀪁􀪁  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(31)
  

为了提高力学元件网络的泛化性,我们设置三

组幅值不同的变形过程,如表7所示.

表7 LuGre摩擦模型仿真实验参数表

Table
 

7 Parameters
 

of
 

LuGre
 

friction
 

model
 

simulation
 

experiment

a1 a2 a3 T dt α β

1 2 3 6 0.001 100 100
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4.2 力学元件网络训练结果与分析
  

EMN的初始化为4组4层的网络结构,元件

参数初始化为随机值,且边界条件为[0,100].实验

过程中EMN采用RK2方法进行数值求解.
   

经过四轮迭代训练,力学元件网络最终收敛为

仅包含9个元件的3组3层的结构.由于第四轮训

练后的网络结构和元件参数与第三轮完全一致,因
此图6仅展示前三轮训练过程中均方误差(mean

 

square
 

error,
 

MSE)损失和网络结构的变化.
 

图6 LuGre摩擦模型仿真实验中训练损失及结构变化

Fig.6 The
 

change
 

of
 

training
 

losses
 

and
 

structure
 

in
 

the
 

simulation
 

experiment
 

of
 

the
 

LuGre
 

friction
 

model
  

相较于此前的双层网络[35],MSE降低了99.
94%,训练损失最终仅为0.0018.分析模型元件参

数,如表8所示,我们发现式(30)中的的黏性摩擦

系数σ2 可视为阻尼器元件c11,二者都与变形速度

线性相关,参数取值也近似.此外,第三组网络的第

一层元件模块为线性弹簧和阻尼器的并联结构,其
输入同样为变形速度和变形量,与式(30)中的σ0z

+σ1z
· 类似.至于第二组中的滑块元件,由于其参

数较小,仅为0.18,我们推测其主要作用为补偿网

络的误差,并无具体实际含义.为了验证上述猜想,

我们将元件c11、c31 和k31 的响应力与LuGre摩擦

力中的各项分别进行比较,如图7所示.
 

表8 EMN元件参数表

Table
 

8 Parameters
 

of
 

elements
 

in
 

EMN

c11 μ21 c31 k31 c32 k32 μ32 c33 μ33

4.45 0.18 3.55 69.38 3.09 21.86 5.96 0.52 9.83
  

对比结果表明,尽管阻尼器元件c31 的响应力

与σ1z
· 在数值上存在差别,但整体趋势基本一致,

优化后的元件参数也与σ1 相差不大.因此这3个

元件的响应力可以被视为与LuGre摩擦模型中的

每一项相对应.因此,模型的内部状态量可视为通

过3层的元件组模拟获得,并最终表现在第一层元

件的变形量上.

图7 EMN特定元件与LuGre摩擦模型各项响应力对比:
(a)

 

线性弹簧元件k31 与σ0z;(b)
 

阻尼器元件c31 与σ1z
·;

(c)
 

阻尼器元件c11 与σ2v
Fig.7 Comparison

 

of
 

each
 

response
 

force
 

between
 

EMN
 

specific
 

elements
 

and
 

LuGre
 

friction
 

model:
 

(a)
 

Linear
 

spring
 

element
 

k31 with
 

σ0z;
 

(b)
 

Damper
 

element
 

c31 

with
 

σ1z
·;(c)

 

Damper
 

element
 

c11 with
 

σ2v

尽管元件取值与模型参数之间存在差异,网络

对LuGre摩擦模型的仿真误差很小,如图8所示.
由此可见,力学元件网络不仅可以对摩擦力进行高

精度的拟合,还能还原出模型的内在机理,具有优

秀的物理可解释性.
 

图8 LuGre摩擦力仿真与预测对比

Fig.8 Comparisons
 

of
 

the
 

simulation
 

and
 

the
 

prediction
 

of
 

the
 

LuGre
 

friction
 

model

5 结论与展望
  

本文针对力学元件网络求解精度不足、模型深

度无法拓展的问题,提出了一种新的EMN数值求

解算法.通过数值算例,分析了模型精度及其初值
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敏感性,确定RK2算法为兼顾计算精度和效率的

最优选择.随后基于LuGre摩擦模型的仿真实验,

验证了力学元件网络在确保拟合精度的同时,具备

对物理模型及背后机理的解释能力.
   

然而,由于力学元件网络目前使用数值求解算

法计算网络的响应力,无法获取网络损失对每个元

件的梯度,因此只能使用计算复杂度较高的启发式

优化算法进行参数训练.未来,我们将探索力学元

件网络计算框架的进一步改进,期望将现有基于梯

度下降的神经网络训练方法应用到力学元件网络

的训练中.此外,我们将扩充EMN的元件库,特别

是增加惯性单元,以应用至其他类型的复杂物理系

统.例如在机械臂这类多体动力学系统中,EMN可

用于描述和分析系统中各部件之间的复杂关系和

耦合效应,并基于模型设计控制策略.我们还将进

一步拓展力学元件网络的潜在应用场景,使其应用

在人工肌肉纤维、热弹性材料等具有重要实际意义

的研究领域.
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