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摘要 研究时间尺度联合Caputo导数下的Lagrange系统和 Hamilton系统的 Noether定理.首先,给出时

间尺度联合Caputo导数的定义;其次,研究时间尺度联合Caputo导数下的系统运动微分方程,包括La-

grange系统和 Hamilton系统;第三,分别给出这两个系统的Noether恒等式和守恒量;第四,对于所得结果

及所使用的方法,各自举例进行说明.
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引言
  

1918年Emmy
 

Noether发表论文《不变变分

问题》,证明了Noether定理[1].Noether定理不仅

在理论物理和数学分析中具有重要地位,还在量子

力学和广义相对论中有广泛应用,极大地推动了科

学的发展.Noether定理的研究在Lagrange系统、

Hamilton系统和Birkhoff系统中取得了一系列

成果[2-9].
  

时间尺度的概念于1988年被首次提出[10-12].
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实数集、整数集、自然数集、闭区间的并集及康托尔

集等均是时间尺度的例子.由于实数集和整数集可

以同时被概括在时间尺度里,因此说时间尺度具有

统一的特征.另一方面,时间尺度上的研究成果,可
以根据需要,选择特殊的定义域进行具体化,定义

域不同,所得结果也有各自的特点,因此说时间尺

度具有拓展的特征.时间尺度Noether定理的研究

始于Bartosiewicz[13].时间尺度上Noether定理的研

究涉 及 Lagrange系 统[14-16]、Hamilton系 统[17-19]、

Birkhoff系统[20-22]及非完整系统[23-24]等.
分数阶微积分的提出早在1695年,它与整数

阶微积分的提出在同一个时代.分数阶导数的类型

多种多样.2015年,Luo和Xu[25]整理了比较广泛

的联合分数阶导数.分数阶Noether定理的研究始

于 Frederico和 Torres[26],且 取 得 一 系 列 研 究

成果[27-33].
  

时间尺度分数阶方面的研究也取得一些成果,
如时间尺度分数阶原理和不等式[34]、时间尺度分

数阶动力方程[35]、时间尺度分数阶混沌系统[36]、时
间尺度分数阶递归神经网络[37]等.时间尺度分数

阶约束力学系统对称性的研究刚刚起步,目前仅研

究了时 间 尺 度 Caputo分 数 阶 约 束 力 学 系 统 的

Noether定理[38-40].考虑到联合分数阶导数的普适

性和广泛性,本文拟研究时间尺度联合分数阶约束

力学系统的Noether定理.
  

文章结构安排如下:第一节列出时间尺度分数

阶微积分必要的预备知识;第二节根据变分原理建

立时间尺度联合Caputo分数阶Lagrange方程和

时间尺度联合Caputo分数阶Hamilton方程;第三

节研究Noether恒等式,并进一步给出时间尺度联

合Caputo分数阶Lagrange系统和时间尺度联合

Caputo分数阶 Hamilton系统的Noether定理;第
四节给出例题,通过举例说明本文所得结果及所使

用的方法.

1 预备知识

定义1[41]
 

 设 为时间尺度,函数f:[a,b]→ ℝ,

α≥0,则基于时间尺度的左、右Riemann-Liouville
积分aIα

Δ,tf(t),tIα
Δ,bf(t),分别为

α=0,aIα
Δ,tf(t)=f(t);α>0,

aIα
Δ,tf(t)=∫

t

a
hα-1[t,σ(τ)]f(τ)Δτ (1)

和

α=0,tIα
Δ,bf(t)=f(t);α>0,

tIα
Δ,bf(t)=∫

b

t
hα-1[σ(τ),t]f(τ)Δτ (2)

其中,hα:× → ℝ,α≥0为右连续函数,满足

hα+1(t,s)=∫
t

s
hα(τ,s)Δτ,h0(t,s)=1,

t,s∈  (3)
  

下文将Riemann-Liouville简写为R-L.
  

注1 当 = ℝ时,有hα-1(t,a)=(t-a)α-1/Γ(α),

hα-1(b,t)=(b-t)α-1/Γ(α)时,此时有

aIα
tf(t)=∫

t

a

(t-τ)α-1

Γ(α) f(τ)dτ,t>a;

tIα
bf(t)=∫

b

t

(τ-t)α-1

Γ(α) f(τ)dτ,t<b (4)

式(4)即为传统的左、右R-L积分.
定义2[41]

 

 设 是时间尺度,函数f:→ℝ,m-1≤
α<m,m ∈ ℕ+ ,时间尺度左、右R-L导数和时间

尺度左、右Caputo导数分别为

 RL
a Dα

Δ,tf(t)=Dm
Δ[aIm-α

Δ,tf(t)]

 =Dm
Δ{∫

t

a
hm-α-1[t,σ(τ)]f(τ)Δτ}(5)

 RL
t Dα

Δ,bf(t)=(-1)mDm
Δ[tIm-α

Δ,bf(t)]

 =(-1)mDm
Δ{∫

b

t
hm-α-1[σ(τ),t]f(τ)Δτ} (6)

 C
aDα

Δ,tf(t)=aIm-α
Δ,t [Dm

Δf(t)]=

  ∫
t

a
hm-α-1[t,σ(τ)][Dm

Δf(τ)]Δτ (7)

 C
tDα

Δ,bf(t)=(-1)mtIm-α
Δ,b [Dm

Δf(t)]

 =(-1)m∫
b

t
hm-α-1[σ(τ),t][Dm

Δf(τ)]Δτ (8)

其中Dm
Δ 表示时间尺度上求m 阶导数.

  

注2 当 =ℝ 时,式(5)~(8)分别退化为传统的

左、右R-L导数和左、右Caputo导数.
  

时间尺度联合R-L导数和时间尺度联合Ca-

puto导数可定义为

 RLDα,β
Δ,γf(t)=γRL

aDα
Δ,tf(t)+(-1)n(1-γ)RLt Dβ

Δ,bf(t)
(9)

 CDα,β
Δ,γf(t)=γCaDα

Δ,tf(t)+(-1)n(1-γ)CtDβ
Δ,bf(t)

(10)

其中,n-1≤α,β<n,γ∈ [0,1].
  

特别地,本文中均令n=1,则有0≤α,β<1.
  

注3 当γ=1时,由式(9)和式(10)可得

 RLDα,β
Δ,γf(t)=RL

aDα
Δ,tf(t),CDα,β

Δ,γf(t)=C
aDα

Δ,tf(t)

(11)

29
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即时间尺度联合R-L导数和时间尺度联合Caputo
导数分别退化为时间尺度左 R-L和时间尺度左

Caputo导数.当γ=0时,由式(9)和式(10)可得

 RLDα,β
Δ,γf(t)=-RLt Dβ

Δ,bf(t),
CDα,β

Δ,γf(t)=-CtDβ
Δ,bf(t) (12)

即时间尺度联合R-L导数和时间尺度联合Caputo
导数分别退化为时间尺度右 R-L和右Caputo导

数.当α=β,γ=1/2时,由式(9)和式(10)可得

 RLDα,β
Δ,1/2f(t)=

1
2
RL
a Dα

Δ,tf(t)-
1
2
RL
t Dβ

Δ,bf(t)

 =RLa Dα
Δ,bf(t) (13)

 CDα,β
Δ,1/2f(t)=

1
2
C
aDα

Δ,tf(t)-
1
2
C
tDβ

Δ,bf(t)

 =CaDα
Δ,bf(t) (14)

即时间尺度联合R-L导数和时间尺度联合Caputo
导数分别退化为时间尺度Riesz-R-L和Riesz-Ca-

puto导数.当 =ℝ时,式(9)和式(10)分别退化为

传统的联合R-L导数和联合Caputo导数

 RLDα,β
γf(t)=γRL

aDα
tf(t)+(-1)n(1-γ)RLt Dβ

bf(t)

(15)

 CDα,β
γf(t)=γCaDα

tf(t)+(-1)n(1-γ)CtDβ
bf(t)

(16)

式(15)和式(16)可见文献[25].
  

时间尺度分数阶导数的分部积分公式为[42]

∫
b

a
g(t)CaDα

Δ,tf(t)Δt=∫
b

a
fσ(t)·RLt Dα

Δ,bg(t)Δt+

 [f(t)·tI1-αΔ,bg(t)]b
a (17)

和

∫
b

a
g(t)CtDα

Δ,bf(t)Δt=∫
b

a
fσ(t)·RLa Dα

Δ,tg(t)Δt-

 [f(t)·aI1-αΔ,tg(t)]b
a (18)

2 时间尺度联合Caputo分数阶运动微分方程

2.1 Lagrange系统运动微分方程
  

时间尺度分数阶 Lagrange函数为 L(t,qσ
k,

CDα,β
Δ,γqk),则Hamilton作用量可表示为

SL[q(·)]=∫
b

a
L(t,qσ

k,CDα,β
Δ,γqk)Δt (19)

其中qσ
k(t)=(qk⚪σ)(t),t∈[a,b],0<α,β<1,

γ∈ [0,1].
  

时间尺度联合Caputo分数阶变分原理为

δSL =0,δC
aDα

Δ,tqk =CaDα
Δ,tδqk,

δC
tDα

Δ,bqk =CtDα
Δ,bδqk,(δqk)σ =δqσ

k,

δqk(t)t=a =δqk(t)t=b =0 (20)

其中δ表示等时变分.
  

把式(19)代入式(20)可得

δSL =∫
b

a
(∂jL·δqσ

j +∂n+jL·δCDα,β
Δ,γqj)Δt=0

(21)

其中∂jL 表示对Lagrange函数L 的第j个元素求

偏导数,∂n+jL表示对Lagrange函数L的第n+j个

元素求偏导数,j=1,2,…,n.
  

利用分部积分公式(17)和公式(18)可得

∫
b

a
∂n+jL·δCDα,β

Δ,γqjΔt

 =∫
b

a
∂n+jL·δ[γCaDα

Δ,tqj+(-1)n(1-γ)CtDβ
Δ,bqj]Δt

 =-∫
b

a
δqσ

j[(1-γ)aDβ
Δ,t∂n+jL-γtDα

Δ,b∂n+jL]Δt

 =-∫
b

a
(δqσ

j·RLDβ,α
Δ,1-γ∂n+jL)Δt (22)

将式(22)代入式(21)且利用式(20)中的边界条件

可得

 0=δSL =∫
b

a
(∂jL·δqσ

j -δqσ
j·RLDβ,α

Δ,1-γ∂n+jL)Δt

=∫
b

a
{[∫

t

a
(∂jL-RLDβ,α

Δ,1-γ∂n+jL)Δθ·δqj]
Δ

-

 (δqj)Δ·∫
t

a
(∂jL-RLDβ,α

Δ,1-γ∂n+jL)Δθ}Δt

=-∫
b

a
[∫

t

a
(∂jL-RLDβ,α

Δ,1-γ∂n+jL)Δθ·(δqj)Δ]Δt

(23)

从而

∫
t

a
(∂jL-RLDβ,α

Δ,1-γ∂n+jL)Δθ=const. (24)

式(24)两边同时对t求Δ导数,可得

∂jL-RLDβ,α
Δ,1-γ∂n+jL=0 (25)

式(25)称 为 时 间 尺 度 联 合 Caputo分 数 阶 La-

grange方程.
注4 当 =ℝ 时,式(25)退化为

∂jL(t,qk,CDα,β
γ qk)-

 RLDβ,α
1-γ∂n+jL(t,qk,CDα,β

γ qk)=0 (26)

式(26)为联合Caputo分数阶Lagrange方程,与文

献[43]所得结果一致.
  

注5 当α→1,β→1时,式(25)退化为

∂jL(t,qσ
k,qΔ

k)-[∂n+jL(t,qσ
k,qΔ

k)]Δ=0 (27)

式(27)为时间尺度上的 Lagrange方程,与文献

[13]所得结果一致.
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注6 当γ=1时,式(25)退化为

∂jL(t,qσ
k,CaDα

Δ,tqk)+

 RL
t Dα

Δ,b∂n+jL(t,qσ
k,CaDα

Δ,tqk)=0 (28)

式(28)为时间尺度左Caputo分数阶Lagrange方

程,其与文献[38]中所得结果一致.当γ=0时,式
(25)退化为

∂jL(t,qσ
k,CtDα

Δ,bqk)+

 RL
a Dα

Δ,t∂n+jL(t,qσ
k,CtDα

Δ,bqk)=0 (29)

式(29)称为时间尺度右Caputo分数阶Lagrange
方程.当α=β,γ=1/2时,式(25)退化为

∂jL(t,qσ
k,RCa Dα

Δ,bqk)-

 R
aDα

Δ,b∂n+jL(t,qσ
k,RCa Dα

Δ,bqk)=0 (30)

式(30)称为时间尺度 Riesz-Caputo分数阶 La-

grange方程.

2.2 Hamilton系统运动微分方程
  

时间尺度Caputo分数阶Lagrange函数为L(t,

qσ
k,CDα,β

Δ,γqk),则广义动量和Hamilton函数为

pk =
∂L

∂CDα,β
Δ,γqk

,

H =H(t,qσ
k,pk)

 =pj·CDα,β
Δ,γqj -L(t,qσ

k,CDα,β
Δ,γqk) (31)

  

Hamilton作用量可表示为

SH =∫
b

a
(pj·CDα,β

Δ,γqj -H)Δt (32)

时间尺度联合Caputo分数阶变分原理为

δSH =0,δC
aDα

Δ,tqk =CaDα
Δ,tδqk ,

δC
tDα

Δ,bqk =CtDα
Δ,bδqk ,(δqk)σ =δqσ

k ,

δqk(t)t=a =δqk(t)t=b =0 (33)

又

∫
b

a
pj·δCDα,β

Δ,γqjΔt=∫
b

a
pj·CDα,β

Δ,γδqjΔt

 =∫
b

a
pj·[γC

aDα
Δ,tδqj -(1-γ)CtDβ

Δ,bδqj]Δt

 =γ[∫
b

a
δqσ

j·RLt Dα
Δ,bpjΔt+(δqj·tI1-αΔ,bpj)t=b

t=a]-

(1-γ)[∫
b

a
δqσ

j·RLaDβ
Δ,tpjΔt-(δqj·aI1-βΔ,tpj)t=b

t=a]

 =-∫
b

a
(δqσ

j·RLDβ,α
Δ,1-γpj)Δt (34)

故

0=δSH =∫
b

a
(δpj·CDα,β

Δ,γqj +pj·δCDα,β
Δ,γqj -

  ∂jH·δqσ
j -∂n+jH·δpj)Δt

  =∫
b

a
(δpj·CDα,β

Δ,γqj -δqσ
j
RLDβ,α

Δ,1-γpj -

  ∂jH·δqσ
j -∂n+jH·δpj)Δt

  =∫
b

a
[δpj·(CDα,β

Δ,γqj -∂n+jH)-

 δqσ
j(RLDβ,α

Δ,1-γpj +∂jH)]Δt (35)

将式(31)中的Hamilton函数两边对pj 求导,可得

∂n+jH =CDα,β
Δ,γqj (36)

将式(36)代入式(35)可得

 0=δSH =-∫
b

a
δqσ

j(RLDβ,α
Δ,1-γpj +∂jH)Δt

=-∫
b

a
{[∫

t

a
(RLDβ,α

Δ,1-γpj +∂jH)Δθ·δqj]Δ-

 (δqj)Δ∫
t

a
(RLDβ,α

Δ,1-γpj +∂jH)Δθ}Δt

=∫
b

a
[(δqj)Δ·∫

t

a
(RLDβ,α

Δ,1-γpj +∂jH)Δθ]Δt

(37)

从而

∫
t

a
(RLDβ,α

Δ,1-γpj +∂jH)Δθ=const. (38)

即
RLDβ,α

Δ,1-γpj +∂jH =0 (39)

将式(36)与式(39)放在一起可得

∂jH =-RLDβ,α
Δ,1-γpj

∂n+jH =CDα,β
Δ,γqj  (40)

式(40)称为时间尺度联合Caputo分数阶 Hamil-
ton方程.

  

注7 当 =ℝ 时,H =H(t,qk,pk)时,式(40)退

化为

∂jH =-RLDβ,α
1-γpj,∂n+jH =CDα,β

γ qj (41)

式(41)为联合Caputo分数阶Hamilton方程,其与

文献[43]中所得结果一致.
 

注8 当α→1,β→1时,H =H(t,qσ
k,pk),此时

式(40)退化为

∂jH =-pΔ
j ,∂n+jH =qΔ

j (42)

式(42)为时间尺度上的 Hamilton方程,其与文献

[18]中所得结果一致.
  

注9 当γ=1时,方程(40)退化为

∂jH(t,qσ
k,pk)=RLt Dα

Δ,bpj ,

∂n+jH(t,qσ
k,pk)=CaDα

Δ,tqj (43)

式(43)为时间尺度左Caputo分数阶 Hamilton方

程,其与文献[39]所得结果一致.当γ=0时,式
(40)退化为

49
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∂jH(t,qσ
k,pk)=-RLa Dα

Δ,tpj ,

∂n+jH(t,qσ
k,pk)=-CtDα

Δ,bqj (44)

式(44)称为时间尺度右Caputo分数阶 Hamilton
方程.当α=β,γ=1/2时,方程(40)退化为

∂jH(t,qσ
k,pk)=-R

aDα
Δ,bpj ,

∂n+jH(t,qσ
k,pk)=RC

a Dα
Δ,bqj (45)

式(45)称为时间尺度Riesz-Caputo分数阶 Hamil-
ton方程.

3 时间尺度联合Caputo分数阶Noether定理

3.1 Lagrange系统Noether定理

定义3 对于一个物理量I,如果满足ΔI/Δt=0,

则称I为一个守恒量.
  

引入无限小变换

t
-
=TLε =t+εξL0+o(ε),

q-j =Qj
Lε =qj +εξLj +o(ε),j=1,2,…,n

(46)

其中ξL0、ξLj 是无限小生成元,ε是无限小参数.设

映射t|→ν(t):TLε(t,qk)∈ ℝ 为递增的,映射的

像构成一个新的时间尺度',其前跳算子为σ-,对

应导数为Δ-,且满足σ⚪ν=ν⚪σ.
  

Hamilton作用量的不变性可表示为,对于任

意的 [ta,tb]⊂ [a,b],恒有

∫
tb

ta
L[t,qσ

k(t),CDα,β
Δ,γqk(t)]Δt

 =∫
t-b

t-a
L
-[t

-,q-σ-
k(t

-),CDα,β
Δ-,γq

-
k(t

-)]Δ-t
- (47)

成立.即

∫
tb

ta
L[t,qσ

k(t),CDα,β
Δ,γqk(t)]Δt

 =∫
tb

ta
L TLε,(Qk

Lε)σ,
CDα,β

Δ,γQk
Lε

(TΔ
Lε)α





 




 ·TΔ

LεΔt (48)

其中

CDα,β
Δ-,γq

-
k(t

-)=
CDα,β

Δ,γ(q-k⚪v)(t)
[vΔ(t)]α

(49)

式(48)等价于

L[t,qσ
k(t),CDα,β

Δ,γqk(t)]

 =L TLε,(Qk
Lε)σ,

CDα,β
Δ,γQk

Lε

(TΔ
Lε)α





 




 ·TΔ

Lε (50)

即

0=∂0L·ξL0+∂kL·ξσ
Lk +∂k+nL·

 
CDα,β

Δ,γξLk -αCDα,β
Δ,γqk·ξΔ

L0

(TΔ
Lε)2α ε=0

+LξΔ
L0

=∂0L·ξL0+∂kL·ξσ
Lk +∂k+nL·(CDα,β

Δ,γξLk -
 αCDα,β

Δ,γqk·ξΔ
L0)+LξΔ

L0 (51)
从而Noether恒等式为

∂0L·ξL0+∂kL·ξσ
Lk +∂k+nL·(CDα,β

Δ,γξLk -
 αCDα,β

Δ,γqk·ξΔ
L0)+LξΔ

L0=0 (52)
定理1 对于时间尺度联合 Caputo分数阶 La-

grange系统[式(25)],如果ξL0和ξLj 满足Noether
恒等式[式(52)],则该系统存在如下守恒量

IL =∫
t

a
[∂0L+(α·∂n+kL·CDα,β

Δ,γqk+∂0L·μ(τ)-

 L)Δ]·ξσ
L0Δτ+[L-α·∂n+kL·CDα,β

Δ,γqk-∂0L·

 μ(t)]·ξL0+∫
t

a
(RLDβ,α

Δ,1-γ∂n+kL·ξσ
Lk +

 ∂n+kL·CDα,β
Δ,γξLk)Δτ (53)

证明 利用式(25)和式(52)可得

Δ
ΔtIL =∂0L·ξσ

L0+[α·∂n+kL·CDα,β
Δ,γqk +∂0L·

 μ(t)-L]Δ·ξσ
L0+[L-α·∂n+kL·CDα,β

Δ,γqk -
 ∂0L·μ(t)]·ξΔL0+[L-α·∂n+kL·CDα,β

Δ,γqk -
 ∂0L·μ(t)]Δ·ξσ

L0+RLDβ,α
Δ,1-γ∂n+kL·ξσ

Lk+∂n+kL·

 CDα,β
Δ,γξLk = -∂kL·ξσ

Lk+RLDβ,α
Δ,1-γ∂n+kL·ξσ

Lk=0
证毕.
  

注10 当 =ℝ 时,式(52)退化为

∂0L·ξL0+∂kL·ξLk +∂k+nL·(CDα,β
γξLk -

 αCDα,β
γ qk·ξ

·

L0)+Lξ
·

L0=0 (54)
式(53)退化为

IL =∫
t

a
∂0L+

d
dt
(α·∂n+kL·CDα,β

γ qk -L)


 


 ·

 ξL0dτ+(L-α·∂n+kL·CDα,β
γ qk)·ξL0+

 ∫
t

a
(RLDβ,α

1-γ∂n+kL·ξLk +∂n+kL·CDα,β
γξLk)dτ

(55)
定理2 对于联合Caputo分数阶Lagrange系统

[式(26)],如果ξL0 和ξLj 满足式(54),则该系统存

在如式(55)的守恒量.
证明 利用式(26)和式(54)可得

d
dtIL =∂0L·ξL0+

d
dt
(α·∂n+kL·CDα,β

γqk-L)·

 ξL0+(L-α·∂n+kL·CDα,β
γ qk)ξ

·

L0+
d
dt
(L-

 α·∂n+kL·CDα,β
γqk)·ξL0+RLDβ,α

1-γ∂n+kL·ξLk +
 ∂n+kL·CDα,β

γξLk =(-∂kL+RLDβ,α
1-γ∂n+kL)·

59
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 ξLk =0
证毕.
  

注11 当α→1,β→1时,式(52)退化为

∂0L·ξL0+∂kL·ξσ
Lk +∂k+nL·

 (ξΔ
Lk -qΔ

k·ξΔ
L0)+LξΔ

L0=0 (56)
式(53)退化为

IL =∫
t

a
{∂0L+[∂n+kL·qΔk +∂0L·μ(τ)-L]Δ}·

 ξσ
L0Δτ+[L-∂n+kL·qΔ

k -∂0L·μ(t)]·

 ξL0+∂n+kL·ξLk (57)

定理3 对于时间尺度上的 Lagrange系统[式
(27)],如果ξL0 和ξLj 满足式(56),则该系统存在

如式(57)的守恒量.
证明 利用式(27)和式(56)可得ΔIL/Δt=0.
证毕.此定理与文献[44]所得结果一致.
  

注12 当γ=1时,可得时间尺度左Caputo分数

阶Lagrange系统[式(28)],其Noether恒等式为

∂0L·ξL0+∂kL·ξσ
Lk +∂k+nL·(CaDα

Δ,tξLk -
 αC

aDα
Δ,tqk·ξΔ

L0)+LξΔ
L0=0 (58)

对应Noether守恒量为

IL =∫
t

a
{∂0L+[α·∂n+kL·CaDα

Δ,tqk+∂0L·μ(τ)-

 L]Δ}·ξσ
L0Δτ+[L-α·∂n+kL·CaDα

Δ,tqk -∂0L·

 μ(t)]·ξL0+∫
t

a
(-RL

t Dα
Δ,b∂n+kL·ξσ

Lk +

 ∂n+kL·CaDα
Δ,tξLk)Δτ (59)

此结果与文献[38]所得结果一致.
  

注13 当γ=0时,可得时间尺度右Caputo分数

阶Lagrange系统[式(29)],其Noether恒等式为

∂0L·ξL0+∂kL·ξσ
Lk +∂k+nL·(-C

tDα
Δ,bξLk +

 αC
tDα

Δ,bqk·ξΔ
L0)+LξΔ

L0=0 (60)

对应Noether守恒量为

IL =∫
t

a
{∂0L+[-α·∂n+kL·CtDα

Δ,bqk +∂0L·

 μ(τ)-L]Δ}·ξσ
L0Δτ+[L+α·∂n+kL·

 C
tDα

Δ,bqk -∂0L·μ(t)]·ξL0+∫
t

a
(RLa Dα

Δ,t∂n+kL·

 ξσ
Lk -∂n+kL·CtDα

Δ,bξLk)Δτ (61)
  

注14 当α=β,γ=1/2时,可得时间尺度Riesz-
Caputo分数阶Lagrange系统[式(30)],其 Noether
恒等式为

∂0L·ξL0+∂kL·ξσ
Lk +∂k+nL·(CaDα

Δ,bξLk -
 αC

aDα
Δ,bqk·ξΔ

L0)+LξΔ
L0=0 (62)

对应Noether守恒量为

IL =∫
t

a
{∂0L+[α·∂n+kL·CaDα

Δ,bqk +∂0L·

 μ(τ)-L]Δ}·ξσ
L0Δτ+[L-α·∂n+kL·

 C
aDα

Δ,bqk -∂0L·μ(t)]·ξL0+∫
t

a
(RLa Dα

Δ,b∂n+kL·

 ξσ
Lk +∂n+kL·CaDα

Δ,bξLk)Δτ (63)

3.2 Hamilton系统Noether定理
  

取无限小变换为

t
-
=THε =t+εξH0+o(ε),

q-j =Qj
Hε =qj +εξHj +o(ε),

p-j =Pj
Hε =pj +εηHj +o(ε) (64)

其中ξH0,ξHj,ηHj,j=1,2,…,n是无限小生成元,ε
是无限小参数.设映射tν(t):THε(t,qk,pk)∈ ℝ
为递增的,映射的像构成一个新的时间尺度',其
前跳算子为σ-,对应导数为Δ-,且满足σ⚪ν=ν⚪σ.

  

Hamilton作用量的不变性可表示为对于任意

的 [ta,tb]⊂ [a,b],恒有

 ∫
tb

ta

{pj(t)·CDα,β
Δ,γqj(t)-H[t,qσ

k(t),pk(t)]}Δt

=∫
t-b

t-a

{p-j(t
-)·CDα,β

Δ-,γq
-
j(t

-)-H
-[t

-,q-σ-
k(t

-),p-k(t
-)]}Δ-t

-

(65)

成立.利用式(49)可得

 ∫
tb

ta

{pj(t) ·CD α,β
Δ,γqj(t) - H[t,qσ

k(t),

pk(t)]}Δt

=∫
tb

ta
Pj

Hε·
CDα,β

Δ,γQj
Hε

(TΔ
Hε)α

-H[THε,(Qk
Hε)σ,Pk

Hε]  TΔ
HεΔt

(66)

由 [ta,tb]的任意性可得

 pj(t)·CDα,β
Δ,γqj(t)-H[t,qσ

k(t),pk(t)]

= Pj
Hε·

CDα,β
Δ,γQj

Hε

(TΔ
Hε)α

-H[THε,(Qk
Hε)σ,Pk

Hε]  TΔ
Hε

(67)

即

pj·CDα,β
Δ,γξHj -(α-1)pj·ξΔ

H0
CDα,β

Δ,γqj -

 HξΔ
H0-∂0H·ξH0-∂kH·ξσ

Hk =0 (68)

式(68)称为时间尺度联合Caputo分数阶Noether
恒等式.
定理4 对于时间尺度联合Caputo分数阶Hamil-
ton系统[式(40)],若无限小生成元满足式(68),

则该系统存在如下形式的守恒量

69
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IH =∫
t

a
{[H+(α-1)pk·∂n+kH-∂0H·μ(τ)]Δ-

∂0H}·ξσ
H0Δτ-[H+(α-1)pk·∂n+kH-

∂0H·μ(t)]·ξH0+∫
t

a
(pk·CDα,β

Δ,γξHk +

ξσ
Hk·RLDβ,α

Δ,1-γpk)Δτ (69)
证明 利用式(40)和式(68)可得

 
ΔIH

Δt = [H+(α-1)pk·∂n+kH-∂0H·μ(τ)]Δξσ
H0-

∂0H·ξσ
H0-[H +(α-1)pk·∂n+kH -∂0H·

μ(t)]Δ·ξσ
H0-[H+(α-1)pk·∂n+kH-∂0H·

μ(t)]·ξΔH0+pk·CDα,β
Δ,γξHk +ξσ

Hk·RLDβ,α
Δ,1-γpk

 =∂kH·ξσ
Hk +ξσ

Hk·RLDβ,α
Δ,1-γpk

 

 =ξσ
Hk(∂kH +RLDβ,α

Δ,1-γpk)=0
证毕.
  

注15 当 =ℝ 时,式(68)退化为

pj·CDα,β
γξHj -(α-1)pj·ξ

·

H0
CDα,β

γ qj -

 Hξ
·

H0-∂0H·ξH0-∂kH·ξHk =0 (70)

式(69)退化为

 IH =∫
t

a
{d
dt
[H +(α-1)pk·∂n+kH -∂0H·

μ(τ)]-∂0H}·ξH0dτ-[H +(α-1)pk·

∂n+kH -∂0H·μ(t)]·ξH0+∫
t

a
(pk·

CDα,β
γξHk +ξHk·RLDβ,α

1-γpk)dτ (71)

定理5 对于联合Caputo分数阶 Hamilton系统

[式(41)],若无限小生成元满足式(70),则该系统

存在形如式(71)的守恒量.
  

注16 当α→1,β→1时,对 于 时 间 尺 度 上 的

Hamilton系统[式(42)],其Noether恒等式为

pj·ξΔ
Hj -HξΔ

H0-∂0HξH0-∂kH·ξσ
Hk =0
(72)

对应Noether守恒量为

IH =∫
t

a
[H-∂0H·μ(τ)]Δ-∂0H  ·ξσ

H0Δτ-

 [H -∂0H·μ(t)]·ξH0+pk·ξHk (73)
此结论与文献[45]所得结果一致.
  

注17 当γ=1时,对于时间尺度左Caputo分数

阶Hamilton系统[式(43)],其Noether恒等式为

pj·CaDα
Δ,tξHj -(α-1)pj·ξΔ

H0
C
aDα

Δ,tqj -
 HξΔ

H0-∂0H·ξH0-∂kH·ξσ
Hk =0 (74)

对应Noether守恒量为

 IH =∫
t

a
{[H +(α-1)pk·∂n+kH -∂0H·

μ(τ)]Δ-∂0H}·ξσ
H0Δτ-[H +(α-1)pk·

∂n+kH-∂0H·μ(t)]·ξH0+∫
t

a
(pk·CaDα

Δ,tξHk -

ξσ
Hk·RLt Dα

Δ,bpk)Δτ (75)

此结果与文献[39]所得结果一致.
  

注18 当γ=0时,对于时间尺度右Caputo分数

阶Hamilton系统[式(44)],其Noether恒等式为

-pj·CtDα
Δ,bξHj +(α-1)pj·ξΔ

H0
C
tDα

Δ,bqj -

 HξΔ
H0-∂0H·ξH0-∂kH·ξσ

Hk =0 (76)

对应Noether守恒量为

IH =∫
t

a
{[H +(α-1)pk·∂n+kH -∂0H·

μ(τ)]Δ-∂0H}·ξσ
H0Δτ-[H +(α-1)pk·

∂n+kH-∂0H·μ(t)]·ξH0-∫
t

a
(pk·CtDα

Δ,bξHk -

ξσ
Hk·RLa Dα

Δ,tpk)Δτ (77)
  

注19 当α=β,γ=1/2时,对于时间尺度Riesz-
Caputo分 数 阶 Hamilton 系 统 [式 (45)],其

Noether恒等式为

pj·CaDα
Δ,bξHj -(α-1)pj·ξΔ

H0
C
aDα

Δ,bqj -

 HξΔ
H0-∂0H·ξH0-∂kH·ξσ

Hk =0 (78)

对应Noether守恒量为

 IH =∫
t

a
{[H +(α-1)pk·∂n+kH -∂0H·

μ(τ)]Δ-∂0H}·ξσ
H0Δτ-[H +(α-1)pk·

∂n+kH-∂0H·μ(t)]·ξH0+∫
t

a
(pk·CaDα

Δ,bξHk +

ξσ
Hk·RLa Dα

Δ,bpk)Δτ (79)

4 算例
  

例1 研究分数阶Kepler问题.时间尺度联合

Caputo分数阶Lagrange函数为

L(qσ
1,qσ

2,CDα,β
Δ,γq1,CDα,β

Δ,γq2)=
1
2
[(CDα,β

Δ,γq1)2+

 (CDα,β
Δ,γq2)2]+[(qσ

1)2+(qσ
2)2]

-
1
2 (80)

考虑该系统的Noether对称性问题.
  

根据式(25)可得运动微分方程为

qσ
1[(qσ

1)2+(qσ
2)2]

-
3
2 +RLDβ,α

Δ,1-γ
CDα,β

Δ,γq1=0,

qσ
2[(qσ

1)2+(qσ
2)2]

-
3
2 +RLDβ,α

Δ,1-γ
CDα,β

Δ,γq2=0
(81)

根据式(52)可得Noether恒等式

-
1
2
[(qσ

1)2+(qσ
2)2]

-
3
2·2qσ

1·ξσ
L1-
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1
2
[(qσ

1)2+(qσ
2)2]

-
3
2·2qσ

2·ξσ
L2+CDα,β

Δ,γq1·

(CDα,β
Δ,γξL1-αCDα,β

Δ,γq1·ξΔ
L0)+CDα,β

Δ,γq2·

(CDα,β
Δ,γξL2-αCDα,β

Δ,γq2·ξΔL0)+{
1
2
[(CDα,β

Δ,γq1)2+

(CDα,β
Δ,γq2)2]+[(qσ

1)2+(qσ
2)2]

-
1
2}ξΔ

L0=0
(82)

由式(82)可得解

ξL0=0,ξL1=-q2,ξL2=q1 (83)

其对应守恒量为

IL =∫
t

a
(-qσ

2·RLDβ,α
Δ,1-γ

CDα,β
Δ,γq1+qσ

1·

 RLDβ,α
Δ,1-γ

CDα,β
Δ,γq2)Δτ=const. (84)

  

当γ=1时

IL =∫
t

a
(qσ
2·RLτ Dα

Δ,b
C
aDα

Δ,τq1-

 qσ
1·RLτ Dα

Δ,b
C
aDα

Δ,τq2)Δτ=const. (85)

此结果与文献[38]所得结果一致.
  

当α→1,β→1时

IL =∫
t

a
(-qσ

2·qΔΔ
1 +qσ

1·qΔΔ
2 )Δτ

 =-q2qΔ
1+q1qΔ

2=const. (86)

此结果与文献[15]所得结果一致.
  

例2 研 究 单 自 由 度 线 性 分 数 阶 振 动 系 统 的

Noether对称性,其中Lagrange函数为

L=
1
2e

ζt[(CDα,β
Δ,γq)2-(qσ)2] (87)

时间尺度取 = a+mh,m ∈ ℕ  .
  

由式(87)可得广义动量和Hamilton函数为

p=eζt·CDα,β
Δ,γq,H =p2

2eζt
+
1
2e

ζt(qσ)2 (88)

根据式(40)可得运动微分方程为

RLDβ,α
Δ,1-γp=-eζt·qσ ,CDα,β

Δ,γq=
2p
2eζt

=p
eζt

(89)

根据式(68)可得Noether恒等式

p·CDα,β
Δ,γξH -(α-1)p·ξΔ

H0·CDα,β
Δ,γq-

 p2

2eζt
+
1
2e

ζt(qσ)2



 






ξΔ
H0-

1
2e

ζt(qσ)2ζ+




 
1
2p

2·-ζ
eζt




 ·ξH0-eζtqσ·ξσ

H =0 (90)

由式(90)可得解

ξH0=1,ξH =-ζ
2q

(91)

其对应守恒量为

IH =
1
2∫

t

a

ζp2

eζτ
-ζ(qσ)2eζτ




 



 dτ-

 ζq
2
[γtI1-αΔ,bp+(1-γ)aI1-βΔ,tp] (92)

  

当γ=1时

IH =
1
2∫

t

a

ζp2

eζτ
-ζ(qσ)2eζτ



 




 dτ-ζq

2t
I1-αΔ,bp

 =const. (93)

此结果与文献[39]所得结果一致.

5 结论
  

文中讨论了时间尺度联合Caputo分数阶La-

grange系 统 和 时 间 尺 度 联 合 Caputo 分 数 阶

Hamilton系统的Noether定理,并给出若干特例.
有些特例的结果与原有结果一致,有些特例的结论

是新的.广义分数阶导数是更为广泛的导数,目前

时间尺度广义分数阶导数微积分尚未研究,后续也

可考虑时间尺度广义分数阶Noether定理.
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