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摘要 利用几何方法研究了一种具有附加库仑相互作用的三维摆动Atwood机系统的混沌行为.通过描述

测地线分布的Jacobi-Levi-Civita(JLC)方程研究与位形空间流形曲率特性相关的动力学稳定性.计算了At-

wood机系统在给定的Jacobi度量下的数量曲率.同时比较了Poincaré截面提供的定性信息与几何研究结

果,二者完全一致.数值计算的结果表明,在具有附加库仑相互作用的摆动Atwood机系统中,其混沌区域中

的点沿位形空间流形测地线的曲率为正值波动.
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Abstract The
 

chaotic
 

behavior
 

of
 

a
 

three-dimensional
 

swinging
 

Atwood􀆶s
 

machine
 

system
 

with
 

addi-
tional

 

Coulomb
 

interactions
 

is
 

studied
 

using
 

geometric
 

methods.
 

The
 

stability
 

of
 

dynamics,
 

related
 

to
 

curvature
 

properties
 

of
 

the
 

configuration
 

space
 

manifold,
 

is
 

investigated
 

through
 

the
 

Jacobi-Levi-Civita
 

(JLC)
 

equation
 

for
 

geodesic
 

spread.The
 

scalar
 

curvature
 

of
 

the
 

Atwood􀆶s
 

machine
 

system
 

under
 

the
 

given
 

Jacobi
 

metric
 

is
 

calculated.
 

Meanwhile,
 

the
 

qualitative
 

information
 

provided
 

by
 

the
 

Poincaré
 

sec-
tions

 

are
 

compared
 

with
 

the
 

results
 

of
 

the
 

geometric
 

investigation,
 

and
 

they
 

are
 

completely
 

consistent.
The

 

results
 

of
 

numerical
 

calculations
 

indicate
 

that
 

in
 

the
 

swinging
 

Atwood􀆶s
 

machine
 

system
 

with
 

addi-
tional

 

Coulomb
 

interactions,
 

the
 

curvature
 

along
 

geodesics
 

on
 

the
 

configuration
 

space
 

manifold
 

fluctuates
 

with
 

positive
 

values
 

in
 

chaotic
 

regions.
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引言
  

混沌现象的发现与研究为理解复杂系统的行

为提供了新的视角.大多数有关混沌的研究需要通

过数值计算进行,Poincaré截面和Lyapunov指数

是混沌数值分析中两种重要的方法.在混沌研究领

域,大量的研究聚焦于二自由度Hamilton系统.由
于Hamilton系统能量守恒的特性,其Poincaré截

面在二自由度的情况下是一个直观的二维平面.当
系统的运动轨迹呈周期性时,其Poincaré截面是有
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限个离散的点;而轨迹为准周期时,Poincaré截面

将会是一条封闭曲线;对于混沌系统,其Poincaré
截面将是随机分布的且布满被规则区域划分出来

的区域[1].而 Lyapunov指数作为混沌的定量表

述,它是混沌运动对初值敏感性的主要特征量,是
系统稳定性的定量描述.但Lyapunov指数是渐近

量,它与相空间局部性质的关系并不明显;此外,

Lyapunov指数虽然能够精确地测量混沌,但其并

未给出关于混沌行为起源的任何信息[2].
除上述的经典方法外,还有一种混沌研究的几

何方法.其与数值计算相结合,已成功地应用于具

有不同自由度的模型当中[3-7],包括具有非对角度

量张量的低维动力学系统[8].该方法的基本思想是

把Hamilton系统的轨迹看作是Riemann流形上

的测地线,从而将轨迹的不稳定性与流形的几何性

质联系起来.
  

动力学稳定性的几何方法在揭示混沌的同时

能够解释混沌的起源.由Jacobi-Levi-Civita(JLC)

方程给出的Jacobi场的演化包含了计算Lyapunov
指数所需的所有信息,并且通过位形流形的曲率性

质能够解释动力学混沌的起源.当然,此方法也具

有局限性.例如,目前只证明了在曲率处处为负的

紧致流形中,某些特定的曲率性质会导致测地流出

现混沌.在这种情况下,流形的每个点都是双曲的,

某种意义上这是可积情况的相反极限.在紧致负曲

率流形的测地流中,负曲率迫使附近的测地线以指

数方式分离,而紧致性确保了这种分离不会简化为

系统的普通增长,并迫使测地线折叠.拉伸和折叠

的共同作用是混沌的基本组成[2].
  

摆动Atwood机(SAM)是一种经典的物理装

置,它由两个质量分别为m 和M 的物块通过不可

伸长、无质量的绳子悬挂在两个半径为零的无摩擦

滑轮上组成,物块m 可绕其滑轮自由摆动而不会

与物块M 碰撞.这种装置不仅用于研究力学原理,

还因其展示的混沌和规律而成为研究非线性动力

学和可积性的重要模型.该模型是个二自由度系

统,由Tufillaro等进行了深入的研究[9,10].他们通

过Poincaré截面进行数值分析,结果表明,对于大

多数质量比值 M/m>1的SAM 系统是不可积的

并表现出高度混沌现象.然而,当质量比 M/m=
4n2-1时,其中n∈ℤ,系统则表现得不那么混乱,

运动看起来很规律.
  

近期,Szumiński和 Maciejewski[11]研究了一

种具有附加库仑相互作用的三维摆动 Atwood机

的动力学特性.本文以该模型为例,利用Riemann
几何方法来研究动力系统中的混沌现象,并尝试通

过流形的曲率来解释模型中混沌产生的原因.

1 Hamilton动力学与Riemann几何
  

Hamilton原理表明,Lagrange系统的自然运

动对应于泛函(Hamilton作用量)的极值.而Rie-
mann流形的测地线对应于弧长泛函的极值[2].一
旦通过选择适当度量的方式,建立起长度和作用量

之间的联系,就可能将测地线与物理轨迹对应起

来,即Hamilton流的轨迹可以看作是具有Jacobi
度量的Riemann流形的测地线.通过测地线和牛

顿运动的变分公式,建立动力学和Riemann几何

之间的关系.
  

对于由Lagrange函数描述的动力系统

L(q,q
·)=

1
2aij(q)q

·iq
·j -V(q) (1)

经过Legendre变换,得到Hamilton函数[12]

H(q,p)=􀰐
i
piq

·i-L(q,q
·) (2)

其中p=(p1,…,pN)、q=(q1,…,qN)、aij 为动能

矩阵(1≤i,j≤N),pi 为动量,V 为势能,N 为系

统自由度这里使用了Einstein求和约定.
Riemann流形的测地线对应于弧长函数的极值

l=∫
B

A
ds (3)

  

根据Hamilton原理,力学系统的轨迹由作用

量的极值给出,即

δS=δ∫
t1

t0
L(qi,q

·i)dt=0 (4)

其可表示成 Maupertuis形式

δ∫γ
2Wdt=0 (5)

其中γ为连接点q0=q(t0)和q1=q(t1)的等能路

径,W =E-V,E 为系统的总能量[13].
  

选择一个能够将等式(5)重写为等式(3)形式

的度量,使系统的轨迹满足Riemann流形上测地

线的条件.在标准Hamilton系统的位形流形中,定
义Jacobi度量gJ 为

gij(q)=2[E-V(q)]aij (6)

使得

ds=2Wdt (7)
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该Jacobi度量在E>V 的位形空间区域内定义,用
(M,gJ)来表示这样的流形.具有N 个自由度的系

统的位形空间M 是一个N 维可微流形,Lagrange坐

标(q1,…,qN)可以作为M 的局部坐标.
  

在局部坐标下,Riemann流形上的测地线方程

由下式给出

d2qi

ds2
+Γi

jk
dqj

ds
dqk

ds =0 (8)
  

其中Γi
jk 是与gij 相关的Levi-Civita联络的Christ-

offel系数
    

Γi
jk =

1
2g

il(∂jgkl +∂kgjl -∂lgjk) (9)

2 混沌不稳定性的几何描述
  

测地流的稳定性可以通过描述测地线分布的

Jacobi-Levi-Civita(JLC)方程研究.它描述了一个

向量场J 的演化,通过它可以测量相邻测地线之

间的分离程度.在局部坐标中,JLC方程有形式

ᙫ2Jk

ds2
+Rk

ijl
dqi

dsJjdq
l

ds =0 (10)

其中,Riemann曲率张量的分量

Ri
jkl =

∂Γi
jl

∂xk -
∂Γi

kl

∂xj +Γr
jlΓi

kr -Γr
klΓi

jr (11)
  

利用二阶协变导数和曲率张量的表达式,可以

得到方程一个更显式的形式[13].协变导数的局部

坐标表达式为

(ᙫJ/ds)k =dJk/ds+Γk
ij(dqi/ds)Jj (12)

JLC方程在局部坐标中可进一步表示为

d2Jk

ds2
+2Γk

ij
dqi

ds
dJj

ds +
∂Γk

ri

∂qj  dq
r

ds
dqi

dsJj =0

(13)
这是独立于位形流形度量的一般有效形式.

  

在二维流形的情况下,Riemann曲率张量唯一

的非零分量为R2121,JLC方程可进一步化简为
 

d2Ψ
ds2

+
R(s)
2 Ψ=0,

d2Φ
ds2

=0 (14)

R=
2R2121

detg
(15)

其中Ψ和Φ是J相对于γ
·
的垂直分量和平行分量,

R(s)是流形在点P=γ(s)处的数量曲率.测地线

分布的平行分量不加速,只有垂直分量 Ψ能传达

关于附近测地线行为的信息.R(s)通常不是周期

性的,若其处处或几乎处处为负,或者 R(s)产生

参数共振,可导致方程(14)的解呈现出指数增长,

即测地流不稳定[8].然而,在具有物理意义的测地

流的情况下,数量曲率很少为负[5].
  

为解方程(14),将其转换成一个关于时间t的

微分方程

Ψ
··

-
W
·

WΨ
·
+2RW2Ψ=0 (16)

通过代换Ψ=Y W 方程变为

Y
··
+Ω(t)Y=0,

Ω(t)=
1
2

W
··

W -
3
4

W
·

W  
2

+2RW2
 

(17)
  

Ω(t)一般不是周期性的,虽然它是时间t的函

数,但它并不显式依赖,而取决于该系统的一个特

定的运动轨迹.

3 具有库仑相互作用的摆动Atwood机
  

图1为Szumiński和 Maciejewski[11]研究的重

力势和库仑势作用下的三维摆动Atwood机模型,

同样由两个质量分别为m 和M 的物块组成.物块

m 在空间中摆动,而物块M 起着配重的作用,它只

沿垂直方向移动.此外,在左滑轮的中心,存在静电

点电荷Q1,物块m 带有电荷量Q2,物块 M 电中

性.根据约束条件引入球面坐标x=rsinθcosφ,

y=rsinφ,z=-rcosθ.

图1 重力势和库仑势下的三维摆动Atwood机

Fig.1 Swinging
 

Atwood􀆶s
 

machine
 

moving
 

in
 

the
 

gravitational
 

and
 

Coulomb
 

potentials

系统的Lagrange函数为

L=
m+M
2  r·2+m

2r
2(θ
·2+sin2θφ

·2)-V(r,θ),

V(r,θ)=gr(M -mcosθ)-
λ
r

(18)

λ是Q1 与Q2 和成正比的常系数,经过Legendre
变换
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pr =
∂L
∂r·

=(m+M)r·, pθ =
∂L
∂θ
· =mr2θ

·

(19)

得到Hamilton函数

H=
1
2

p2r
m+M +

p2θ
mr2  + Π2

2mr2sin2θ
+V(r,θ)

(20)

其中

pφ =
∂L
∂φ
· =mr2sin2θφ

·
=Π=const. (21)

该系统有两个自由度,有效势能为

VE(r,θ,Π)=
Π2

2mr2sin2θ
+V(r,θ) (22)

当Π=0时,物块m 在平面内摆动,当Π≠0时,物
块m 在三维空间中摆动.

  

根据公式(6),定义具有库仑相互作用的摆动

Atwood机的Jacobi度量

gJ =2(E-VE
 )

m+M 0

0 mr2  
 

(23)

利用公式(9)计算联络的Christoffel系数Γi
jk

  Γ111=
-mr(gMr2+λ)+gm2r3cos(θ)+Π2csc(θ)2

r[2mr(E-gMr2+λ)+2gm2r3cos(θ)-Π2csc(θ)2]
,

Γ112=Γ121=
-Π2cot(θ)csc(θ)2+gm2r3sin(θ)

2mr(-Er+gMr2-λ)-2gm2r3cos(θ)+Π2csc(θ)2
,

Γ122=-
m2r2[2Er-3gMr2+λ+3gmr2cos(θ)]

(m+M)[2mr(Er-gMr2+λ)+2gm2r3cos(θ)-Π2csc(θ)2]
,

Γ211=-
(m+M)

Π2cot(θ)csc(θ)2

mr2
-gmrsin(θ)􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

2mr(
 

Er-gMr2+λ)+2gm2r3cos(θ)-Π2csc(θ)2
,

Γ212=Γ221=
m[2Er-3gMr2+λ+3gmr2cos(θ)]

2mr(Er-gMr2+λ)+2gm2r3cos(θ)-Π2csc(θ)2
,

Γ222=
-Π2cot(θ)csc(θ)2+gm2r3sin(θ)

2mr(-Er+gMr2-λ)-2gm2r3cos(θ)+Π2csc(θ)2
.

进一步算出数量曲率

R=(16m3r3{E(gMr2-λ)+gr[gm(m+M)r2+4Mλ]}-16gm3r4[-EMr+gM(m+M)r2+
 (3m-M)λ]cos(θ)+18gm2MΠ2r3cot(θ)3csc(θ)+8mΠ2r[E(m-3M)r+3gM(-2m+M)r2-
 (2m+3M)λ]csc(θ)2+8m(m+M)Π2r(Er-gMr2+λ)cot(θ)2csc(θ)2+3gm2Π2r3[16m+
 M +9Mcos(2θ)]Cot(θ)csc(θ)3+40m(m+M)Π2r(Er-gMr2+λ)csc(θ)4-8[m+
 M)Π4csc(θ)6]/{4(m+M)[2mr(Er-gMr2+λ)+2gm2r3cos(θ)-Π2csc(θ)2]3} (24)

4 数值模拟
   

图2、图3为SAM系统在不同参数条件下的Poincaré截面,其直观地反映了系统运动的规则与混沌.
图2(a)、(b)表明系统规则运动,而图2(c)和图3表明系统出现混沌.
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图2 系统(20)在不同能量下的Poincaré截面,取 M=2,
 

m=1,
 

g=1,
 

λ=0.5,Π=0,截面为r=1,Pr>0,不同颜色对应不同的初始条件

Fig.2 Poincaré
 

sections
 

of
 

system
 

(20)
 

at
 

different
 

energy
 

values,
 

with
 

M=2,
 

m=1,
 

g=1,
 

λ=0.5,Π=0.
 

The
 

cross-section
 

plane
 

was
 

specified
 

as
 

r=1,
 

Pr>0,and
 

each
 

colour
 

corresponds
 

to
 

distinct
 

initial
 

condition

图3 系统(20)在Π=0.25,
 

E=3时的Poincaré截面,
其他条件与图2中相同

Fig.3 Poincaré
 

sections
 

of
 

system
 

(20)
 

at
 

Π=0.25,
 

E=3,
 

other
 

conditions
 

are
 

the
 

same
 

as
 

in
 

Fig.2
  

通过选择不同的代表点作为方程(17)的初始

条件进行动力学模拟,绘制出Y 随时间的演化图

像,对Poincaré截面提供的定性信息和方程(17)的
解进行比较.

对微分方程(17)进行数值求解.设定Y 的初

值为10-9,演化图像中对时间t以及Y 的绝对值

取对数.图4中初值点(a)、(b)对应规则点,(c)、
(d)对应混沌点.根据Pettini等人的研究[5],当选

取点位于规则区域时,Y 沿测地线的演化应是有界

图4 方程(17)解的演化图像,(a)、(b)、(c)、(d)对应的初始条件分别为:
(Π,E,θ,Pθ)=

 

(0,1.6,0.3,0.25)、(0,2,0.2,-0.2)、
(0,2.2,0.2,0)、(0.25,3,0.8,0.2)

Fig.4 The
 

evolution
 

diagram
 

of
 

the
 

solution
 

to
 

equation
 

(17),
 

where
 

the
 

initial
 

conditions
  

(Π,E,θ,Pθ)
 

for
 

(a),
 

(b),
 

(c),
 

and
 

(d)
 

are
 

(0,1.6,0.3,0.25),
 

(0,2,0.2,-0.2),
 

(0,2.2,0.2,0)
 

and
 

(0.25,3,0.8,0.2)

或线性增长的,这与图4(a)、(b)的结果一致,但在

该系统中暂未找到有界的情况.相应的,选取点位

07



第3期 薛雷等:摆动Atwood机混沌行为的几何分析

于混沌区域时,Y 为呈指数增长的无界演化[图4
(c)、(d)],这意味着初值相近的两条相邻的测地线

彼此远离,它们之间的距离呈指数增长.
同时,系统的数量曲率总是为正值波动.图5对

R+1取对数,展示了图4(c)、(d)中混沌点的数量曲

率变化.这种无规则的波动引起了JLC方程中的参

数共振,导致了方程(14)的解呈现出指数增长.即在

系统(20)定义的测地流中,正曲率波动所诱导的相

邻测地线的参数不稳定性会导致系统呈现出混沌现

象.目前已知某些系统的规则点的曲率能够呈现出

周期变化,如 Hénon-Heiles系统,但并非所有系统

规则点的曲率都是周期变化的,正曲率波动到什么

程度系统将出现混沌需要进一步研究.
 

图5 图4(c)、(d)中混沌点的曲率对数变化图
Fig.5 Logarithmic

 

variation
 

of
 

curvature
 

of
 

chaotic
 

points
 

in
 

Fig.4(c)
 

and
 

(d)

5 结论
  

本文利用Riemann几何方法来研究非线性动

力系统中的混沌,并将其应用于一种具有附加库仑

相互作用的三维摆动Atwood机.文中研究展示了

基于Riemann几何的动力学混沌现象的几何描述

是有效的,其提供了与Poincaré截面相同的定性信

息.此外,数值计算的结果表明,在具有附加库仑相

互作用的SAM 系统中,混沌点沿其位形空间流形

测地线的曲率为正值波动.
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