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摘要 自然界中涉及的问题大多数都是非线性的,而对非线性系统现有的近似解析理论无法准确解释其复

杂现象的本质,因此非线性系统的精确解具有非常重要的研究意义.本文概述了利用变换理论求解非线性

常微分方程解析解的研究进展.首先,综述了任意参数的非线性常微分方程的变换过程及其解析解.其次,

评述了参数满足可积条件的非线性常微分方程的变换过程及其对应的解析解.最后,给出了开展非线性系

统精确解析解研究的若干建议.
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Abstract Most
 

of
 

the
 

problems
 

involved
 

in
 

nature
 

are
 

nonlinear,
 

and
 

the
 

existing
 

approximate
 

analytic
 

theory
 

of
 

nonlinear
 

system
 

can
 

not
 

accurately
 

explain
 

the
 

nature
 

of
 

its
 

complex
 

phenomena,
 

so
 

the
 

exact
 

solution
 

of
 

nonlinear
 

system
 

has
 

very
 

important
 

significance.
 

In
 

this
 

paper,
 

the
 

research
 

progress
 

of
 

ana-
lytical

 

solutions
 

of
 

nonlinear
 

ordinary
 

differential
 

equations
 

by
 

using
 

transformation
 

theory
 

is
 

summa-
rized.

 

Firstly,
 

the
 

transformation
 

process
 

of
 

nonlinear
 

ordinary
 

differential
 

equations
 

with
 

arbitrary
 

pa-
rameters

 

and
 

their
 

analytical
 

solutions
 

are
 

reviewed.
 

Secondly,
 

the
 

transformation
 

process
 

of
 

nonlinear
 

ordinary
 

differential
 

equations
 

with
 

integrable
 

parameters
 

and
 

their
 

corresponding
 

analytic
 

solutions
 

are
 

reviewed.
 

Finally,
 

some
 

suggestions
 

for
 

the
 

study
 

of
 

exact
 

analytical
 

solutions
 

for
 

nonlinear
 

systems
 

are
 

given.
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引言
  

在实际工程结构中,我们遇到的现象及问题多

数都是非线性的,求解非线性微分方程的解析解一

直是分析力学[1-4]、数学[5]和非线性动力学[6,7]的重

要研究课题.尤其是分析力学学科带头人梅凤翔先

生的专著《高等分析力学》[1]的出版,详细介绍了约

束力学系统运动微分方程的积分方法,诸如降阶

法、Hamilton-Jacobi方法、Noether对称性、积分不

变量和场方法等,推动了分析力学积分方法的快速

发展.另外,梅凤翔先生把Lagrange力学逆问题的

提法、解法和方程封闭的方法,发展到各类动力学

系统的不同积分理论,创立了动力学逆问题的理论

体系[8].
但大多数非线性微分方程的精确解难以直接

获得,因此研究人员通过不懈的努力寻找许多方法

求得非线性常微分方程的近似解析解.其中近似求

解方法主要包括Adomian分解法[9,10]、摄动法[11]、

变分 迭 代 法[12-14]、同 伦 分 析 法[15-18]、能 量 平 衡

法[19-21]、Hamilton方法[22,23]等.尽管近似解可以解

决一些系统无法精确求解问题,但近似解不能准确

解释其复杂现象的本质,更无法判断数值算法及数

值解的有效性.因此,精确解析解的研究很有必要.
  

目前求非线性系统精确解析解的方法主要有

李对称性变换[24-27]、构造法[28-31]和 Prelle-Singer
(PS)算法[32].其中动力学系统的可积性被广泛地

报道,冯兆生等[33]利用李对称约化找到两个非平

凡的无穷小生成元,并用它们构造了正则变量.再
通过逆变换,得到了给定参数条件下原系统的第一

积分.Man[34]介绍了确定二维常微分方程自治系

统初等第一积分的PS法,并讨论了如何将求解初

等第一积分推广到更高的维度.Man和 Maccal-

lum[35]提出了一种计算PS算法所需的达布多项式

的方法,避免了常数场的代数扩展.最初的PS算

法主要适用于一阶非线性常微分方程,随后Duarte
等[36]将PS算法推广至二阶非线性常微分方程.

Chandrasekar等[37]讨论了利用推广的PS方法求

解二阶非线性微分方程一般解的过程.Duarte和

Mota[38]给出一种基于达布变换和PS方法的半演

算法,求解了一类有理二阶常微分方程的初等第一

积分.Pradeep等[39]利用修正的PS方法,得到了一

类非线性系统在不同参数条件下的5个第一积分.

Gordoa等[40]应用PS方法研究了耦合的二阶和三

阶微 分 方 程 的 第 一 积 分.Maheswari等[41]通 过

Painleve分析发现改进的 Hénon-Heiles系统对于

三个不同的参数限制具有Painleve性质,且对于每

一种确定的情况,使用PS方法构造了两个独立的

第一积分.
  

在分析力学研究领域,梅凤翔先生把一系列分

析力学的积分方法用于抽象微分方程的求解,创立

了微分方程的力学化方法[4].其中利用变换理论,
将一般的运动微分方程 Hamilton正则化,再利用

Hamilton系统特殊的几何性质,求解系统的第一

积分和解析解,得到了许多重要的成果.另外,变换

理论也被应用于不同的约束力学系统[42-44].
  

近年来,变换理论继续被发展用于求解非线性

微分方程的解析解.Udwadia和Cho[45]通过引入

时间的对数变换,推导了Duffing-van
 

der
 

Pol振子

可积性的参数条件,将难以求解的非线性非保守微

分方程转化为可积的非线性保守系统,进而解出方

程的精确解析解.刘畅等[46]基于以上时间对数变

换,给出了一类更一般的n 阶非线性Duffing-van
 

der
 

Pol系统的可积性条件及其精确解,并数值验

证了精确解的有效性.尽管非线性常微分方程的解

析解取得了一些进展,但由于非线性系统的复杂

性,还有大量的非线性系统精确解没有被发现,相
关研究依然面临较大挑战.因此,本文综述了变换

理论求解非线性常微分方程精确解的进展,对未来

的发展提出一些展望,为工程领域的应用提供理论

支撑.

1 任意参数的非线性常微分方程

1.1 Bernoulli方程
  

Bernoulli方程[47]是一类典型的非线性常微分

方程,其表达式为

yx +P(x)y=Q(x)yn (1)
当n=0,1时,方程为一阶线性微分方程.当

n≠0,1时,方程两边同时除以yn,再做变换z=
y1-n,可得

dz
dx+(1-n)P(x)z=(1-n)Q(x) (2)

分离变量,再利用常数变易法,可得通解

y= (1-n)∫Q(x)e(1-n)∫
P(x)dx

dx+c  
1
1-n
e

-∫P(x)dx

(3)

94
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1.2 欧拉方程
  

欧拉方程[47]在研究热的传导、圆膜的振动、电
磁波的传播等问题时经常涉及.欧拉方程是一类n
阶变系数常微分方程,即

xny(n)+p1xn-1y(n-1)+…+pn-1xy'+
 pny=f(x) (4)

其中p1,p2,…,pn 均为常数.做非线性变换x=et

变换则

dy
dx=

dy
dt
1
x

d2y
dx2=

1
x2
d2y
dt2

-
dy
dt  












(5)

用微分算子D 表示变量的求导运算D=
d
dx
,用y(k)

表示d
ky
dxk

,我们可以得到

xy'=Dy,x2y″=D(D-1)y
xky(k)=D(D-1)…(D-k+1)y (6)

代入到欧拉方程的每一项可得到以t为变量的常

系数微分方程,进而可以求出常系数微分方程的通

解,再根据变换就得到欧拉方程的通解.

1.3 贝塞尔半阶方程
  

贝塞尔方程是一类变系数常微分方程,Nay-
feh[48]通过非线性变换得到贝塞尔半阶方程的通

解.其方程为

t2x··+tx·+(t2-
1
4
)x=0 (7)

其中x· 和x··是关于时间t的一阶和二阶导数.引入

坐标变换x(t)=t-1/2y(t),则通解为

x=t-n(c1cost+c2sint) (8)

1.4 Hopf分岔的一类非线性系统
  

Nayfeh[48]给出了具有 Hopf分岔的一类非线

性系统

x· =y+(ax+by)(x2+y2)

y
·
=-x+(ay-bx)(x2+y2) (9)

其中,a和b为常数.这个系统的精确解析解很难直

接解出.引入非线性变换x=rcosβ和y=-rsinβ,
可以得到

r·=ar3, β
·
=1+br2 (10)

进而易得方程的精确解析解.

1.5 非线性幅值相位方程[48]
  

主参数共振情况下参数激励线性振子的振幅

和相位方程为

a·=-μa-
1
2asin2β

aβ
·
=-

1
2σa-

1
2acos2β












(11)

其中a 是谐和运动幅值,β 是谐和运动的相位,μ
和σ是常数.该系统是非线性的,其精确解析解很

难直接解出.引入非线性变换x=acosβ 和y=
asinβ,可以将系统转换成以下线性形式

x· =-μx+
1
2
(σ-1)y

y
·
=-μy-

1
2
(σ+1)x












(12)

进而易得方程精确解析解.

1.6 指数非线性的系统
  

Hermann和Saravi[49]给出了一类含指数的非

线性系统,其表达式为

xeyy'-ey =
2
x2
,y(1)=0 (13)

引入指数变换z=ey,可得z'=eyy',代入式(13)得

z'-
z
x =

2
x2

(14)

可得它的特解是

z=2x-
1
x

(15)

将(15)用z'=eyy'进行变换,我们得到

y=ln2x-
1
x  (16)

此为方程的精确解析解.

1.7 三角函数非线性系统
  

Hermann和Saravi[49]给出了一类含三角函数

的非线性系统,其表达式为

2y'=(x-y)cot(x)-[(x-y)cot(x)]-1+2
(17)

令z=x-y,代入到上式,得到

z'+
1
2cot

(x)z=
1
2cot

(x)z-1 (18)

这是一个伯努利方程,易得其解.
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1.8 高次方非线性方程
  

Hermann和Saravi[49]给出了一类含四次非线

性的方程,即

x4y″+(xy'-y)3=0 (19)

先将方程改写为

y″+
1
x  

4

(xy'-y)3=0 (20)

令u≡xy'-y 和v≡1/x,代入式(21)得

du
dv=-vu3 (21)

显然上式可积,再利用逆变换,得原方程的解为

y=x c2+ln
x

c1+ 1+c21x2  



 




 (22)

2 参数满足可积条件的非线性微分方程

2.1 杜芬振子
  

Duffing振子是一种典型的非线性系统,Velan
和Lakshmanan[50]利用非线性变换,发现了系统可

积的条件,得到了精确解.其运动方程为

x··+c1x
·
+c2x+x3=0 (23)

其中,c1、c2 是常数,x是关于时间t的函数,x· 和x··

是关于时间t的微分.为得到方程的可积性条件,

引入(24)式的变换

z=- 2e
-c1t

3 ,x=-
wc1z
3

(24)

从而原方程(23)可化为

-
c12z3

27wzz +
2c21
27-

c1c2
3  wz - -

wc1z
3  

3

=0

(25)

为得到系统的精确解,参数需满足可积性条件

2c21
27=

c1c2
3

(26)

从而可得原系统(23)满足可积条件(26)的解析解为

x(t)= 2c1
3  γexp-c1t

3  cn(γv;k) (27)

其中,v= 2exp
-c1t
3  -z0.

2.2 亥姆霍兹振子
  

亥姆霍兹振子是一种谐振系统,在无摩擦力和

外力的情况下,解析解存在且完全可积.在有摩擦

力时,Almendral和Sanjuán[51]利用指数变换推导

了系统的可积条件.带摩擦力的亥姆霍兹振子的运

动方程为

x··+δx·+αx-βx2=0 (28)

其中,δ、α和β是参数,x、x· 和x··是关于时间t的函

数,分别代表位移、速度和加速度.为得到可积性

条件,引入变换

w=-
25β
12δ2

e
2δt
5x, z=- 2e

-δt
5 (29)

则x· 和x··与新变量之间的关系为

x· =xz
-δz
5  

x··=
δ2z2

25xzz +
δ2z
25xz












(30)

将变换式(29)和式(30)代入式(28),再化简易得

-6δ4z4wzz +wz2(36δ4-150δ2α)-
 36w2δ4z4=0 (31)

为得到系统的精确解析解,参数需满足如下的

可积性条件

α=
6δ2

25
(32)

则方程(31)是可积的系统

wzz +6w2=0 (33)

该方程的解为魏尔斯特斯拉函数.再利用逆变

换可以得到原系统满足可积性条件的精确解.

2.3 Liénard型非线性方程
  

Chandrasekar等[52]研究了Liénard型非线性

振子的可积性.其运动方程为

x··+kxx·+
k2

9x
3+λ1x=0 (34)

引入变换

U=xe
(k3)∫x(t')dt' (35)

原式变为

U
··

+λ1U=0 (36)

进而求得解为

x=
U

1-
k
3λ1

P
(37)

详细的推导见文献[52].

2.4 Riccati方程
  

Riccati方程[25]是一种非线性微分方程,直接

15
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无法求得其解.其表达式为

y'+y2-
2
x2=0 (38)

取r=r(x)做非线性变换r=lnx 和s=xy 可得

ds
dr=

d(xy)
d(lnx )=x2dy

dx+xy (39)

代回等式(38)可得可积的一阶方程为

ds
dr=-(s-2)(s+1) (40)

根据s与y 的关系,可解得

y=
2x3+C

x(x3-C)
(41)

2.5 广义亥姆霍兹振子
  

基于亥姆霍兹振子[51]的变换推导,可以给出

广义亥姆霍兹振子的可积性的条件.广义亥姆霍兹

振子的表达式为

x··+δx·+αx-βxn =0 (42)

其中,δ、α、β为常数.设w 和z为一对规范变量,引

入时空变换

w=-
c
Aqδ

-peqdδtx

z=Ae-dδt







 (43)

其中,c、A、p、q、d 均为常数.根据变量关系,原方

程可变换为

d2δ2z2xzz -d(1-d)δ2zxz +αx-βxn =0
(44)

将方程(44)通过变换从x(z)变为w(z),并令

变换(43)中的常数满足一定的关系,使得其中的

w(z)对z的二阶导项与w(z)项的系数为常数,从
而可得到方程(42)的可积条件为

2n+2
(n+3)2

δ2=α (45)

将变换后的w(z)方程代入可积条件可得

wzz -
n+3
n-1  

2βwn

cn-1 =0 (46)

令m=-
n+3
n-1  

2 β
cn-1

,等式(46)变为式(47)

wzz +mwn =0 (47)

则c= - n+3
n-1  

2β
m





 






1
n-1
,由于在方程从x(z)变

为w(z)时常数满足了一定关系,p、q、c、d 都可以

用n 来表示,则w、z变为

w=
- -

n-1
n+3  

2β
m




 




1
n-1

A
2

n-1
δ

-
2

n-1e
2

n+3δtx

z=Ae
-
n-1
n+3δt













(48)

c的取值根据n 取不同值的变化而变化,从而

得到广义亥姆霍兹振子的可积条件式(48).

2.6 杜芬-范德波尔方程
  

针对 杜 芬-范 德 波 尔 型 方 程,Udwadia和

Cho[45]提出一种对数变换,求解了系统完全可积的

条件.其对应的运动方程为

x··+β(x2-λ)x· +γx+αx3=0 (49)
其中,x(t)是一个广义位移,x· 和x··表示对时间t
的一次导数和二次导数,β、λ、γ、α 都是常数.对时

间t变量进行对数变换

t=vlnτ (50)

其中,v 为非零常数.将上式变换代入方程(49),当
系统的参数满足如下关系

γ=-
m2α2

β2
1+β2λ

3α  (51)

则原方程有第一积分

x· -
3α+β2λ

β
x+β

3x
3  e

3αt
β =I (52)

在初始时间t=0时,等式(52)变成了

x·0-
3α+β2λ

β
x0+β

3x
3
0=I (53)

当I=0时,可以得到一类精确的显式解

x= β2

9α+3β2λ
+Qe

-6α-2β
2λ

β t  
-
1
2

(54)

其中,Q 是一个积分常数.
  

近期,刘畅等[46]给出了广义杜芬-范德波尔

型方程的精确解.系统的动力学方程为

x··+β(xm-1-λ)x· +γx+αxm =0 (55)
其中,m 可以是任何实数,通过式(50)的变换后,得
到参数满足式(56)时

γ=-
m2α2

β2
1+β2λ

mα  (56)

则原方程有第一积分

x· -
mα+β2λ

β
x+β

mxm  e
mαt
β =I (57)

当I=0时,可以得到一类精确的显式解

x= β2

m(mα+β2λ)
+Qe

(1-m)(mα+β
2λ)

β



 






1
1-m

(58)
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其中,Q 是一个积分常数.

3 结论
  

本文综述了通过非线性变换理论求解非线性

常微分方程精确解的变换方案.总结了一些可以通

过非线性变换得到精确解析解和参数满足可积条

件的非线性动力学系统.
  

非线性常微分方程精确解和可积性的研究有

助于弄清系统在非线性作用下的运动规律,对相应

非线性现象的科学解释和工程应用将起到重要作

用.因此,寻找精确解仍然具有重要意义.
  

虽然非线性常微分方程的精确解已经取得了

一定的成果,但由于非线性系统的复杂性,不同形

式的非线性差异很大,还有许多非线性系统的解目

前仍然无法精确求出,仍值得深入探讨,可以在以

下几个方面继续开展研究:
  

(1)非线性系统理论的发展不仅丰富了系统科

学的内容,还与其他学科等交叉融合,为理论研究

带来了新的分析工具.因此,开展学科交叉融合,寻
求新的理论求解方法,是未来一个长期的方向.

  

(2)代数方法已经研究了多年,但是进展缓慢.
近年来微分几何方法快速发展,从几何的角度深入

分析非线性系统的几何结构,成为非线性系统研究

的主流.因此,几何化方法,会开辟一个新视角.
  

(3)现代数学工具的应用,如对称性理论、对称

性约化、大范围分析等,仍是非线性系统精确求解

的一种有效方法.
  

(4)随着计算机技术的发展及符号计算的推

广,开展基于符号计算的程序化自动推演求解,有
助于快速发现和找到非线性系统的精确解.
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