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摘要 超细长弹性杆是描述DNA分子超螺旋构型、生物系统的生长位形等方面的重要模型.由于DNA分

子的超大变形、复杂接触及生长等因素的存在对其建模和计算带来困难.基于Kirchhoff动力学比拟建立的

超细长弹性杆分析力学方法为其建模和分析开辟了新途径.本文综述细长弹性杆的分析力学方法及在生长

弹性杆和稳定性方面的拓展与应用,并展望未来发展.
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Abstract Ultra-slender
 

elastic
 

rods
 

are
 

important
 

models
 

for
 

describing
 

the
 

supercoiled
 

configuration
 

of
 

DNA
 

molecules,
 

the
 

growth
 

configuration
 

of
 

biological
 

systems,
 

etc.
 

Due
 

to
 

the
 

existence
 

of
 

factors
 

such
 

as
 

the
 

super-large
 

deformation,
 

complex
 

contact
 

and
 

growth
 

of
 

DNA
 

molecules,
 

it
 

brings
 

difficul-
ties

 

to
 

their
 

modeling
 

and
 

calculation.
 

The
 

analytical
 

mechanics
 

method
 

of
 

ultra-slender
 

elastic
 

rods
 

es-
tablished

 

based
 

on
 

the
 

Kirchhoff
 

dynamics
 

analogy
 

has
 

opened
 

up
 

a
 

new
 

way
 

for
 

their
 

modeling
 

and
 

analysis.
 

This
 

paper
 

reviews
 

the
 

analytical
 

mechanics
 

methods
 

of
 

slender
 

elastic
 

rods
 

and
 

their
 

extensions
 

and
 

applications
 

in
 

growing
 

elastic
 

rods
 

and
 

stability,
 

and
 

looks
 

forward
 

to
 

future
 

developments.
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引言
  

超细长弹性杆模型具有广阔的应用背景,从自

然界中微观的细菌丝、DNA到宏观的轴突、肌肉纤

维、植物的藤蔓、植物卷须,以及工程中的心脏支架

的导丝、软体机器人手臂、绳系卫星的系绳、海底电

缆、石油钻柱等,虽然尺度不同,但是几何上细长的

相似性使得它们都可用超细长弹性杆模型模拟它

们的几何位形.弹性细杆力学在力学和工程领域的

研究具有悠久的历史[1,2],而其在DNA分子几何

位形描述的成功应用促使形成力学与生物学交叉

研究的新领域[3,4].考虑生长因素,近些年弹性细杆
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被应用于生物生长问题的模型形成生长弹性细杆

力学理论[5].
DNA作为重要的生物分子之一,不仅仅是因为

其携带并传递生物系统基因的功能,
 

还因为其力学

弹性能帮助其完成相应生物功能,因此DNA的弹性

在其生物功能中扮演着重要角色[6].解释DNA弹性

行为的最重要的模型之一即弹性细杆模型[7,8].实验

上已测得DNA的力学参数[9].基于弹性细杆模型模

拟DNA位形的研究取得重要进展[10-15].随着研究的

深入弹性杆力学也面临新的问题:极端细长导致小

应变累积成大位移,形成极其复杂的几何位形;全新

的约束方式,如自接触等对组蛋白缠绕方式的限制

形成单面、非定常、非完整等特征[16-20].鉴于分析力

学建模方法在约束处理及数值计算的优势[21],发展

超细长弹性杆分析力学理论[22,23]将为弹性细杆的研

究提供一个新的途径.
  

由于极端细长及复杂约束导致建立的超细长

弹性杆的运动微分方程具有强非线性,而对称性与

守恒量理论在微分方程约化、降价甚至求精确解等

方面具有固有优势[24,25],开展超细长弹性杆分析

力学的对称性与守恒量理论的研究为超细长弹性

杆力学注入新方法[26],特别对于含有双自变量的

超细长弹性杆动力学的守恒量的研究也为经典分

析力学带来新的问题[27].
  

超细长弹性杆的稳定性分析对于理解生物体

的几何结构的形成及控制其力学行为具有重要意

义.对于自由弹性细杆稳定性的研究已有诸多结

果[28-34],而实际生物系统或者工程系统中往往存在

约束,例如圆柱面对心脏支架手术中导丝的限制或

对油井钻杆的限制,组蛋白八聚体对DNA缠绕方

式的限制等[13,19,35],发展约束超细长弹性杆分析力

学的稳定性分析的研究从而为解释或者指导生物

体的几何形态或者工程应用提供参考.
  

生物生长是自然界复杂而又普遍存在的现象,

也是生物学家一直关注的基本科学问题之一.随着

科技的发展,人们可以定量讨论力学因素与生长过

程中生物体几何结构变化的关系,从而出现生长弹

性理论[36].细杆状结构在生物世界中具有普遍的

进化优势,例如细菌丝、DNA、植物藤蔓、神经轴突

甚至海洋贝壳的尖刺等,而这来自简单的物理原理

与外部约束的结合[37].约束对生物体几何位形的

形成起到重要作用,例如肠膜约束在鸡肠生长过程

中形态形成的作用等[38].考虑生长、运动和变形耦

合为超细长弹性杆的建模和计算带来挑战,有必要

将经典超细长弹性杆分析力学理论拓展到考虑生

长的情形,建立生长超细长弹性杆的分析力学,从
而为生长问题的建模和分析提供新的思路.

  

本文将综述超细长弹性杆分析力学、对称性与

守恒量、生长弹性细杆分析力学及稳定性的研究的

若干进展并就未来待研究的问题进行展望.

1 超细长弹性杆模型
  

Kirchhoff动力学比拟为弹性杆的离散提供了

依据.几何上弹性杆可看作中心线r(s)装备着两

个附加的互相正交的单位矢量场[e1(s),e2(s)],

其中s为沿中心线的弧长.[e1(s),e2(s),e3(s)]构
成截面主轴坐标系,满足e3(s)=e1(s)×e2(s)沿

中心线的切向,主轴坐标系的沿弧坐标的运动满足

dei

ds =ω ×ei, i=1,2,3 (1)

其中ω 为截面的弯扭度矢量[4].根据Kirchhoff动

力学比拟,为了描述杆截面的运动与弹性杆的变形

关系,要求满足以下假定:
  

(1)平面截面假定.此时杆截面沿e1 或e2 轴

的平移代表杆的剪切变形,而绕此两轴的转动表示

杆的弯曲变形,杆截面沿e3 轴的平移代表杆的拉

或压变形,而绕此轴的转动表示扭转变形.
    

(2)
 

超细长特性下满足:
 

①不计非圆截面和剪切变形导致的截面翘曲;

②不计非圆截面和原始弯曲导致弯曲时截面

的中性轴不通过截面形心;
 

③直杆公式用于曲杆.
对于Kirchhoff弹性杆模型要求杆截面为刚性

截面并且轴线不可伸长且不记截面的剪切变形,此
时挠曲线方程满足非完整约束条件

e3(s)=
dr(s)
ds

(2)

也称为内约束.弹性杆的变形满足线弹性本构

关系

M =∑
3

i=1Bi(ωi-ω0
i)ei (3)

其中B1、B2 分别为关于e1 和e2 轴的抗弯刚度,

B3 为关于e3 轴的抗扭刚度,ωi、ω0
i 分别为弯扭度

分量和初始弯扭度分量.
   

Cosserat弹性杆模型作为 Kirchoff弹性杆的
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改进[39],在弹性杆弯扭的基础上还考虑了轴向的

拉/压和杆截面的剪切变形,也称为精确模型.此时

杆的挠曲线方程满足非完整约束条件

dr(s)
ds =e3(s)+γ (4)

而满足的本构关系除了弯扭变形(3)还需补充变形

关系

F=∑
3

i=1Kiγiei (5)

其中K1、K2 分别为关于e1 和e2 轴的抗剪刚度和

抗弯刚度,K3 为关于e3 轴的抗拉/压刚度.γ1、γ2

为截面剪应变沿e1、e2 轴的分量,γ3 为沿e3 轴的

拉/压应变.
  

不计体积力和表面力,在主轴坐标系内弹性杆

平衡的Kirchhofff方程为

dF
ds+ω ×F=0

dM
ds +ω ×M +e3×F=0 (6)

为了使上面方程封闭,我们引入本构关系(3).
方程(6)在数学形式上与刚体定点转动的Euler方

程类似,这种相似性称弹性杆平衡的Kirchhoff动

力学比拟[4].对于Cosserat弹性杆的平衡方程则需

把方程(6)中的e3 由关系式(4)替换[40].以上讨论

了超细长弹性杆的平衡问题,对于其动力学需引入

时间变量,超细长弹性杆的动力学模型是以弧坐标

和时间为双自变量的离散系统[4,5].

2 超细长弹性杆分析力学
  

分析力学方法在研究受约束弹性杆的力学问

题时更具有优越性[21].虽然已有直接利用 Hamil-
ton原理或者Euler-Lagrange方程讨论DNA弹性

杆模型的文献[41-43],但是对于分析力学中的一些基

本概念和方法未有论述,特别对于受约束弹性杆未

有严格的分析力学理论,基于文献[22]讨论了超细

长弹性杆的分析力学建模,讨论了杆截面的虚位

移、约束等概念,建立了弹性杆平衡的 D􀆶Ale-
mbert-Lagrange原理、Gauss原理和Jourdain原

理,导出 Hamilton原理,并从变分原理导出 La-

grange方程、Appell方程、Nielsen方程及 Hamil-
ton正则方程,对于受约束弹性杆导出带乘子的

Lagrange方程,并讨论了其首次积分问题,形成超

细长弹性杆的分析力学框架.
    

超细长弹性杆动力学由于含有弧坐标和时间

双自变量,为经典分析力学的研究带来新的问题.
文献[44]以杆截面为研究对象讨论了弹性杆动力

学的自由度、虚位移、变分微分运算交换关系,建立

了受曲面约束的D􀆶Alembert-Lagrange原理,并推

导出Hamilton原理及分析力学的三类方程,构筑

了Kirchhoff弹性杆动力学的分析力学框架-双自

变量分析力学理论,又将结果推广到Cosserat弹性

杆动力学,使得在分析力学框架下弹性杆动力学的

方程具有统一形式[45].文献[46]讨论了Cosserat弹

性杆动力学的Gauss原理建模方法.虽然超细长弹

性杆分析力学已取得重要进展,但是对于复杂约束

问题的建模还有待进一步研究.而将动力学比拟理

论推广到薄壳问题形成双自变量分析静力学和三

自变量分析动力学的研究才刚开始[47].
  

几何力学是近代分析力学的重要发展方向之

一[48],而基于Kirchhoff动力学比拟的弹性杆力学

即建立在运动标架上的局部力学理论,利用微分流

形的概念研究弹性细杆的几何分析力学理论还处

于起始阶段[49],超细长弹性杆的几何力学理论尚

需进一步的探索.
  

对称性与守恒量是现代分析力学的重要内容

之一.对称性与第一积分作为微分方程的两个基本

结构在微分方程的降阶及精确求解中具有重要应

用,对称性与守恒量之间存在联系,可利用对称性

寻求守恒量[50].考虑超细长弹性杆方程的非线性

及复杂约束,将对称性与守恒量理论引入超细长弹

性杆分析力学为其注入新的方法.基于Lie群变换

理论,文献[51]研究了超细长弹性杆的Noether对

称性,文献[52,53]讨论了超细长弹性杆的 Mei对

称性与守恒量及共形不变性问题,探讨了守恒量与

DNA几何位形的关系.Jung
 

等[54]研究了一种特殊

的
 

Cosserat
 

弹性杆静力学的离散方法,并给出了

相关的诺特定理.而对于超细长弹性杆动力学由于

其含有双自变量,其守恒量的形式比较特殊,不同

于以往经典守恒量的形式,研究还比较初步.Cole-

man
 

等[55]为弹性杠杆动力学引入了首次积分和变

分原理.Maddocks
 

等[56]给出了杆动力学的矢量运动

积分,并提到了相应的对称变换,但他们没有对对称

性进行进一步的讨论.文献[27]讨论了弹性杆动力

学普遍定理的守恒,文献[57]研究了Cosserat弹性

杆动力学的Noether对称性与守恒量,得到积分形

式的守恒量,为经典分析力学对称性与守恒量研究

24
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带来新的问题.超细长弹性杆动力学的对称性与守

恒量理论的研究还很不完善,有待进一步的研究.

3 超细长弹性杆的稳定性
  

基于Kirchhoff动力学比拟方法,将动力学方

法和概念注入弹性细杆力学的同时,也为经典力学

的稳定性理论带来新问题.李雅普诺夫稳定性理论

移植到弹性杆静力学,拓展了平衡稳定性的概念,

引起了讨论[58,59].由于弹性细杆静力学是将时间t
替换为弧坐标s,直接将经典力学的稳定性理论移

植到弹性杆力学时需注意其实际情况.以DNA分

子模型为背景文献研究了超细长弹性杆稳定的研

究已有很多工作[28-32,58-60].然而在弹性杆静力学范

畴内讨论其稳定性无法预测其实际的动力学行为,

虽然关于弹性细杆动力学的稳定性研究已有一些

结果[61-63],但是都属于平衡稳定性的分析,对失稳

后的后屈曲行为未做进一步的研究,而通常情况下

以欧拉角表示的方程在摄动分析时会出现边界不

连续的情况[64].文献[65]基于坐标基摄动给出了

细长杆的一类新振幅方程,
 

克服了周期性边界条

件不连续的问题,
 

从而无需借助欧拉角或者La-

grange方程,
 

直接对弹性杆动力学方程进行摄动

展开讨论其动力学不稳定性,
 

此方法下保持了杆

的弧长不变.文献[66]进一步将这一方法推广到黏

性流体中超细长弹性杆模型的动力学不稳定性.并
以平面扭转DNA环为例,得到其失稳判据.对于

超细长弹性杆的后屈曲行为的分析则需要对其进

行非线性分析[64],关于约束超细长弹性杆动力学

的屈曲及后屈曲行为的研究仍然值得进一步探讨.

4 生长超细长弹性杆力学
  

运动、变形和生长的耦合是物体位形存在的一

般形式.生物生长现象在生物系统中以各种不同的

形式发生以满足其不同的需要.生长过程是生物体

通过增加自身质量来增大尺寸的过程.生长会诱发

物体内应力,而应力反之又会影响生长过程,所以

在生长过程中除了质量变化外,物体结构和材料特

性也会随之变化.生长弹性细杆成功地解释了植物

藤蔓的缠绕、黄瓜卷须的形态形成及细菌丝的生

长、轴突的生长和修复等生物生长现象[67-70].关于

生长的力学建模有多种理论,我们主要采取形态弹

性理论[71],通过引入三种位形将生长和弹性变形

分解为生长拉伸和弹性拉伸的乘积.生长伴随物体

体积和质量的变化,以及物理性质的改变,不同于

经典力学的变质量问题,为经典分析力学的研究带

来新的问题.运动、变形和生长的非线性耦合,为其

动力学建模和数值计算带来困难,而超细长弹性杆

的分析力学理论为其带来了建模和分析的新途径.
文献[72]将弹性杆动力学建模的Gauss最小拘束

原理推广到考虑生长因素的情况,为生长超细长弹

性杆建模引入了分析力学方法.文献[73]讨论了生

长诱发的黏性流体中生长弹性杆的屈曲问题.近年

来基于弹性细杆模型讨论不同约束下的生长问

题[74,75]以及多场耦合下的生长的多尺度建模[76]给

生长弹性杆分析力学建模提供新的应用背景的同

时也带来了新的问题.

5 总结
  

超细长弹性杆力学的研究背景非常广泛,本文

仅限于概述超细长弹性杆分析力学相关的成果,综
述了超细长弹性杆的分析力学理论、对称性与守恒

量、稳定性及生长超细长弹性杆力学.虽然超细长

弹性杆分析力学的研究已取得一些进展,但仍面临

诸多挑战,未来可在以下方面开展进一步的研究:
(1)随着研究的深入和应用背景的不断拓展,

开展复杂接触问题的超细长弹性杆动力学的分析

力学建模方法和分析.
(2)生物和工程领域中薄壳模型具有重要的应

用,例如仿生可展开机翼、喉管,有必要进一步将

Kirchhoff动力学比拟理论推广到二维曲面甚至三

维情况.
(3)超细长弹性杆动力学的分析力学理论为双

自变量分析力学,其守恒量形式为积分形式[27],为

经典对称性与守恒量理论研究带来新的问题.
(4)弹性细杆力学的几何理论才刚刚起步,而

几何力学作为现代分析力学的重要方向之一,有必

要将几何力学引入超细长弹性杆力学,开展超细长

弹性杆的几何力学研究.
(5)超细长弹性杆新的应用背景的拓展.考虑

生长、热、电等多场耦合、多尺度下超细长弹性杆分

析力学的建模和分析.超细长弹性杆力学在工程中

应用的 拓 展[77,78]及 神 经 元 轴 突 力 电 行 为 的 分

析[76,79-81]等.
(6)超细长弹性杆分析力学稳定性及新的数值

34
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方法的研究.
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