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摘要 在非等时变分的框架下,
 

由Pfaff-Birkhoff变分原理重新导出了Birkhoff方程和Pfaff
 

1-形式,
 

进一

步研究了Pfaff
 

1-形式在李群作用下的不变性并给出了经典 Noether定理的一种几何表述.
 

仿照连续情

形,
 

利用变步长的求积公式近似Pfaff作用量,
 

依次构建了离散Pfaff-Birkhoff原理、离散Birkhoff方程和离

散Pfaff
 

1-形式.
 

最后考虑由离散Birkhoff方程所描述的离散动力系统:
 

如果系统的离散Pfaff作用量在

李群作用下具有不变性,
 

那么由无穷小生成元和离散Pfaff
 

1-形式通过缩并定义的离散动量映射保持守

恒,
 

即Noether定理对离散Birkhoff系统而言依然成立.
 

关键词 非等时变分, Birkhoff系统, Pfaff
 

1-形式, 动量映射, Noether定理
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Abstract In
 

the
 

framework
 

of
 

non-isochronous
 

variations,
 

the
 

Pfaff-Birkhoff
 

variational
 

principle
 

is
 

first
 

restructured
 

and
 

then
 

the
 

Birkhoffian
 

equations
 

and
 

the
 

Pfaffian
 

1-form
 

are
 

rederived
 

from
 

the
 

reformed
 

principle
 

correspondingly.
 

The
 

classical
 

Noether
 

theorem
 

for
 

Birkhoffian
 

systems
 

is
 

further
 

reformulated
 

in
 

a
 

geometric
 

way,
 

which
 

reveals
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

invariance
 

of
 

the
 

Pfaffian
 

1-form
 

under
 

Lie
 

group
 

actions
 

and
 

associated
 

conservation
 

laws.
 

In
 

parallel
 

with
 

the
 

continuous
 

case,
 

the
 

discrete
 

analogues
 

of
 

the
 

Pfaff-Birkhoff
 

variational
 

principle,
 

the
 

Birkhoffian
 

equations
 

and
 

the
 

Pfaffian
 

1-form
 

are
 

constructed
 

successively
 

from
 

the
 

discretized
 

Pfaffian
 

action
 

sum,
 

which
 

is
 

an
 

approximation
 

of
 

the
 

Pfaffian
 

action
 

integral
 

with
 

adaptive
 

time
 

steps.
 

For
 

discrete
 

Birkhoffian
 

systems,
 

i.e.,
 

systems
 

charac-

terized
 

by
 

the
 

discrete
 

Birkhoffian
 

equations
 

particularly,
 

the
 

invariance
 

of
 

the
 

discrete
 

Pfaffian
 

1-form
 

under
 

Lie
 

group
 

actions
 

also
 

results
 

in
 

a
 

conserved
 

discrete
 

momentum
 

map,
 

defined
 

by
 

the
 

contraction
 

of
 

the
 

corresponding
 

infinitesimal
 

generator
 

and
 

the
 

discrete
 

Pfaffian
 

1-form.

Key
 

words non-isochronous
 

variation, Birkhoffian
 

dynamics, Pfaffian
 

1-form, momentum
 

map, 
Noether

 

theorem



第3期 宋尹洁等:离散Birkhoff系统的Noether定理

引言
  

Birkhoff系统是由Birkhoff方程

∑
2n

i=1

∂Ri

∂aj
-
∂Rj

∂ai  a·i-
∂B
∂aj

-
∂Rj

∂t =0,

j=1,
 

2,
 

…,
 

2n (1)

所描述的一类动力学系统,
 

其中Ri=Ri(t,a)被
称作Birkhoff函数组,B=B(t,a)被称为Birkhoff
函数,位形变量a∈M 是关于时间t∈ℝ的2n 维

的向量值函数.根据Ri 和B 是否显式地依赖于时

间t,Birkhoff系统(方程)又可以进一步划分为自

治、半自治和非自治三种情形.事实上,方程(1)就
对应于非自治Birkhoff方程的一般形式.
Birkhoff方程具有良好的分析、代数和几何性

质,特别地,
 

它为变分原理、李代数结构和辛几何

提供了一个理想的共栖环境.这一共栖特性不仅为

Birkhoff系统动力学的研究奠定了坚实的理论基

石,而且也促使这一研究领域不断拓展并衍生新的

成果.自20世纪90年代初,
 

我国知名学者梅凤翔

先生及其合作者就Birkhoff系统动力学开展了广

泛而深入的研究,
 

在非完整系统的Birkhoff表示、

Birkhoff系统的对称性和守恒量、Birkhoff系统的

全局分析、Birkhoff系统的逆问题、Birkhoff系统

的几何理论和保结构算法、广义Birkhoff系统等多

个领域取得了一系列研究进展[1-3].
 

其中,
 

梅先生

于文献[4]中通过引入变换群的无限小群变换的广

义准对称性建立了Birkhoff系统的Noether理论,

包括Noether定理和逆定理,为后续进一步研究

Birkhoff系统的Noether定理和逆定理的解法[5]、

带约束Birkhoff系统的Noether理论[6,7]以及(时
滞)广义Birkhoff系统分数阶Noether理论[8-10]等

相关联动力学系统的对称性和守恒量[11,12]提供了

具有指导性和一般性的研究方法.
在梅先生已经构建的经典理论基石上,本文将

给出Birkhoff系统的 Noether定理的一种几何表

述.事实上,此前已有学者运用现代微分几何方法

对Birkhoff系统的 Noether理论[13]展开研究,然
而该研究是从切空间的角度借用向量场来描述

Birkhoff系统的对称性,本文则从余切空间的角度

利用微分形式在李群作用下的不变性来刻画系统

的对称性.为了构建连续Birkhoff系统的Noether

定理,
 

本文还将参照连续情形进一步建立离散

Birkhoff系统的Noether定理,显式地给出由李群

作用不变性所确定的离散守恒量.在这所谓的离散

Birkhoff系统是指对连续Birkhoff系统(方程)进
行合理地离散后得到的差分方程,值得一提的是该

差分格式可以自动作为用来模拟连续系统动力学

行为的数值算法.在动力系统理论中,对称性与守

恒律紧密相连,而守恒律意味着系统方程可以实现

约化降维.
 

因此,
 

离散Birkhoff系统的Noether定

理不仅能够为设计性能更加优越的数值差分格式

提供有益指导,而且能够为离散动力系统的约化和

求解奠定前期基础.

1 Birkhoff系统及其Noether定理
  

如引言中所述,
 

Birkhoff方程与变分原理密

切相关,它可以由Pfaff-Birkhoff变分原理推导得

来.
 

该原理指出 Birkhoff方程的解恰好对应于

Pfaff作用泛函

A(t,a,a·)=∫
T

0 ∑
2n

i=1
Ri(t,a)a

·
i-B(t,a)  dt

的驻点.这一事实由

δA=∫
T

0∑
2n

j=1
∑
2n

i=1

∂Ri

∂aj
-
∂Rj

∂ai  a·i-
∂B
∂aj

-
∂Rj

∂t
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 δajdt+

 ∑
2n

i=1
Ri·δai

T

0 =0

不难得到.显然,经典的Pfaff-Birkhoff变分原理只是

考虑了对位形a的变分,并没有考虑对时间t的变

分.事实上,如果将时间变量t也看作独立的动力

学变量,并将t和a 都视为关于参变量t的函数,

那么,在非等时变分的意义下可以重建Pfaff-Birk-
hoff变分原理并进一步推演得到Birkhoff方程.

  

具体来说,不妨假设

t=γ0(τ), ai=γi(τ), τ∈ [0,τf],

其中γ0(τ)在[0,τf]上单调递增,
 

那么

a·i(t)=
dai

dt =
γ'

i(τ)
γ'
0(τ)

,

进而

A[γ(τ)]=∫
τf

0 ∑
2n

i=1
Ri[γ(τ)]γ'

i(τ)-B[γ(τ)]γ'
0(τ)  dτ.

 

(2)

此处及以后,
 

“'”始终代表对参变量τ求导.考虑作

用泛函(2)的变分

δA[γ(τ)]=δ∫
τf

0 ∑
2n

i=1
Ri[γ(τ)]γ'

i(τ)-B[γ(τ)]γ'
0(τ)  dτ=∫

τf

0 ∑
2n

j=1
∑
2n

i=1

∂Ri

∂aj
-
∂Rj

∂ai  ·γ'
i-
∂B
∂aj
·γ'

0-
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁
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∂Rj

∂t
·γ'

0
􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 ·δγjdτ+∫

τf

0 ∑
2n

i=1

∂Ri

∂t
·γ'

i+∑
2n

i=1

∂B
∂ai
·γ'

i
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ·δγ0dτ+∑

2n

i=1
Ri·δγi

τf
0 -B·δγ0

τf
0 , (3)

那么,由δA=0以及固定端点条件

δγ(0)=δγ(τf)=0
可得

∑
2n

i=1

∂Ri

∂aj
-
∂Rj

∂ai  ·γ'
i-
∂B
∂aj
·γ'

0-
∂Rj

∂t
·γ'

0=0,

∑
2n

i=1

∂Ri

∂t
·γ'

i+∑
2n

i=1

∂B
∂ai
·γ'

i=0.

回代变量关系t=γ0(τ)和ai=γi(τ),进一步可得

∑
2n

i=1

∂Ri

∂aj
-
∂Rj

∂ai  a·i-
∂B
∂aj

-
∂Rj

∂t =0, (4)

∑
2n

i=1

∂Ri

∂t +
∂B
∂ai  a·i=0. (5)

显然,方程(4)就是经典的Birkhoff方程,而方

程(5)实际上是一个冗余方程,因为它可以由Birk-
hoff方程经运算得来[14].

  

如果暂时舍弃固定端点条件δγ(0)=δγ(τf)=
0,那么根据(3)式中的边界项可以定义扩展位形空

间ℝ×M 上的Pfaff
 

1-形式

ΘB(t,a)=∑
2n

i=1
Ri(t,a)dai-B(t,a)dt.

进一步,求ΘB 的外微分则可得微分2-形式

ΩB=dΘB=
1
2∑

2n

i=1
∑
2n

j=1

∂Ri

∂aj
-
∂Rj

∂ai  daj∧dai+

 ∑
2n

i=1

∂Ri

∂t +
∂B
∂ai  dt∧dai.

正如引言部分提及的,ΩB 就是Birkhoff系统内蕴

辛几何结构的显式表达,它沿着Birkhoff方程的解

保持不变.
  

为了从几何角度来描述Birkhoff系统的对称

性并建立相应的Noether定理,接下来引入李群作

用及相关概念.考虑李群G 及其李代数g,对于任

意的ξ∈g 和参数ε,通过指数映射exp:g→G 可

以得到李群G 的单参数子群exp(εξ).记李群

exp(εξ)对扩展位形空间ℝ×M 的群作用为

Φℝ×M
exp(εξ)(t,a)=[Φ0(t),Φ1(t,a),Φ2(t,a),

…,Φ2n(t,a)],

则 Φℝ×M
exp(εξ)自然地确定了ℝ×TM 上的切提升作用

  Φℝ×TM
exp(εξ)(t,a,a

·)= Φ0(t),Φ1(t,a),…,Φ2n(t,a),

∂Φ1
∂t +∑

∂Φ1
∂ai

a·i

dΦ0(t)
dt

,…,

∂Φ2n
∂t +∑

∂Φ2n
∂ai

a·i

dΦ0(t)
dt

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

其中TM 代表位形空间M 的切丛.进一步,Φℝ×M
exp(εξ)

的无穷小生成元ξℝ×M:ℝ×M →T(ℝ×M)为

ξℝ×M(t,a)=
d
dε ε=0

Φℝ×M
exp(εξ)(t,a)

 =[ξℝ×M
0 (t),ξℝ×M

1 (t,a),…,ξℝ×M
2n (t,a)].

利用微分1-形式ΘB 和无穷小生成元ξℝ×M,
 

则

可以定义动量映射JB:ℝ×M→g*为

<JB(t,a),ξ>1=<ΘB,ξℝ×M>2 (t,a).
在上式中,<>1 代表李代数g 与其对偶空间g* 之

间的自然对偶积,<>2 代表切向量和余切向量之间

的缩并运算.
定理1(Noether定理): 如果微分1-形式ΘB 在

群作用 Φℝ×TM
exp(εξ)下保持不变,即(Φℝ×TM

exp(εξ))
*ΘB =ΘB

或A=A􀳱Φℝ×TM
exp(εξ),那么动量映射JB 沿着Birkhoff

方程(4)、(5)的解也保持不变.
 

此时,Birkhoff系

统存在守恒量∑
2n

i=1
Ri·ξℝ×M

i -B·ξℝ×M
0 .

证明: 简便起见,记 t
~,a~,da

~

dt
~  = Φℝ×TM

expεξ  t,a,a·  ,

那么,
 

由 Φℝ×M
exp εξ    *ΘB =ΘB 可得At,a,a·  =

A t
~,a~,da

~

dt
~  ,进一步,

 

δA=
d
dε ε=0

A t
~,a~,da

~

dt
~  

=∫
T

0∑
2n

j=1
∑
2n

i=1

∂Ri

∂aj
-
∂Rj

∂ai  a·i-
∂B
∂aj

-
∂Rj

∂t
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ξℝ×M

j dt+

∫
T

0 ∑
2n

i=1

∂Ri

∂t +
∂B
∂ai  a·i􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

ξℝ×M
0 dt+

∑
2n

i=1
Ri·ξℝ×M

i
T

0 -B·ξℝ×M
0

T
0 =0.

显然,
 

如果a(t)是Birkhoff方程(4)、(5)的解,那么

上式中的积分项退化为零.因此,对于任意的T>0,
 

∑
2n

i=1
Ri·ξℝ×M

i -B·ξℝ×M
0  T

0 =0

即系统存在守恒量<ΘB(t,a),ξℝ×M(t,a)>2=∑
2n

i=1
Ri·

ξℝ×M
i -B·ξℝ×M

0 .
注释1: 对于自治Birkhoff系统而言,Ri 和B 均不

43



第3期 宋尹洁等:离散Birkhoff系统的Noether定理

显含时间t.因此,相应的微分1-形式ΘB 在李群变换

Φℝ×TM
exp(εξ)(t,a,a

·)= (t-ε,a,a
·)下保持不变.此时,无穷

小生成元分别为ξℝ×M
0 = -1,

 

ξℝ×M
1 =0,

 

…,
 

ξℝ×M
2n =

0.那么,由Noether定理可知,<ΘB,ξℝ×M>2=B 是自

治Birkhoff系统的守恒量.

2 离散Birkhoff系统及其Noether定理
  

如引言中所述,
 

离散Birkhoff系统是指对连

续Birkhoff系统进行离散后得到的差分方程.
 

根

据“数值算法应尽可能多地保持原问题的本质特

征”这一指导原则,
 

本文采用与连续Birkhoff方程

近乎一致的推导方式来构建离散Birkhoff系统.

首先,
 

将时间区间 [0,T]离散为时间序列0=
t0<…<tN =T 并作近似ak≈a(tk),

 

那么,Pfaff
作用泛函A 便可以离散为

Ad =∑
N-1

k=0
∑
2n

i=1
R

k+
1
2

i (ak+1
i -ak

i)-B
k+
1
2(tk+1-tk)  ,

其 中 R
k+

1
2

i = Ri(t
k+

1
2,a

k+
1
2),B

k+
1
2 = B(t

k+
1
2,

a
k+

1
2),t

k+
1
2 =(tk +tk+1)/2,a

k+
1
2 =(ak+1+ak)/2.

为了兼顾差分格式的误差精度和计算效率,此处采

用了经典的中点求积公式来近似积分泛函.当然,
其他的求积格式也可以用来离散作用泛函.

  

其次,仿照连续情形,对离散Pfaff作用量Ad

作变分

δAd =δ∑
N-1

k=0
∑
2n

i=1
R

k+
1
2

i ak+1
i -ak

i  -B
k+

1
2 tk+1-tk    

 =∑
N-1

k=1
∑
2n

i=1

∂R
k+
1
2

i

∂t
k+
1
2

ak+1
i -ak

i

2 -
∂B

k+
1
2

∂t
k+
1
2

tk+1-tk

2 +B
k+
1
2 +∑

2n

i=1

∂R
k-
1
2

i

∂t
k-
1
2

ak
i -ak-1

i

2 -
∂B

k-
1
2

∂t
k-
1
2

tk -tk-1

2 -B
k-
1
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 δtk +

 ∑
N-1

k=1
∑
2n

j=1
∑
2n

i=1

∂R
k+
1
2

i

∂a
k+
1
2

j

ak+1
i -ak

i

2 -
∂B

k+
1
2

∂a
k+
1
2

j

tk+1-tk

2 -R
k+
1
2

j +∑
2n

i=1

∂R
k-
1
2

i

∂a
k-
1
2

j

ak
i -ak-1

i

2 -
∂B

k-
1
2

∂a
k-
1
2

j

tk -tk-1

2 +R
k-
1
2

j
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 δak

j +

 ∑
2n

i=1

∂R
1
2
i

∂t
1
2

a1
i -a0

i

2 -
∂B

1
2

∂t
1
2

t1-t0

2 +B
1
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 δt0+∑

2n

j=1
∑
2n

i=1

∂R
1
2
i

∂a
1
2
j

a1
i -a0

i

2 -
∂B

1
2

∂a
1
2
j

t1-t0

2 -R
1
2
j

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 δa0

j +

 ∑
2n

i=1

∂R
N-

1
2

i

∂t
N-

1
2

aN
i -aN-1

i

2 -
∂B

N-
1
2

∂t
N-

1
2

tN -tN-1

2 -B
N-

1
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 δtN +

 ∑
2n

j=1
∑
2n

i=1

∂R
N-

1
2

i

∂a
N-

1
2

j

aN
i -aN-1

i

2 -
∂B

N-
1
2

∂a
N-

1
2

j

tN -tN-1

2 +R
N-

1
2

j
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 δaN

j . (6)

显然,如果进一步要求δAd =0对任意满足δa0=δaN =0的变分{δak}Nk=0 都成立,那么有

∑
2n

i=1

∂R
k+
1
2

i

∂t
k+
1
2

ak+1
i -ak

i

2 -
∂B

k+
1
2

∂t
k+
1
2

tk+1-tk

2 +B
k+
1
2 +∑

2n

i=1

∂R
k-
1
2

i

∂t
k-
1
2

ak
i -ak-1

i

2 -
∂B

k-
1
2

∂t
k-
1
2

tk -tk-1

2 -B
k-
1
2 =0, (7)

∑
2n

i=1

∂R
k+
1
2

i

∂a
k+
1
2

j

ak+1
i -ak

i

2 -
∂B

k+
1
2

∂a
k+
1
2

j

tk+1-tk

2 -R
k+
1
2

j +∑
2n

i=1

∂R
k-
1
2

i

∂a
k-
1
2

j

ak
i -ak-1

i

2 -
∂B

k-
1
2

∂a
k-
1
2

j

tk -tk-1

2 +R
k-
1
2

j =0. (8)

  方程(7)和(8)被称作离散Birkhoff方程,
 

而

上述推演过程可以归结为离散后的Pfaff-Birkhoff
变分原理确定了离散Birkhoff方程.

 

与连续情形

略有不同的是,
 

此时方程(7)并不是一个冗余方

程,
 

它不能由方程(8)推导而来.
 

事实上,
 

正是方

程(7)和(8)在联立之后才共同确定了一种可供执

行的数值算法

 Γ:(ℝ×M)×(ℝ×M)→(ℝ×M)×(ℝ×M)
  

(tk-1,ak-1,tk,ak)→ (tk,ak,tk+1,ak+1)

它不仅提供了离散位形变量的迭代方程,
 

而且阐

释了离散时间节点的演化规律.
     

独特的推导方式使得离散Birkhoff方程(7)、
(8)自然具备与连续Birkhoff方程类似的优良性质.

 

例如,
 

如果定义微分1-形式Θ+Bd 和Θ-Bd 分别为

  Θ+
Bd(tk,ak,tk+1,ak+1)= ∑

2n

i=1

∂R
k+

1
2

i

∂t
k+

1
2

ak+1
i -ak

i

2 -
∂B

k+
1
2

∂t
k+

1
2

tk+1-tk

2 -B
k+

1
2  dtk+1+
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 ∑
2n

j=1
∑
2n

i=1

∂R
k+

1
2

i

∂a
k+

1
2

j

ak+1
i -ak

i

2 -
∂B

k+
1
2

∂a
k+

1
2

j

tk+1-tk

2 +R
k+

1
2

j
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 dak+1

j , (9)

Θ-
Bd(tk,ak,tk+1,ak+1)= ∑

2n

i=1

∂R
k+

1
2

i

∂t
k+

1
2

ak+1
i -ak

i

2 -
∂B

k+
1
2

∂t
k+

1
2

tk+1-tk

2 +B
k+

1
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁􀪁 dtk +

 ∑
2n

j=1
∑
2n

i=1

∂R
k+

1
2

i

∂a
k+

1
2

j

ak+1
i -ak

i

2 -
∂B

k+
1
2

∂a
k+

1
2

j

tk+1-tk

2 -R
k+

1
2

j
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 dak

j , (10)

则可以验证dΘ+
Bd =-dΘ-

Bd 􀰛ΩBd,且由离散Birk-
hoff方程确定的离散流Γ保持微分2-形式ΩBd

不变.除此之外,离散Birkhoff系统同样成立离散

形式的Noether定理.
  

仍然假设G 是一个李群,g 是G 的李代数.对
于任意的ξ∈g,

 

扩展位形空间ℝ×M 上的李群

作用 Φℝ×M
exp(εξ):ℝ×M → ℝ×M 自然确定了(ℝ×

M)×(ℝ×M)上的提升作用

Φ(ℝ×M)×(ℝ×M)
exp(εξ) (tk,ak,tk+1,ak+1)

 =[Φℝ×M
exp(εξ)(t

k,ak),Φℝ×M
exp(εξ)(t

k+1,ak+1)],
相应的无穷小生成元为

ξ
(ℝ×M)×(ℝ×M)(tk,ak,tk+1,ak+1)

 =
d
dε ε=0

Φ(ℝ×M)×(ℝ×M)
exp(εξ) (tk,ak,tk+1,ak+1)

 =[ξ
(ℝ×M)(tk,ak),ξ

(ℝ×M)(tk+1,ak+1)]
进一步,利用Θ+

Bd 和ξ
(ℝ×M)×(ℝ×M)定义离散的Birk-

hoff动量映射

JBd:ℝ×M  × ℝ×M  →g*

满足 <JBd(tk,ak,tk+1,ak+1),ξ>1
=<Θ+

Bd(tk,ak,tk+1,ak+1),ξℝ×M(tk+1,ak+1)>2.
定理2(离散Noether定理): 如果

∑
2n

i=1
R

k+
1
2

i (ak+1
i -ak

i)-B
k+

1
2(tk+1-tk) (11)

在李 群 作 用 Φ(ℝ×M)×(ℝ×M)
exp(εξ) :(tk,ak,tk+1,ak+1)→

(t
~k,a~k,t

~k+1,a~k+1)下保持不变,那么,离散动量映

射JBd 沿着离散Birkhoff方程(7)、(8)的解保持不

变,
 

即离散Birkhoff系统存在守恒量

∑
2n

i=1

∂R
k+
1
2

i

∂t
k+
1
2

ak+1
i -ak

i

2 -
∂B

k+
1
2

∂t
k+
1
2

tk+1-tk

2 +B
k+
1
2  ·ξ0+∑2nj=1

∑
2n

i=1

∂R
k+
1
2

i

∂a
k+
1
2

j

ak+1
i -ak

i

2 -
∂B

k+
1
2

∂a
k+
1
2

j

tk+1-tk

2 -R
k+
1
2

j  ·ξj

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 .

证明: 首先,表达式(11)的不变性意味着

0=
d
dε ε=0

∑
2n

i=1
R
~k+

1
2

i a
~
k+1
i -a

~
k
i  -B

~k+
1
2 t

~
k+1-t

~
k    

=<Θ+
Bd tk,ak,tk+1,ak+1  ,ξℝ×M tk+1,ak+1  >2+<Θ-

Bd tk,ak,tk+1,ak+1  ,ξℝ×M tk,ak  >2

其中R
~k+

1
2

i =R
k+

1
2

i 􀳱Φ ℝ×M  × ℝ×M  
exp εξ  ,

 

B
~k+

1
2 =B

k+
1
2􀳱Φ ℝ×M  × ℝ×M  

exp εξ  .
  

其次,由表达式(11)的不变性自然而然可以得到Ad 的不变性,因此,沿着离散流Γ有

d
dε ε=0

Ad =<Θ+
Bd(tN-1,aN-1,tN,aN),ξℝ×M(tN,aN)>2+<Θ-

Bd(t0,a0,t1,a1),ξℝ×M(t0,a0)>2

=<Θ+
Bd(tN-1,aN-1,tN,aN),ξℝ×M(tN,aN)>2-<Θ+

Bd(t0,a0,t1,a1),ξℝ×M(t1,a1)>2=0.
注意到上式对于迭代过程的每一步都成立,

 

因此

<Θ+
Bd(tk-1,ak-1,tk,ak),ξℝ×M(tk,ak)>2=<Θ+

Bd(tk,ak,tk+1,ak+1),ξℝ×M(tk+1,ak+1)>2
即JBd 保持不变.

 

此时,
 

<Θ+
Bd(tk,ak,tk+1,ak+1),ξℝ×M(tk+1,ak+1)>2= ∑

2n

i=1

∂R
k+
1
2

i

∂t
k+
1
2

ak+1
i -ak

i

2 -
∂B

k+
1
2

∂t
k+
1
2

tk+1-tk

2 -B
k+
1
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ·ξ0+

 ∑
2n

j=1
∑
2n

i=1

∂R
k+

1
2

i

∂a
k+

1
2

j

ak+1
i -ak

i

2 -
∂B

k+
1
2

∂a
k+

1
2

j

tk+1-tk

2 +R
k+

1
2

j
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ·ξi

注释2: 对于自治Birkhoff系统而言,方程(7)退

化为B
k+

1
2 =B

k-
1
2.显然,离散Birkhoff系统保持

离散Birkhoff函数B
k+

1
2 不变.事实上,这一守恒律

也是表达式(11)在李群作用
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Φ(ℝ×M)×(ℝ×M)
exp(εξ) (tk,ak,tk+1,ak+1)

 =(tk -ε,ak,tk+1-ε,ak+1)

下满足不变性的直接结果.此时无穷小生成元为

ξℝ×M
0 =-1,ξℝ×M

1 =0,…,ξℝ×M
2n =0,而

<Θ+
Bd(tk,ak,tk+1,ak+1),ξℝ×M(tk+1,ak+1)>2=B

k+
1
2.

需要特别指出的是,对离散Birkhoff系统依然

成立的Noether定理不仅仅是一个单一的理论结

果,它使得离散方程(7)、(8)作为数值差分格式在

保辛性的基础上又忠实地继承了连续系统具有的

守恒特性,因而使其具备了更加优越的计算性能.
 

因此,离散Birkhoff系统的Noether定理能够为构

造Birkhoff系统的高效数值算法提供指导.

3 算例

3.1 球面摆
  

如图1所示,
 

球面摆的位形变量θ 和φ 满足

微分方程组

mr2θ
··
-(φ

·)2mr2cosθsinθ+mgrsinθ=0,

d
dt mr2φ

·sin2θ  =0

图1 球面摆

Fig.1 Spherical
 

pendulum

令a1=θ,
 

a2=φ,
 

a3=mr2θ
·
,

 

a4=mr2φ
·sin2θ,

 

并

选取

R1=
1
2a3

,
 

R2=
1
2a4

,
 

R3= -
1
2a1

,
 

R4= -
1
2a2

和

B=
(a3)2

2mr2
+

(a4)2

2mr2sin2a1
-mgrcosa1

则球面摆的运动方程可以重述为Birkhoff方程的

形式,
 

并且对应于一个自治Birkhoff系统.
  

套用离散Birkhoff方程(7)、(8)可得离散系统

  
ak
3+ak+1

3  2

8mr2
+

ak
4+ak+1

4  2

8mr2
1

sin2
ak
1+ak+1

1

2  
-mgrcos

ak
1+ak+1

1

2  
=

ak-1
3 +ak

3  2

8mr2
+

ak-1
4 +ak

4  2

8mr2
1

sin2
ak-1
1 +ak

1

2  
-mgrcos

ak-1
1 +ak

1

2  ,
1
2a

k+1
1 -

1
2a

k-1
1 -

ak
3+ak+1

3

2mr2
tk+1-tk

2 -
ak-1
3 +ak

3

2mr2
tk -tk-1

2 =0,

1
2a

k+1
2 -

1
2a

k-1
2 -

ak
4+ak+1

4

2mr2
1

sin2
ak
1+ak+1

1

2  
tk+1-tk

2 -
ak-1
4 +ak

4

2mr2
1

sin2
ak-1
1 +ak

1

2  
tk -tk-1

2 =0,

1
2a

k+1
3 -

1
2a

k-1
3 + mgrsin

ak
1+ak+1

1

2  - ak
4+ak+1

4  2

4mr2
cos

ak
1+ak+1

1

2  
sin3

ak
1+ak+1

1

2  
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

tk+1-tk

2 +

 mgrsin
ak-1
1 +ak

1

2  - ak-1
4 +ak

4  2

4mr2
cos

ak-1
1 +ak

1

2  
sin3

ak-1
1 +ak

1

2  
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

tk -tk-1

2 =0,

1
2a

k+1
4 -

1
2a

k-1
4 =0 (12)

                             

  正如注释1中所述,
 

离散系统(12)保持离散

Birkhoff函数(即数值能量)不变,即满足B
k+

1
2 =

B
k-

1
2.进一步将离散系统(12)当作用于近似连续

系统的差分格式,那么经数值计算后可得B
k+

1
2 的
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演化曲线如图2所示.显然,
 

离散方程(12)非常精

准地模拟出了连续系统的能量守恒特性,这是诸如

Runge-Kutta格式等传统数值算法很难做到的.另
外,从图2中还可以看出,

 

虽然定步长的保结构算

法[15]也能够长时间地保持系统能量守恒,
 

但是其

误差要远大于变步长的保结构算法、即离散方程

(12)的误差.

图2 球面摆的数值能量曲线:定步长算法v.s变步长算法

Fig.2 Numerical
 

energy
 

curve
 

of
 

spherical
 

pendulum:
 

algorithm
 

with
 

fixed
 

time
 

step
 

v.s
 

algorithm
 

with
 

adaptive
 

time
 

step

3.2 线性衰减振子
  

考虑线性衰减振子方程

x··+γx·+x=0, γ=常数
     

(13)
令x=a1,x

·
=a2 并选取

R1=
1
2e

γta2,
 

R2=-
1
2e

γta1,

B=
1
2e

γt[(a1)2+(a2)2+γa1a2]

则方程(13)也可以等价地重述为Birkhoff方程.
 

与球面摆的例子不同,
 

此时得到一个非自治Birk-
hoff系统.

 

根据选定的动力学函数可以验证,
 

此时

的微分1-形式ΘB 在李群作用

Φℝ×M
exp(εξ)t,a,a

·  =(t-ε,a,a·)
下保持不变,

 

而系统的Birkhoff函数B(t,a)恰好

就是该对称性确定的守恒量.
   

套用离散Birkhoff方程(7)、(8)同样可以得到

与连续系统(13)对应的离散方程,
 

并且容易验证

∑
2n

i=1
R

k+
1
2

i (ak+1
i -ak

i)-B
k+

1
2(tk+1-tk)

在李群变换

Φ(ℝ×M)×(ℝ×M)
exp(εξ) (tk,ak,tk+1,ak+1)

 =(tk -ε,e
1
2γεak,tk+1-ε,e

1
2γεak+1)

下也保持不变.因此,由离散Noether定理可知,此

时离散系统一定存在离散守恒量

JBd =
γ
16e

γt
k+12[(ak

1)2+(ak
2)2-(ak+1

1 )2-

 (ak+1
2 )2+γ(ak

1ak
2-ak+1

1 ak+1
2 )](tk+1-

 tk)+B
k+

1
2

显然,JBd 并不是连续守恒量B(t,a)的直接

离散,但是其与连续Birkhoff函数B(t,a)和离散

Birkhoff函数B
k+12 之间的偏差微乎其微.这一事

实可以由表1中的数值仿真结果看出.

表1 不同迭代步数|B
k+12 -B|与|JBd -B|的比较

Table
 

1 Comparison
 

of
 

|B
k+12 -B|

 

and
 

|JBd -B|
 

at
 

various
 

iteration
 

step

迭代步数
 

k |B
k+12 -B| |JBd -B|

500th 1.22×10-7 1.23×10-7

1
 

000th 1.22×10-7 1.23×10-7

1
 

500th 1.25×10-7 1.26×10-7

2
 

000th 1.25×10-7 1.26×10-7

2
 

500th 1.24×10-7 1.25×10-7

3
 

000th 1.23×10-7 1.24×10-7

3
 

500th 1.26×10-7 1.28×10-7

4
 

000th 1.28×10-7 1.30×10-7

4
 

500th 1.28×10-7 1.30×10-7

5
 

000th 1.28×10-7 1.29×10-7

4 结论
  

本文在非等时变分的框架下以近乎平行的方

式分 别 构 建 了 连 续 和 离 散 Birkhoff 系 统 的

Noether定理.
 

首先,
 

借助Pfaff
 

1-形式在李群作

用下的不变性重新定义了连续Birkhoff系统的对

称性,
 

并从余切空间的角度将已有的分析表述形

式的Noether定理重述为几何表述形式.
 

其次,
 

以

直接离散变分原理的独特方式构建了离散Birk-
hoff系统对应的差分方程.

 

特别地,
 

所得到的离散

Birkhoff系统忠实地继承了连续系统所具有的几

何结构,
 

为后续建立离散系统的 Noether定理奠

定了理论基础.
 

随后,
 

利用离散Pfaff
 

1-形式在

李群作用下的不变性定义了离散Birkhoff系统的

对称性,
 

并进一步给出了由对称性确定的守恒量.
 

最后 的 数 值 算 例 表 明,
 

离 散 Birkhoff系 统 的

Noether定理使得离散系统方程在作为数值差分

格式时兼具保辛和保守恒量两种特性,
 

因而赋予
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了其更加优越的计算性能.
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