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摘要 为求解多余坐标表示的完整系统的Lie对称性,借助符号计算软件 Maple平台,利用GeM程序包解

析求解系统的Lie对称性确定方程,得到系统的线性无关的最大Lie对称性解集.将多余坐标表示的完整约

束表示为可积的速度约束.根据约束分布,构建两种不同的纤维化结构.将系统约化到能同时满足约束分布

和对称性向量场(Lie对称群轨道切矢量场)的空间上,实现完整系统的保结构约化,并给出相应的数值算

法.同时,举例说明了结果的应用.
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Abstract To
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Lie
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a
 

holonomic
 

systems
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引言
  

Lie对称性是动力学对称性的一种,它是指系

统的动力学方程在无限小变换下的不变性.目前

Lie对称性分析方法主要用于求解系统的解析解、

寻求系统内在的物理守恒定律、实现保结构约化、

构建保结构数值计算方法.北京理工大学的梅凤翔

先生在《约束力学系统的对称性与守恒量》、《高等

分析力学》、《李群李代数对约束系统的应用》、《广
义 Birkhoff系 统 动 力 学》和《Dynamics

 

of
 

Con-
strained

 

Mechanical
 

Systems》等专著中,详细而系

统地给出了Lie对称性的理论和应用[1-5].特别是

对各种动力学系统的推广,包括Lagrange框架下

的一般完整约束系统[6-8]、非完整约束系统[9-12]、变

质量完整系统[13-15].此外,在Hamilton框架下的约

束系统的Lie对称性[16-19]以及Birkhoff框架下的

动力学系统的Lie对称性[20-25]等方面也有丰富的

成果,为国内外Lie对称性在各类动力学系统的应

用发展搭建了框架.Lie对称性方法的优点是利用

对称性生成元可以简化寻求系统解析解的过程,但
是Lie对称性判定方程是偏微分超定方程组,不易

求解,特别地,对于本身就是偏微分方程(组)的数

学模型,更加困难.
含多余坐标的完整力学系统,指的是在完整约

束的力学分析中,所选取的坐标并非完全独立,系
统的描述包含了比实际自由度更多的坐标.由于坐

标的非独立性,系统中会存在约束方程,这些方程

描述了坐标之间的依赖关系.多余坐标系统的研

究,包括系统的第一积分[26,27]、自由运动和初始运

动[28]等.在Lagrange系统和广义坐标下一般完整

系统中,选取的广义坐标都是彼此独立的,为了解

决工程实际问题,某些情况下引入冗余坐标反而会

带来方便:(1)对于复杂约束下的(多)刚体模型,某
些情况下广义坐标不易选取,或选取的广义坐标表

达的动能和势能不够简洁,较为烦琐,采用多余坐

标建模更容易;(2)冗余坐标表示的微分代数方程

组的耦合较弱,非线性程度相对较低,物理特性表

述清晰,易于计算约束反力;(3)在进行机构动力学

分析时,更多的自由度可以更灵活地描述运动状

态,方便构建多目标优化问题.然而,含多余坐标的

力学系统涉及坐标的非独立性和约束方程,约束和

未知量的增加也使其动力学分析更加复杂.特别在

对称性分析方面,其对称性求解变得更加一般.如
果没有选择多余坐标,则有多余坐标的系统成为通

常的一般完整系统,因此,对于含多余坐标完整系

统建立的对称性与守恒量理论,一般完整系统是其

特例,自然适合通常的一般完整系统[1].
鉴于此,本文基于对称性分析约化含多余坐标

的完整系统,借助符号计算软件 Maple平台,利用

程序包解析求解系统的Lie对称性确定方程,克服

求解对称性向量场的困难,同时基于Lie对称性约

化的几何方法降低系统的维数,避免完整系统因维

数增加带来的数值模拟的困难.为含多余坐标的完

整系统的保结构约化提供一个可行的方法.

1 含多余坐标的完整系统的动力学方程
  

设s维Lagrange力学系统,空间M0=Q0×ℝ
由坐标{t,qμ}(μ=1,...,s)确定.为方便计算及某

些需要,选择n-s个多余坐标qγ(γ=s+1,...,

n),并有n-s个双面理想完整约束

fβ(t,qμ,qγ)=0,(β=1,...,n-s) (1)

对于含多余坐标的完整系统的动力学系统,其
相应的事件空间为M =Q×ℝ,坐标为{t,qν}.约

束(1)加在虚位移上δqν 上的限制为

∂fβ

∂qνδq
ν =0 (ν=1,…,n) (2)

  

系统的运动微分方程可以表示为Routh形式[1]

Eν(L)=Qν +λβ
∂fβ

∂qν
(3)

其中L=T-V 为系统的Lagrange函数,Qν 为广

义力,λβ 为约束乘子,Eν 为Euler算子.
  

假设系统(3)非奇异,与(1)联立,可求得所有

的广义加速度,记作

q
··ν =Fν(t,q,q

·) (4)

2 Lie对称性和Noether定理
  

设流形M 上的一个变换群为Φ:M →M,即此

力学系统具有对称性,其对称群为r维李群G,它的

作用为M 上的曲线,该曲线的切矢量或生成元为

 ξα=τα(t,q)∂/∂t+ξν
α(t,q)∂/∂qν,(α=1,…,r)

(5)

其中τα,ξν
α∈C�(M),∂/∂t和∂/∂qν 为M 的切空间

的基矢量,由ξα 生成的M 上的无穷小变换为

t→t* =t+εατα(t,q),
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 qν →q*ν =qν +εαξν
α(t,q)(ν=1,…,n)

(6)

ξα 的一阶和二阶拓展为

ξ
(1)
α =ξα +ξ

-ν
α∂/∂q

·ν (7)

ξ
(2)
α =ξ

(1)
α +(ξ

-
·
ν
α -q

·ντ·α)∂/∂q
··ν (8)

其中ξ
-ν
α=ξ

·ν
α-q

·ντ·α.
   

式(5)生成了TQ ×ℝ 上的变换群 Ψ:TQ ×
ℝ →TQ × ℝ.利用 TQ × ℝ 的基矢量{∂/∂t,

∂/∂qν,∂/∂q
·ν},可以将运动微分方程(4)表示为

TQ×ℝ 上的动力学矢量场Z ,有

Z=∂/∂t+q
·ν∂/∂qν +Fν∂/∂q

·ν (9)

取标架基为{Z,∂/∂qν,∂/∂q
·ν},一阶和二阶扩展为

ξ
(1)
α =ταZ+ξ

-ν
α∂/∂qν +Z(ξ

-ν
α)∂/∂q

·ν (10)

ξ
(2)
α =ξ

(1)
α +Z2(ξ

-ν
α)∂/∂q

·ν (11)
  

假设Ψ:TQ×ℝ →TQ×ℝ 为作用于TQ×
ℝ 空间上的局部变换群,且Λ是动力学矢量场Z
的积分曲线族,对于任一γ ∈Λ,Lie对称性的确

定方程为

Ψ·γ∈Λ (12)

上式可以展开为如下Killing方程

κα =-Z(τα)=τ·α (13)

Z2(ξ
-ν
α)-Z(ξ

-σ
α)
∂Fν

∂q
·σ -ξ

-σ
α
∂Fν

∂qσ =0 (14)

Lie对称性和Noether定理为研究约束系统的

积分理论提供简洁的思路[29,30]

定义1[31,32] 对于无穷小变换(5)中的生成元,如
果它们满足方程(12),则这种不变性称为完整系统

(4)的Lie对称性.
定理1[33,34] 对于完整系统(4),如果坐标变换群

Φ:M →M 的生成元是Lie对称性的,且存在规范

函数􀅼α =􀅼α(t,q,q
·)满足

L
ξ
(1)
α
ϑ+i

ξ
(1)
α
(Qνϑν ∧dt)=d􀅼α (15)

则完整力学系统存在如下守恒量

Iα =􀅼α -i
ξ
(1)
α
ϑ(L) (16)

其中ϑ(L)=Ldt+
∂L
∂q
·νθ

ν 是 Lagrange函 数 的

Poincaré-Cartan
 

1-形式,这里θν =dqν +q
·νdt是

接触1-形式.

3 完整系统的对称性约化
  

本部分在几何框架中研究完整系统的对称性约

化.这里涉及Ehresmann联络的概念,关于Ehresmann
联络的一般参考资料是文献[35-37]及其引用的参

考文献.为了降低完整系统的维数,我们需要在几

何框架中构建纤维丛.
  

根据不同的需要可以建立不同的纤维丛结构.
当用独立坐标对完整系统建模时,通常选择以独立

坐标张成的空间 M0 为底流形,局部坐标为{t,

qμ},取TM0 局部坐标为{t,qμ,vμ}.对于约束(1),

记TM0 上投影为τM0
:TM0 → M0,则 TxM0 =

τ-1
M0
(x),投影τM0

是可微的满浸没映射,存在一个

水平提升h:TM0→TTM0,使得TτM0
·h=idTM0.

空间TM0 上的切矢量的基可以表示为

H
-
0 􀰛(∂/∂t)h =∂/∂t-Γν

0∂/∂vν,

H
-

μ 􀰛(∂/∂qμ)h =∂/∂qμ -Γν
μ∂/∂v

ν,

V
-

μ 􀰛(∂/∂qμ)v =∂/∂vμ (17)

其中 H
-
0 和 H

-

μ 张成水平空间,V
-

μ 张成竖直空间,

Γν
0 和Γν

μ 是Ehresmann联络因子.
  

如果完整系统具有对称性,可以基于文献[35,

36]的方法,以独立坐标 {t,qμ}底流形坐标,多余

坐标{t,qγ}为纤维坐标,引入第二种纤维丛结构,

实现对称性约化.这里需要得到速度的约束关系,

处理方式是将约束(1)转换成可积的速度约束,实
现活动标架下建模.具体形式如下

q
·γ =Bγ

μq
·μ +Bγ

0 (18)

考虑到约束(18)是对速度的约束,可以建立如下纤

维丛结构.设纤维丛τM0
:M →M0.这里M =τ-1

M0.
构造一个水平提升h:TM0 →TM,其满足TτM0

·

h=idTM0,这个提升被称为水平分布或联络,对应

的速度约束空间即水平空间,记为horx,TxτM0
的

核称为竖直空间,记作verx,对于M0上任一点x ∈
M0,有TxM =horx 􀱇verx ,约束空间记为

Dhol
x =span

∂
∂x1

,..., ∂
∂xμ+1  (19)

约束分布记为Dhol={Dhol
x ⊂TxM:x∈M},M 的

切向量的基为

H0 􀰛(∂/∂t)h =∂/∂t+Bγ
0∂/∂qγ,

Hμ 􀰛(∂/∂qμ)h =∂/∂qμ +Bγ
μ∂/∂q

γ,

Vμ 􀰛(∂/∂qμ)v =∂/∂qγ. (20)

这里,H0 和 Hμ 张成水平分布,Vμ 是竖直分布基

矢量,Bγ
0 和Bμ

γ 是Ehresmann因子.基于 Ehres-
mann联络的定义,约束(18)是在水平分布上,即
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(H0,Hμ)=Dhol
x ,这里x=(t,qμ)∈M0.基于此

约化系统,给出如下推论.
推论1 对于完整系统(4)的Lie对称性向量

场集合 {ξα},如果其子代数{ξβ}满足约束分布,则
{ξβ}是约化系统的标架基.

证明 约化以后的完整系统属于 {H0(x),

Hμ(x),Vμ(x)}张成的空间上,对于任一x ∈
M0,满足Dhol

x ⊂TxM ,是线性子空间的集合,即

Dhol
x =span{∂/∂t+Bγ

0∂/∂qγ,∂/∂qμ +

 Bγ
μ∂/∂q

γ,∂/∂qγ} (21)
   

设g- 是李群G的李代数,根据Lie对称性定义,

对于流形M 上的向量场ξα ∈g-,其对应的无穷小

生成元是在t=0时ψexp(tξ)关于t的导数.对任一x,
群轨道是浸没子流形,记作Orbx:={g·x|g∈
G,x∈M}.经过某一点的群轨道的切空间由该点

的所有无穷小生成元构成

TxOrb(x)={ξα(x)|ξ∈g-} (22)
  

基于Lie对称性分析,可得系统最大独立Lie
对称性解集是{ξα}.设同时满足(21)和(22)的生成

元记为{ξβ},则{ξβ}是{ξα}的子代数,又因为{ξα}⊆
TxOrb(x),有

{ξβ}=Dhol
x ∩TxOrb(x) (23)

基于文献[35]的结论,{ξβ}是基于此对称性的

约化系统标架基.

4 算例
  

考虑球面摆的数学模型:摆长为l,摆球(质
点)质量为m.看成定点转动的质点,在定坐标系

Oxyz下,系统的Lagrange函数为L=
1
2m(x·2+

y
·2+z·2)+mgz 系统受到的非线性约束f=x2+

y2+z2-l2=0,系统Euler-Lagrange方程为

mx··=2λx,my
··
=2λy,mz

··
=2λz-mg (24)

系统的约束反力可以直接写出

Λ1=-
x
2l2
(x·2+y

·2+z·2-gz),

Λ2=-y
2l2
(x·2+y

·2+z·2-gz),

Λ3=-
z
2l2
(x·2+y

·2+z·2-gz). (25)
  

基于量纲分析理论,利用 Maple平台的GeM
或odeLie程序包可以给出Lie对称性判定方程等

价形式

∂τ
∂t=0,

∂ξ1

∂t =0,
∂τ
∂x=0,

∂ξ1

∂x =0,
∂τ
∂y=0,

∂ξ1

∂y =
1
yξ

1,∂τ
∂z=0,

∂ξ1

∂z=0,ξ2= -
x
yξ

1,ξ3=0

对应的解是Lie对称性生成元的一般形式

τ=C1,ξ1=C2y,ξ2=-C2x,ξ3=0. (26)

其最大线性无关的Lie对称性为

ξ1=∂/∂t (27)

ξ2=y∂/∂x-x∂/∂y (28)

由定理1,系统的Nother守恒量为

I1=mgz-
1
2m(x·2+y

·2+z·2) (29)

I2=yx
·
-xy

· (30)

守恒量(29)是能量守恒,守恒量(30)对应z方向的

角动量守恒.两个守恒量属于系统的第一积分,通
过此第一积分,可以将系统速度空间维数约化为一

维.另一方面,我们采用纤维丛理论,将含多余坐标

的数学模型约化到约束分布上,得到一阶、独立坐

标表示的系统的动力学方程.
  

约束空间

Dhol
(x,y,z)=span{y∂/∂x-x∂/∂y,

 -x∂/∂z+z∂/∂x} (31)

{ξ2}满足约束分布,即∂/∂z 可以作为系统的标架

基的一部分,设向量Γ 为竖直单位向量,满足|Γ|
=1.系统的 Lagrange函数是关于Γ=(Γ1,Γ2,

Γ3)不变的.建立动坐标系OΓ1Γ2Γ3,这里Γ3 沿着

悬挂点和质心的方向,则活动标架为

u1=Γ3∂/∂Γ2-Γ2∂/∂Γ3,

u2=Γ1∂/∂Γ3-Γ3∂/∂Γ1,

u3=Γ2∂/∂Γ1-Γ1∂/∂Γ2

满足

C3
12=-C3

21=1,C1
23=-C1

32=1,

C2
13=-C2

31=-1 (32)

这个标架也是惯性主轴.也是第二种纤维丛结

构中标架基(20)的形式.其中,矢量u3 还同时是系

统约束分布的基矢量.在此标架下定义(ζ1,ζ2,ζ3)

为相对于活动坐标轴的旋转角速度.物体角速度的

第三个分量消失,即ζ3=0.在标架O'u1u2u3 下,

Lagrange函数表示为

l(ζ,Γ)=
1
2
<Iζ,ζ>-mg<Γ,l> (33)

方程(25)简化为
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ζ
·1=Iζ2ζ1+Γ2mgl,ζ

·2=-Iζ1ζ2-Γ1mgl
(34)

方程组(34)和文献[38]的结果一致.速度空间维数

降了一维,相对于方程(24),变量个数减少了2个,

方程的阶数降低了一阶,式(34)为第二种纤维丛结

构中活动标架(20)下的动力学方程.这是一阶常微

分方程组,这里用中心差分格式牛顿迭代方法进行

模拟.

图1 摆长的误差

Fig.1 Error
 

of
 

pendulum
 

length
  

图1给出了系统的能量误差随着时间的变化关

系.这里m=1
 

kg,h=0.001
 

s,(ζ1)0=0.6
 

rad/s,

(ζ2)0=0
 

rad/s,(ζ2)0=0
 

rad/s,
 

(Γ1)0=0.2
 

m,

(Γ2)0=0.3
 

m,(Γ2)0=- 0.87
 

m.从图中可以看

出,基于对称性约化后的系统的数学模型,采用经典

算法也可以稳定和精确地描述系统的动力学行为.

5 总结
  

本文基于对称性分析理论构建活动标架,在实

现完整系统约化的同时保持系统的对称性、守恒量

等几何结构.具体给出了带有多余坐标的完整系统

的Lie对 称 性 和 守 恒 量,在 Lie对 称 性 定 义 和

Noether定理的几何表示的基础上,利用量纲分析

的方法得到系统的线性独立的最大Lie对称性解

集,这也是构建带有对称性的完整力学系统的活动

标架的基础.结合约束分布和Lie对称群轨道的特

点,得到了带有多余坐标的完整约束系统的活动标

架,实现了系统的约化,从而简化了解析分析和数

值计算.球摆的算例表明,基于对称性分析的活动

标架下的数值计算能够保持系统的几何结构,为完

整系统的约化提供相对简洁的途径.另外,本文的

约化过程都在代数空间上进行,对于某些非线性模

型,避免了群运算带来的求解困难,可以为工程上

某些非线性高维完整系统的保结构建模和数值计

算提供参考.
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