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摘要 研究变加速相对运动的广义高斯原理与动力学方程.首先,
 

通过对质点的相对运动动力学方程求导
 

导出力变率方程,
 

提出相对急动度空间的概念并在此空间构建变加速相对运动的广义高斯原理.其次,
 

定

义变加速相对运动的广义拘束函数,
 

证明真实运动使其取得极小.引入相对运动的加速度能和急动度能,
 

导出广义坐标下变加速相对运动广义高斯原理的Appell形式、Lagrange形式和Nielsen形式.最后,
 

由所得

原理导出完整和非完整系统变加速相对运动的动力学方程.

关键词 变加速动力学, 相对运动, 广义高斯原理, 非完整力学

中图分类号:O316 文献标志码:A

Generalized
 

Gaussian
 

Principle
 

and
 

Dynamic
 

Equations
 

of
 

Relative
 

Motion
 

with
 

Variable
 

Acceleration*

Zhang
 

Yi1† Zhai
 

Xianghua1 Song
 

Chuanjing2

(1.
 

School
 

of
 

Civil
 

Engineering,
 

Suzhou
 

University
 

of
 

Science
 

and
 

Technology,
 

Suzhou 215011,
 

China)

(2.
 

School
 

of
 

Mathematical
 

Sciences,
 

Suzhou
 

University
 

of
 

Science
 

and
 

Technology,
 

Suzhou 215009,
 

China)

Abstract The
 

generalized
 

Gaussian
 

principle
 

and
 

dynamic
 

equation
 

of
 

relative
 

motion
 

with
 

variable
 

ac-
celeration

 

are
 

studied.
 

Firstly,
 

the
 

equation
 

of
 

force
 

change
 

rate
 

is
 

obtained
 

by
 

derivation
 

of
 

the
 

kinetic
 

e-
quation

 

of
 

relative
 

motion
 

of
 

particle,
 

and
 

the
 

concept
 

of
 

space
 

of
 

relative
 

jerky
 

is
 

put
 

forward
 

and
 

the
 

generalized
 

Gaussian
 

principle
 

of
 

relative
 

motion
 

with
 

variable
 

acceleration
 

is
 

constructed
 

in
 

this
 

space.
 

Secondly,
 

the
 

generalized
 

compulsion
 

function
 

of
 

variable
 

acceleration
 

relative
 

motion
 

is
 

defined,
 

and
 

it
 

is
 

proved
 

that
 

the
 

real
 

motion
 

minimizes
 

it.
 

The
 

Appell,
 

Lagrange
 

and
 

Nielsen
 

forms
 

of
 

the
 

generalized
 

Gaussian
 

principle
 

of
 

relative
 

motion
 

with
 

variable
 

acceleration
 

under
 

generalized
 

coordinates
 

are
 

derived
 

by
 

introducing
 

the
 

acceleration
 

energy
 

and
 

the
 

jerky
 

energy
 

of
 

relative
 

motion.
 

Finally,
 

the
 

dynamics
 

e-
quations

 

of
 

the
 

relative
 

motion
 

of
 

holonomic
 

and
 

nonholonomic
 

systems
 

with
 

variable
 

acceleration
 

are
 

de-
rived

 

from
 

the
 

obtained
 

principles.
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引言
  

变分原理提供一种准则,依据这个准则可将真

实运动从所有可能运动中挑选出来[1].高斯原理是

一个微分变分原理,在所有微分形式的变分原理中

只有高斯原理是极值原理[2-4],它可表示为拘束函

数的高斯变分等于零.因此又可称高斯最小拘束原

理.早在20世纪80年代,梅凤翔[5]和刘恩远[6]研

究了约束依赖于质量变化或控制参数的高斯原理.
黎邦隆和宋福磐[7]研究了冲击问题的高斯原理.薛

纭等[8,9]将高斯原理推广到弹性杆动力学.刘延

柱[10,11]应用高斯原理于多体系统的动力学建模.
姚文莉等[12-14]应用高斯原理于非理想系统以及单

侧约束系统的优化.最近,笔者将高斯最小拘束原

理拓展到任意阶导数空间[15],相对运动[16]以及变

加速运动[17].变加速动力学涉及急动度(jerk)概

念,亦称牛顿猝变动力学(Newtonian
 

jerky
 

dy-

namics)[18-20].文献[21-23]介绍了变加速动力学,

包括其历史背景与应用领域以及发展态势.变加速

运动采用三阶微分方程描述,文献[24-26]研究了

耗散系统,变质量力学,相对运动以及非独立坐标

下的三阶微分方程.本文研究变加速相对运动的高

斯原理和动力学方程.用分析力学的理论与方法研

究力学系统的相对运动动力学,不仅可在表现形式

上达到统一,而且对复杂系统显示出优越性[27-31].
文章安排如下:第1节提出相对急动度空间及其理

想约束的概念,基于相对运动的动力学方程建立变

加速相对运动的高斯原理.第2节,定义变加速相

对运动的广义拘束函数,证明真实运动使得拘束函

数取得极小值,从而建立变加速相对运动的高斯最

小拘束原理,给出广义坐标下原理的三种形式.第

3节,在所得原理基础上,建立完整和非完整约束

系统的 Appell方程,Lagrange方程以及 Nielsen
方程.第4节为结论.

1 广义高斯原理

设力学系统由载体和被载体组成.前者视作刚

体,其上固连动坐标系Ox'y'z';后者为N 个质点,

相对于动系的位形用广义坐标qs(s=1,2,…,n)

描述.动系的角速度ω 以及极点O 的速度vO 均为

已知 函 数.第i 个 质 点 相 对 运 动 的 动 力 学 方

程为[28]

-mir
··~'i+Fi+Ni+FI

ei+FI
ci=0 (1)

其中mi 是质量;r··
~
'i 是相对加速度,即动系中质点

的矢径r'i =r'i(qs,t)对时间t的二阶相对导数;

Fi 是主动力,FI
ei =-miv

·
O -miω

·
×r'i -miω ×

(ω ×r'i)为牵连惯性力,FI
ci=-2miω×r

·~'i 为科氏

惯性力,Ni 是约束反力,i=1,2,…,N .
  

将方程(1)对时间t求相对导数,得

-mir
(3)
~

'i+F
·~

i+N
·~

i+F
·~I
ei+F

·~I
ci=0 (2)

式(2)称为相对力变率方程.将其点乘δ(1)
G r(3)

~

'i 并对

i求和,得

 ∑
N

i=1

(-mir
(3)
~

'i+F
·~

i+N
·~

i+F
·~I
ei+F

·~I
ci)·δ

(1)
G r(3)

~

'i=0

(3)
其中δ(1)

G (·)表示相对加速度的导数空间(或称相

对急动度空间)中高斯意义下的变分,或称广义高

斯变分,有

δ(1)
Gt=0,δ(1)

Gr'i=δ(1)
G r·

~
'i=δ(1)

G r··
~
'i=0,

δ(1)
G r(3)

~

'i ≠0 (4)
在相对急动度空间,高斯意义下的理想约束条件为

∑
N

i=1
N
·~

i·δ
(1)
G r(3)

~

'i ≠0 (5)

将式(5)代入式(3),得

∑
N

i=1

(-mir
(3)
~

'i+F
·~

i+F
·~I
ei+F

·~I
ci)·δ

(1)
G r(3)

~

'i ≠0

(6)
式(6)称为变加速相对运动动力学的广义高斯原理.

2 广义高斯最小拘束原理
  

定义变加速相对运动的广义拘束函数为

Z(1)
r =∑

N

i=1

1
2mi r(3)

~

'i-
F
·~

i+F
·~I
ei+F

·~I
ci

mi  
2

(7)

则原理(6)成为

δ(1)
G Z(1)

r =0 (8)
  

实际上,对式(7)求广义高斯变分,有

δ(1)
G Z(1)

r =∑
N

i=1
mi r(3)

~

'i-
F
·~

i+F
·~I
ei+F

·~I
ci

mi  ×





δ(1)
G r(3)

~

'i-
F
·~

i+F
·~I
ei+F

·~I
ci

mi  




=∑
N

i=1
mi r(3)

~

'i-
F
·~

i+F
·~I
ei+F

·~I
ci

mi  ·δ(1)
G r(3)

~

'i

(9)
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将式(6)代入式(9),即得式(8).
  

假设 r(3)
~

'i 为真实运动中质点的相对急动度,

r(3)
~

'i+δ(1)
G r(3)

~

'i 是可能运动的相对急动度,两者相应

的拘束函数之差为

ΔZ(1)
r =∑

N

i=1

1
2mi r(3)

~

'i+δ(1)
Gr
(3)
~

'i-
F
·~

i+F
·~I
ei+F

·~I
ci

mi  
2

-





r(3)
~

'i-
F
·~

i+F
·~I
ei+F

·~I
ci

mi  
2



 =∑

N

i=1

1
2mi(δ

(1)
Gr
(3)
~

'i)2+

∑
N

i=1
mi r(3)

~

'i-
F
·~

i+F
·~I
ei+F

·~I
ci

mi  ·δ(1)
G r(3)

~

'i

=∑
N

i=1

1
2mi(δ

(1)
G r(3)

~

'i)2 >0 (10)

从式(10)可见,对真实运动而言,其相对急动度使

拘束函数Z(1)
r 极小.

  

式(8)可称为变加速相对运动的广义高斯最小

拘束原理.
  

展开式(7),得
 

Z(1)
r =∑

N

i=1

1
2mir

(3)
~

'i·r
(3)
~

'i-∑
N

i=1

(F
·~

i+F
·~I
ei+F

·~I
ci)·

 r(3)
~

'i+… (11)
这里“…”表示与相对急动度无关的项.

  

引进相对运动的加速度能量Sr 和相对急动度

能量S(1)
r ,即有

Sr =
1
2∑

N

i=1
mir

··~'i·r
··~'i (12)

 

和

S(1)
r =

1
2∑

N

i=1
mir

(3)
~

'i·r
(3)
~

'i (13)
  

将矢径r'i =r'i(qs,t)对时间求m 阶相对导

数,得到

r·
~
'i=∑

n

s=1

∂r'i

∂qs
q
·
s +
∂r'i

∂t
(14)

r··
~
'i=∑

n

s=1

∂r'i

∂qs
q
··

s +∑
n

s=1
∑
n

k=1

∂2r'i

∂qs∂tq
·
kq
·
s +

 2∑
n

s=1

∂2r'i

∂qs∂tq
·
s +
∂2r'i

∂t2
(15)

r(3)
~

'i=∑
n

s=1

∂r'i

∂qs
q
(3)
s+3∑

n

s=1
∑
n

k=1

∂2r'i

∂qs∂qk
q
·
k+
∂2r'i

∂qs∂t  q··s+
 ∑

n

s=1
∑
n

k=1
∑
n

j=1

∂3r'i

∂qs∂qk∂qj
q
·
sq
·
kq
·
j +

 3∑
n

s=1
∑
n

k=1

∂3r'i

∂qs∂qk∂tq
·
k +

∂3r'i

∂qs∂t2  q·s +
∂3r'i

∂t3

(16)

由式(16),得

δ(1)
G r(3)

~

'i=∑
n

s=1

∂r'i

∂qs
δ(1)

G q
(3)

s (17)

对式(11)求广义高斯变分,并利用式(17),得

δ(1)
G Z(1)

i =∑
n

s=1
∑
N

i=1
mir

(3)
~

'i·
∂r'i

∂qs
δ(1)

G q
(3)

s -

 ∑
n

s=1
∑
N

i=1

(F
·~

i+F
·~I
ei+F

·~I
ci)·

∂r'i

∂qs
δ(1)

G q
(3)

s (18)

由式(14)~(16)易知

∂r(3)
~

'i

∂q
(3)

s
=
∂r··

~
'i

∂q
··

s
=
∂r·

~
'i

∂q
·
s
=
∂r'i

∂qs
(19)

∂r··
~
'i

∂q
·
s
=2
∂r·

~
'i

∂qs
=2
d
~

dt
∂r'i

∂qs
(20)

利用式(19)和(13),得

∑
N

i=1
mir

(3)~'i·
∂r'i

∂qs
=
∂
∂q
(3)

s
∑
N

i=1

1
2mir

(3)
~

'i·r(3)
~

'i  
 =

∂S(1)
r

∂q
(3)

s

(21)
  

式(18)等号右边第二项中

Q(1)
s =∑

N

i=1
F
·~

i·
∂r'i

∂qs
(22)

称为广义主动力变率[26],而

 ∑
N

i=1

(F
·~I
ei+F

·~I
ci)·
∂r'i

∂qs
= -∑

N

i=1

d
~

dt
[miv

·
O +miω

·
×

r'i+miω ×(ω ×r'i)+2miω ×r·
~
'i]·

∂r'i

∂qs

(23)
下面我们来分析式(23)右端各项.第一项为

∑
N

i=1

d
~

dt
(miv

·
O)·

∂r'i

∂qs

 =
∂
∂q
·
s

d
~

dt
(v·

~
O +ω ×vO)·∑

N

i=1
mir

·~'i



 




 =
∂
∂q
·
s

d
~

dt
(v·

~
O +ω ×vO)·Mr·

~
'C




 


 =
∂
∂q
·
s
ΠO(1)

(24)
其中

ΠO(1)=
d
~

dt
(v·

~
O +ω ×vO)·Mr·

~
'C (25)

可称为质点系的平动惯性力变率的势函数.由于

(-miω ×r·
~
'i)是质点的旋转惯性力,因此第二项

为

-∑
N

i=1

d
~

dt
(miω

·
×r'i)·

∂r'i

∂qs
=Qω·(1)

s (26)
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可称为广义旋转惯性力变率.第三项为

∑
N

i=1

d
~

dt
[miω ×(ω ×r'i)]·

∂r'i

∂qs
=
∂
∂q
·
s
Πω(1)

(27)
其中

 Πω(1)=-∑
N

i=1
mi[

1
2
(ω ×r·

~
'i)·(ω ×r·

~
'i)+

(ω×r'i)·(ω
·~

×r·
~
'i)+(ω

·~

×r'i)·(ω×r·
~
'i)]
(28)

称为转动惯性力变率的势函数.第四项为

-∑
N

i=1

d
~

dt
(2miω ×r·

~
'i)·

∂r'i

∂qs

=∑
1

j=0
Γ1-j

s =∑
1

j=0
∑
n

k=1
γj

sk q
(2-j)

k (29)

称为广义陀螺力变率,其中

γj
sk =2ω

(j)
~

·∑
N

i=1
mi
∂r'i

∂qs
×
∂r'i

∂qk
=-γj

ks (30)

将式(21)、(22)、(24)、(26)、(27)和(29)代入式

(18),得

 δ(1)
G Z(1)

r =∑
n

s=1

∂S(1)
r

∂q
(3)

s
-Q(1)

s + 
∂
∂q
·
s

(Π
 

o(1)+Πω(1))-Qω·(1)
s -∑

1

j=0
Γ1-j

s  δ(1)
G q

(3)
s

(31)
于是,原理(8)成为

 ∑
n

s=1

∂S(1)
r

∂q
(3)

s
-Q(1)

s + 
∂
∂q
·
s

(Πo(1)+Πω(1))-Qω·(1)
s -∑

1

j=0
Γ1-js  δ(1)

Gq
(3)

s=0

(32)
式(32)称为广义坐标下变加速相对运动动力学的

广义高斯原理的Appell形式.
  

如果取vO =ω =0,则

Πo(1)+Πω(1)=Qω·(1)
s =Γ1-j

s =0 (33)
于是原理(32)成为

∑
n

s=1

∂S(1)
r

∂q
(3)

s
-Q(1)

s  δ(1)
G q

(3)
s =0 (34)

这是变加速绝对运动的广义高斯原理的Appell形

式[17],其中S(1)=
1
2∑

N

i=1
mir

(3)
i·r

(3)
i 是绝对运动的急

动度能量.
  

利用式(19)和(20),容易证明:

∑
N

i=1
mir

(3)
~

'i·
∂r'i

∂qs
=
d
dt

∂
∂q
··
s
∑
N

i=1

1
2mir

··~'i·r
··~'i  




 




 -

 12
∂
∂q
·
s
∑
N

i=1

1
2mir

··~'i·r
··~'i  = d

dt
∂Sr

∂q
··
s
-
1
2
∂Sr

∂q
·
s

(35)

∑
N

i=1
mir

(3)
~

'i·
∂r'i

∂qs
=
∂
∂q
··

s

dSr

dt -
3
2
∂Sr

∂q
·
s

(36)

由式(21)、(35)和(36),原理(32)可分别表示为

 ∑
n

s=1

d
dt
∂Sr

∂q
··

s
-
1
2
∂Sr

∂q
·
s
-Q(1)

s + 
∂
∂q
·
s

(Πo(1)+Πω(1))-Qω·(1)
s -∑

1

j=0
Γ1-j

s  δ(1)
G q

(3)
s

 =0 (37)

以及

 ∑
n

s=1

∂
∂q
··

s

dSr

dt -
3
2
∂Sr

∂q
·
s
-Q(1)

s + 
∂
∂q
·
s

(Πo(1)+Πω(1))-Qω·(1)
s -∑

1

j=0
Γ1-j

s  δ(1)
G q

(3)
s

 =0 (38)

式(37)和(38)分别称为广义坐标下变加速相对运

动动力学的高斯原理的Lagrange形式和 Nielsen
形式.

3 变加速动力学方程
  

对于完整系统,δ(1)
G q

(3)
s 是彼此独立且任意的,

因此由原理(32)得到

∂S(1)
r

∂q
(3)

s
-Q(1)

s +
∂
∂q
·
s

(Πo(1)+Πω(1))-

 Qω·(1)
s -∑

1

j=0
Γ1-j

s =0 (39)

式(39)是变加速相对运动的Appell方程.
  

由原理(37),得到

 ddt
∂Sr

∂q
··

s
-
1
2
∂Sr

∂q
·
s
-Q(1)

s +
∂
∂q
·
s

(Πo(1)+Πω(1))-

Qω·(1)
s -∑

1

j=0
Γ1-j

s =0 (40)

式(40)是变加速相对运动的Lagrange方程.
  

由原理(38),得到

 ∂
∂q
··

s

dSr

dt -
3
2
∂Sr

∂q
·
s
-Q(1)

s +
∂
∂q
·
s

(Πo(1)+Πω(1))-

Qω·(1)
s -∑

1

j=0
Γ1-j

s =0 (41)

式(41)是变加速相对运动的Nielsen方程.
  

如果系统受到理想三阶非线性非完整约束

ψα =ψα(t,qs,q
·
s,q
··

s,q
(3)

s)=0 (42)

12
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其中α=1,2,…,g.在相对急动度空间,虚位移满足

∑
n

s=1

∂ψα

∂q
(3)

s
δ(1)

G q
(3)

s =0 (43)

由原理(32)和式(43),采用Lagrange乘子法,得到

∂S(1)
r

∂q
(3)

s
-Q(1)

s +
∂
∂q
·
s

(Πo(1)+Πω(1))-

 Qω·(1)
s -∑

1

j=0
Γ1-j

s +∑
g

α=1
μα
∂ψα

∂q
(3)

s
=0 (44)

式(44)是三阶非完整系统变加速相对运动的 Ap-

pell方程.
  

类似地,由原理(37)和式(43),可得到

 ddt
∂Sr

∂q
··

s
-
1
2
∂Sr

∂q
·
s
-Q(1)

s +
∂
∂q
·
s

(Πo(1)+Πω(1))-

Qω·(1)
s -∑

1

j=0
Γ1-j

s +∑
g

α=1
μα
∂ψα

∂q
(3)

s
=0 (45)

式(45)是三阶非完整系统变加速相对运动的La-

grange方程.
  

由原理(38)和式(43),可得到

 ∂
∂q
··

s

dSr

dt -
3
2
∂Sr

∂q
·
s
-Q(1)

s +
∂
∂q
·
s

(Πo(1)+Πω(1))-

Qω·(1)
s -∑

1

j=0
Γ1-j

s +∑
g

α=1
μα
∂ψα

∂q
(3)

s
=0 (46)

式(46)是 三 阶 非 完 整 系 统 变 加 速 相 对 运 动 的

Nielsen方程.
  

如果受理想一阶非完整约束

ϕα =ϕα(t,qs,q
·
s)=0 (47)

则可将方程(47)求二阶导数,得

ϕ
··

α =∑
n

s=1

∂ϕα

∂q
·
s
q
(3)

s +…=0 (48)

于是虚位移满足

∑
n

s=1

∂ϕα

∂q
·
s
δ(1)

G q
(3)

s =0 (49)

则利用式(49),结合原理(32)、(37)和(38),可得到

一阶非完整系统变加速相对运动的Appell方程

∂S(1)
r

∂q
(3)

s
-Q(1)

s +
∂
∂q
·
s

(Πo(1)+Πω(1))-

Qω·(1)
s -∑

1

j=0
Γ1-j

s +∑
g

α=1
μα
∂ψα

∂q
·
s
=0 (50)

Lagrange方程

 ddt
∂Sr

∂q
··

s
-
1
2
∂Sr

∂q
·
s
-Q(1)

s +
∂
∂q
·
s

(Πo(1)+Πω(1))-

Qω·(1)
s -∑

1

j=0
Γ1-j

s +∑
g

α=1
μα
∂ϕα

∂q
·
s
=0 (51)

以及Nielsen方程

 ∂
∂q
··

s

dSr

dt -
3
2
∂Sr

∂q
·
s
-Q(1)

s +
∂
∂q
·
s

(Πo(1)+Πω(1))-

Qω·(1)
s -∑

1

j=0
Γ1-j

s +∑
g

α=1
μα
∂ϕα

∂q
·
s
=0 (52)

其中μα 为约束乘子.
  

如果约束是二阶的,可作类似分析,此处不再

赘述.

4 结论
  

变加速动力学由于其不仅与非线性动力学以

及混沌现象密切相关,而且在工程技术、日常生活

中都有实际应用,如结构物抗风抗震、车辆乘坐的

舒适度等,同时相对运动处处存在,因此研究变加

速相对运动的高斯原理具有重要意义.文章在文献

[17]的基础上,进一步提出了相对急动度空间的概

念以及理想约束的条件,建立变加速相对运动的广

义高斯原理.定义广义拘束函数,证明变加速相对

运动的广义高斯最小拘束原理.引入相对运动的急

动度能量,导出广义坐标下变加速相对运动的高斯

原理和动力学方程.
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