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摘要 在 Hamilton力学的 Hamel形式下,针对无穷维力学系统的模拟问题提出了一种快速的几何数值积

分算法.首先,引入对偶标架算子,并借此导出约化Poisson括号,所得 Hamilton方程组能够复原 Hamel场

方程及其相容性条件.通过离散Poisson括号结合辛Euler格式和隐式中点格式得到Poisson积分子.其次,

以几何精确梁的运动学模型为例,推导连续和离散情形下的约化Poisson括号和 Hamilton方程组,获得几

何精确梁的Poisson积分子.最后,通过数值仿真验证了该Poisson积分子在保持能量和动量的同时,相较于

Hamel场积分子提升了计算效率.
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Abstract Under
 

the
 

Hamel􀆶s
 

formulism
 

of
 

Hamiltonian
 

mechanics,
 

a
 

fast
 

discrete
 

geometric
 

numerical
 

integration
 

algorithm
 

is
 

proposed
 

for
 

the
 

simulation
 

of
 

infinite-dimensional
 

mechanical
 

systems.
 

First,
 

a
 

dual
 

frame
 

operator
 

is
 

introduced,
 

based
 

on
 

which
 

the
 

reduced
 

Poisson
 

bracket
 

is
 

derived.
  

The
 

resulting
 

Hamiltonian
 

equations
 

recover
 

the
 

Hamel
 

field
 

equations
 

and
 

their
 

compatibility
 

conditions.
 

By
 

combi-
ning

 

the
 

discrete
 

Poisson
 

bracket
 

with
 

the
 

symplectic
 

Euler
 

scheme
 

and
 

the
 

implicit
 

midpoint
 

scheme,
 

a
 

Poisson
 

integrator
 

is
 

constructed.
 

Next,
 

using
 

the
 

geometrically
 

exact
 

beam􀆶s
 

kinematic
 

model
 

as
 

an
 

example,
 

the
 

reduced
 

Poisson
 

bracket
 

and
 

Hamiltonian
 

equations
 

are
 

derived
 

for
 

both
 

continuous
 

and
 

discrete
 

cases,
 

leading
 

to
 

the
 

Poisson
 

integrator
 

for
 

the
 

geometrically
 

exact
 

beam.
 

Finally,
 

numerical
 

simulations
 

demonstrate
 

that
 

the
 

proposed
 

Poisson
 

integrator
 

preserves
 

energy
 

and
 

momentum
 

while
 

sig-
nificantly

 

improving
 

computational
 

efficiency
 

compared
 

to
 

the
 

Hamel
 

field
 

integrator.
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引言
  

几何力学[1-3]是运用几何观点研究力学系统和

场论问题的学科.其中,Hamel形式作为Lagrange
力学的一个版本,是用位形空间上的活动标架来表

示速度分量.使用其目的在于充分利用系统的对称

性或约束特性来简化动力学方程的表述,为其动力

学与控制问题的求解带来方便.Hamel形式能够

适用于场论问题[4],其结合离散Lagrange变分力

学[5]得到的Hamel场积分子[6,7]是一种快速、定性
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准确的数值算法,其已经成功应用于多体动力学与

控制研究和实践[8,9].对于几何精确梁这一实例,已

经证明了其拥有保持离散动量的性质[10].然而,由
于Hamel场方程的相容性条件是作为可积性条件

单独给出的,用于保证 Hamel场方程的解与原

Euler-Lagrange方程的解一致,在离散的过程中没

有理论上和Hamel场方程统一的离散方式[11].
将Hamel形式与 Hamilton力学相结合,Gao

等[12]在有限维位形流形的情形给出了 Hamel方

程的Hamilton形式以及对偶Hamel积分子.场论

Hamel形式是基于协变场论的观点结合活动标架

方法,然 而 使 用 协 变 Poisson括 号 得 到 的 协 变

Hamilton方程组[13]无法复原 Hamel场方程的相

容性条件.在非协变观点下,Chadha等[14-16]给出了

考虑翘曲效应的几何精确梁的Poisson括号形式,

但未实施对称性约化导致其形式过于复杂.Simo
等[17]给出了三维空间弹性力学系统的 Hamilton
结构,包括几何精确梁和几何精确壳模型的物质以

及对流表示.在离散格式方面,Austin等[18]证明了

对于刚体系统,隐式中点格式二阶精确保持Poisson
括号.Demoures等[19]给出了几何精确梁模型的李

群以及李代数积分子,同样未充分利用对称性导致

所获算法实现比较复杂.Giusteri等[20]给出了几何

精确梁的有效算法,但未给出相应算法的理论.
  

本 文 在 Hamilton 力 学 框 架 下,通 过 推 导

Hamel形式下的Poisson括号所得 Hamilton方程

组能够复原 Hamel场方程及其相容性条件,由此

通过离散Poisson括号得到Poisson积分子.首先,

本文回顾场论Hamel形式,引入对偶标架算子,在
此基础上计算得到相应的Poisson括号,由此得到

的Hamilton方程组对应 Hamel场方程及其相容

性条件,进而对两者给出统一的数值格式.接着对

于几何精确梁[21]这一经典算例推导连续方程以及

其Poisson积分子,并给出相应的数值结果,说明

上述数值格式在不损失保结构特性的同时提高了

计算效率.

1 Hamilton系统的Hamel形式

1.1 标架算子[4]及其对偶
  

考虑时空可分[22]的底空间B= ×S⊂ n+1上

的纤维丛E.记πBE:E→B 为丛投影,S=Γ(πBE)

为光滑截面空间,其模型向量空间为 WΓ,纤维流

形为F.令x0=t表示时间分量,xi 表示空间S 的

坐标分量,其中i=1,2,…,n.
  

设D 为B 的带边开子流形,取位形空间为其

上的光滑局部截面空间  .给定ϕ∈ ,标架算子

Ψϕ:WΓ →TϕS (1)
  

为光滑依赖于ϕ的有界可逆线性算子,其逆 Ψ-1
ϕ

也为光滑有界可逆线性算子.利用对偶关系定义对

偶标架算子

Φϕ =(Ψ*
ϕ )

-1:W *
Γ →T*

ϕS (2)
  

对于任意的ξ∈WΓ,Ψϕξ 是ϕ 处的一个切向

量,取这些切向量的不交并可得  上的向量场

Ψξ=||-
ϕ∈ 

Ψϕξ (3)
  

此处X( ),表示  上的向量场空间.X( )上
的Jacobi-Lie括号可以诱导WΓ 上的Lie括号[·,
·]ϕ:WΓ×WΓ→WΓ 为

[ξ,η]ϕ =Ψ-1
ϕ [Ψξ,Ψη](ϕ),∀ξ,η∈WΓ (4)

  

定义对偶括号[·,·]*ϕ :WΓ×W *
Γ→W *

Γ 为

<[ξ,α]*ϕ ,η>=<α,[ξ,η]ϕ>,∀α∈W *
Γ (5)

此处<·,·>为W*
Γ 与WΓ 的配对.记WF 为纤维流

形F 的模型向量空间,引入WF-
值1-形式ξ为

ξ=Ψ-1
ϕ dϕ (6)

  

令Ω1(D,WF)为D 上WF 值1-形式空间,此时前

述Lie括号可诱导出[·,·]ϕ:Ω
1(D,WF)×WΓ

→Ω1(D,WF)满足

[ξ,η]ϕ(V)= [ξ(V),η]ϕ,∀η∈WΓ,V∈X(B)
(7)

此处X(B)为B 上向量场全体.令ϕt 和ϕi(i=
1,...,n)分别表示ϕ∈ 的时间和空间变化率,则其

全微分可以表示为dϕ=ϕt
 dt+d0ϕ,其中d0ϕ:=

∑n
i=1ϕidxi 定义为ϕ 对于空间变量的全微分.对于

ϕ 的竖直变分δϕ∈Tϕ ,其定义了E 上的竖直向量

场,即对于参数曲线ϕλ∈ 有

δϕ(x)=
∂
∂λ λ=0

ϕλ(x)∈Vϕ(x)E,∀x∈D (8)
  

其中VE=ker(TπBE)为切丛TE 的竖直子丛.

1.2 Hamel形式下的Poisson括号
  

在活动标架下,引入前述变量的非物质版本,
定义非物质速度ζ、非物质应变γ 以及非物质变分

η为:

ζ=Ψ-1
ϕϕt,γ=Ψ-1

ϕ d0ϕ,η=Ψ-1
ϕδϕ. (9)
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由计算易得

δγ=-Ψ-1
ϕiΨϕηdΨϕγ+Ψ-1

ϕδ(ϕi)dxi, (10)

d0η=-Ψ-1
ϕiΨϕγidΨϕηdx

i+Ψ-1
ϕ∂i(δϕ)dx

i

(11)

  

其中γi= Ψ-1
ϕϕi.由于δ(ϕi)= (δϕ)i,可得变分公式

δγ-d0η=-Ψ-1
ϕiΨϕηdΨϕγ+Ψ-1

ϕiΨϕγidΨϕηdx
i

=Ψ-1
ϕ [Ψϕγ,Ψϕη]ϕ =[γ,η]ϕ (12)

  

这里采用无穷维力学系统的观点,以下仍用  

记定义在空间域D∩S 上截面全体,ϕ 为其上的运

动曲线.令L=L(ϕ,ϕt)表示Lagrange函数,对于

弹性力学系统,ϕ 即为形变映射.由于客观性[22]的

存在,可以将势能部分对ϕ 的依赖局部上转变为对

形变梯度dϕ 的依赖[17].于是Lagrange函数在活

动标架下可以表示为l=l(γ,ζ).接下来引入动量

μϕ =
δL
δϕt

(13)
  

并在对偶标架下,定义非物质动量

μ=Φ-1
ϕμϕ =Φ-1

ϕ
δL
δϕt

(14)
  

于是相应Hamilton函数可以表示为h(γ,μ)=
H(ϕ,μϕ).对于变分公式同理可得

δμ=-Φ-1
ϕiΨϕηdΦϕμ+Φ-1

ϕδμϕ (15)
  

在正则坐标下,Marsden等[13]给出了T*  上

的Poisson括号,对于任意F,G∈􀰲(T*  )有

{F,G}=<δFδϕ,δGδμϕ>-<δGδϕ,δFδμϕ> (16)
  

其中对偶括号为T*
ϕ  与T*

ϕ  间的配对.为得到约

化后的形式,对f(γ,μ)=F(ϕ,μϕ)边求固定端点

变分,结合分部积分公式以及变分公式(12)和公式

(15)有

LHS=δf(γ,μ)=<δfδγ,δγ>+<δμ,δfδγ>
 =<δfδγ,d0η+[γ,η]ϕ>+
  <-Φ-1

ϕiΨϕηdΦϕμ+Φ-1
ϕδμϕ,

δf
δμ>

 =<-Φϕdiv0
δf
δγ +Φϕ γ,δfδγ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

ϕ

,δϕ>+
  <δμϕ,Ψϕ

δf
δμ>+<Φϕμ,iΨϕηdΨϕ

δf
δμ  >

 =<-Φϕdiv0
δf
δγ +Φϕ γ,δfδγ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

ϕ

,δϕ>-

  <iΨϕδf
δμ
dΦϕμ+ Ψϕ

δf
δμ
,Φϕμ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

ϕ

,δϕ>+
  <δμϕ,Ψϕ

δf
δμ> (17)

RHS=δF(ϕ,μϕ)=<δFδϕ,δϕ>+<δμϕ,
δF
δμϕ>
(18)

其中δf
δγ
,∈Ω1(D,WF)*,即D 上WF 值1-形式

空间的对偶空间,且div0
δf
δγ

由

<div0δfδγ,η>=div<δfδγ,η>-<δfδγ,d0η> (19)
  

给出.最后由变分基本定理可得变分关系

δF
δϕ

=-Φϕdiv0
δf
δγ +Φϕ γ,δfδγ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

ϕ
-

 iΨϕ δf
δμ  dΦϕμ- Ψϕ

δf
δμ
,Φϕμ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

ϕ

(20)

δF
δμϕ

=Ψϕ
δf
δμ

(21)
  

在活动标架下,代入变分关系式(20)和(21)可
得约化Poisson括号

{f,g}=<δFδϕ,δGδμϕ>-<δGδϕ,δFδμϕ>
=<δfδγ,d0δgδμ + γ,δgδμ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

ϕ
>+

<δg
δμ
,μ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

ϕ
+div0

δg
δγ - γ,δgδγ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

ϕ

,δf
δμ> (22)  

其中g(γ,μ)=G(ϕ,μϕ).代入Hamilton方程组

f
·
={f,h}=<δfδγ,γ·>+<μ·,δfδμ> (23)

  

最后比较可得

γ· =d0
δh
δμ

+ γ,δhδμ
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

ϕ

(24)

μ
·
=

δh
δμ
,μ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

ϕ
+div0

δh
δγ- γ,δhδγ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

ϕ

(25)
  

在经典场论中,动能一般表示为场的时间导数的二

次型,且能量对动量的导数为场的时间导数.此时

式(25)对应文献[9]中的 Hamel场方程,而式(24)

对应相容性条件.

2 Poisson积分子
  

为简单起见,考虑空间维数n=1的情形.首先

对空间部分进行离散,设空间网格数为J+1,步长
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为Δs.在离散情形中,记{ϕi=ϕj(t)}Jj=0 为C∞( ,

F)中的序列,且离散动量和离散应变为

μj∈ ∞( ,WF),
 

j=0,…,J (26)

γ
j+

1
2
∈ ∞( ,WF),

 

j=-1,…,J (27)
  

于是t时刻的状态变量可以表示为

z(t)=(γ-
1
2
,…,γ

j-
1
2
,μj,γj+

1
2
,…,γ

J+
1
2
)

(28)

  

其中γ
-
1
2

和γ
J+

1
2

由边界条件给出,这里不妨设为

0.由离散变分公式[9]

 δγ
j+
1
2
=
1
Δs
(ηj+1-ηj)+ γ

j+
1
2
,1
2 ηj+1+ηj  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁
(29)

δμj =-Φ-1
ϕjiΨϕjηj

dΦϕjμj +Φ-1
ϕjδμϕ  j (30)

  

结合离散变分原理可得离散变分关系

 Ψ*
ϕj

δF
δϕj

=-
1
Δs

δf
δγ

j+
1
2

-
δf

δγ
j-

1
2

  +
1
2 γ

j+
1
2
,δf
δγ

j+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

+ γ
j-

1
2
,δf
δγ

j-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

  -
Φ-1

ϕjiΨϕj
δf
δμj
  dΦϕjμj -Φ-1

ϕj Ψϕj

δf
δμj

,Φϕjμj
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

(31)

δF
δ(μϕ)j

=Ψϕj

δf
δμj  (32)

  

故离散约化Poisson
 

括号为

f,h  d =∑
J-1

j=0
<δf
δγ

j+
1
2

,1
Δs

δh
δμj+1

-
δh
δμj  >+

 ∑
J-1

j=0
<δf
δγ

j+
1
2

,γ
j+

1
2
,1
2

δh
δμj+1

+
δh
δμj  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 >+
 ∑

J-1

j=1
<1Δs δh

δγ
j+

1
2

-
δh

δγ
j-

1
2

  ,δfδμj>-
 ∑

J-1

j=1
<12 γ

j+
1
2
,δh
δγ

j+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δμj>-

 ∑
J-1

j=1
<12 γ

j-
1
2
,δh
δγ

j-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δμj>-

 <1Δs δh
δγ

J-
1
2

+
1
2 γ

J-
1
2
,δh
δγ

J-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δμJ>-

 <1Δsδh
δγ1

2

+
1
2 γ1

2
,δh
δγ1

2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δμ0>+

 ∑
J

j=0
<δh
δμj

,μj
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δμj> (33)

  

同理得空间离散的Hamilton方程组

 μ
·
j=

1
Δs

δh
δγ

j+
1
2

-
δh

δγ
j-
1
2

  -12 γ
j+
1
2
,δh
δγ

j+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

+ 
 γ

j-
1
2
,δh
δγ

j-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

 + δh
δμj

,μj
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

(34)

γ
·

j+
1
2
=
1
Δs

δh
δμj+1

-
δh
δμj  +

  γ
j+

1
2
,1
2

δh
δμj+1

+
δh
δμj  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (35)
  

设时间网格数为 N +1,步长为Δt.记
 

{ϕn
j =

ϕj(tn)}n=0,…,N
j=0,…,J ,对于μn

j、
 

γn
j+1 等同理.对于刚体系

统,Austin等[18]证明了隐式中点格式二阶精确保

持Poisson括号.在此基础上,为避免像李群变分

积分子[19,23]或
 

Giusteri等[20]一样求解大型线性方

程组,结合辛Euler格式
 [24]可得如下数值格式

1
Δt
(μn+1

j -μn
j)=

1
Δs

δh
δγn

j+
1
2

-
δh

δγn
j-
1
2

  -
 12

γn
j+
1
2
,δh
δγn

j+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 *

+ γn
j-
1
2
,δh
δγn

j-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 *

  +
 1
2

δh
δμn+1

j
+

δh
δμn

j  ,12(μn+1
j +μn

j)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 *

,

1
Δtγn+1

j+
1
2
-γn

j+
1
2

  =
1
Δs

δh
δμn+1

j+1
-

δh
δμn+1

j  +
 1
2γn+1

j+
1
2
+γn

j+
1
2

  ,12
δh

δμn+1
j+1

+
δh

δμn+1
j  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

(36)

3 几何精确梁的动力学模型及其Poisson积

分子

  

在几何精确梁的动力学模型[21]中,首先引入

右手正交标架{O,E1,E2,E3},称为参考标架.在
参考标架下,初始时梁的中轴线位于E2 轴上.假
设梁的截面做刚体运动.

  

考虑底空间B=ℝ×[0,1]上的主丛E=B×
G,丛投影为πBE:E→B,纤维流形等于结构群G=
SE(3),其中l为梁长.于是梁的位形空间为丛的

光滑截面空间  =C∞(B,E).此外由于李群SE(3)

的李代数se(3)同构于ℝ6,后文中将默认使用这一

关系.
  

对于几何精确梁模型,通过标架算子 Ψ 的选

取可实现Lie-Poisson约化[25].在活动标架下定义

非物质速度以及非物质应变为

ζ=Ψ-1
ggt=g-1gt (37)

γ=Ψ-1
ggs =g-1gs -e2 (38)

21
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其中e2=(0,E2)为ℝ6 中的单位向量.几何精确梁

的Lagrange函数具有SE(3)不变性,可以表示为

l(ζ,γ)=
1
2
<D1ζ,ζ>-

1
2
<D2γ,γ> (39)

  

其中<·,·>为L2 配对,D1 和D2 为与梁的材料

有关的常正定矩阵[9].由Legendre变换μ=(δl)/
(δζ),Hamilton函数可以表示为

h(γ,μ)=
1
2
<μ,D-1

1μ>+
1
2
<D2γ,γ> (40)

  

由计算易得约化Poisson括号为

f,h  =<δfδγ,∂sδhδμ+ γ+e2,
δh
δμ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

g
>+

 <δfδμ,∂sδhδγ- γ+e2,
δh
δγ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

g
+

δh
δμ
,μ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

g
>
(41)

  

最后代入约化Hamilton函数可得

δh
δμ

=D-1
1μ=ζ, 

δh
δγ=D2γ (42)

  

于是对应的Hamilton方程组为

γ
·
=∂sζ+[γ+e2,ζ]g (43)

μ
·
=[ζ,μ]*g +∂s(D2γ)-[γ+e2,D2γ]*g

(44)

  

与文[9]中结果一致.给定边界条件

D2γ(0)=D2γ(l)=0 (45)
  

设时间和空间步长分别为Δt和Δs,时间和空

间网格数分别为N+1和J+1.令

zn =(γn
-
1
2
,…,γn

j-
1
2
,μn

j,γn
j+
1
2
,…,γn

J+
1
2
)(46)

  

表示t=tn 时刻的状态变量,其中离散非物质动量

和离散非物质应变为

μn
j ∈ 6,

 

j=0,…,J (47)

γn
j+
1
2
∈ 6,

 

j=-1,…,J (48)
  

离散约化Hamilton函数可以表示为

hn =h(γn)=∑
J

j=0

1
2
<μn

j,D-1
1μn

j>+

 ∑
J

j= -1

1
2
<D2γn

j+
1
2
,γn

j+
1
2
> (49)

  

由计算可得离散约化Poisson括号为

{f,h}d =∑
J-1

j=0
<δf
δγ

j+
1
2

,1
Δs

δh
δμj+1

-
δh
δμj  +

γ
j+

1
2
+e2,

1
2

δh
δμj+1

+
δh
δμj  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 >-
∑
J

j=0
<- 1Δs δh

δγ
j+

1
2

-
δh

δγ
j-

1
2

  ,δfδμj>-

∑
J

j=0
<12 γ

j+
1
2
+e2,

δh
δγ

j+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

+ 
γ

j-
1
2
+e2,

δh
δγ

j-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

 ,δfδμj>+
<1Δsδh

δμ0
-
1
2 γ

-
1
2
+e2,

δh
δμ0

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δγ

-
1
2
>-

<1Δsδh
δμJ

+
1
2 γ

J+
1
2
+e2,

δh
δμJ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δγ

J+
1
2
>+

∑
J

j=0
<δh
δμj

,μj
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δμj> (50)

  

故空间离散的Hamilton方程组(34)与(35)表示为

 μ
·
j =
1
Δs

δh
δγ

j+
1
2

-
δh

δγ
j-

1
2

  + δh
δμj

,μj
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

-

1
2 γ

j+
1
2
+e2,

δh
δγ

j+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

+γ
j-
1
2
+e2,

δh
δγ

j-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

  
(51)

γ
·

j+
1
2
=
1
Δs

δh
δμj+1

-
δh
δμj  +

 γ
j+

1
2
+e2,

1
2

δh
δμj+1

+
δh
δμj  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (52)
  

与式(36)对应的数值格式如下

1
Δtμn+1

j -μn
j  =

1
Δs D2γn

j+
1
2
-D2γn

j-
1
2

  +

 1
2ζn+1

j +ζn
j  ,12 μn+1

j +μn
j  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

-

 12
([γn

j+
1
2
+e2,D2γn

j+
1
2
]* +

 [γn
j-
1
2
+e2,D2γn

j-
1
2
]*) (53)

1
Δtγn+1

j+
1
2
-γn

j+
1
2

  =
1
Δsζn+1

j+1-ζn+1
j  +

1
2 γn+1

j+
1
2
+γn

j+
1
2
+2e2  ,12ζn+1

j+1+ζn+1
j  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

(54)

  

在得到某一时刻的离散非物质动量后,通过

Cayley变换[26]重构梁的位形,即

gn+1
j ≈gn

jcayΔtD-1
1μn

j  

  =gn
jI4-

Δt
2D-1

1μn
j  

-1

I4+
Δt
2D-1

1μn
j  
(55)

  

其中I4 为四阶单位矩阵.
综上结合边界条件(45)可以得到数值算法如下:

Algorithm
 

1 几何精确梁的Poisson积分子

Input:
  

迭代次数T;
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初始离散非物质动量集合{μ0
J}Jj=0;

  

初始离散非物质应变集合{γ0
j+1/2}Jj=0;

Output:
  

梁的位形{gn
j}n=1,…,T,j=0,…,J

1:for
 

each
 

n∈[1,T]do
2: for

 

each
 

j∈[0,J]do
3:  使用Newton法求解非线性方程组(53)

4: end
 

for
5: for

 

each
 

j∈[0,J]do
6:  求解线性方程组(54)

7: end
 

for
8: 使用Cayley变换恢复该时刻节点处梁的位形

{gn
j}Jj=0

9:end
 

for

4 数值仿真
  

考虑不受外力作用的几何精确梁,即使用自由

边界条件

γn
-
1
2
=γn

J+
1
2
=0,

 

∀n=0,…,N (56)
  

取时间步长为0.0001
 

s,空间网格数为101.
初始离散非物质动量与应变为

μ0
j = 0,0,0,a2ρsin

jπ
100  ,a2ρ,0    

100

j=0
,

γ0

j+
1
2
=(-1,0,0,0,0,0)  99j=0

  

其中梁的参数[9]如表1所示.

表1 梁的参数

Table
 

1 Beam
 

parameters

名称 符号 值

梁长 l 2π/3

横截面边长 a 0.1

密度 ρ 1000

杨氏模量 E 10
 

000
 

000

泊松比 ν 0.35
  

数值结果如图1~3所示.
从图1可以看出,使用上述数值格式能够将梁

的总能量保持在振动幅度为1的范围内.图2和图

3则说明以上数值格式具有在0.0001精度下保持

线动量和角动量的性质.这两条性质与几何精确梁

的Hamel场变分积分子[9]差异不大.经过格式对

比发现,从半离散格式的角度来看,以上数值格式

相当于将Hamel场变分积分子中关于时间的梯形

格式变成了中点格式.这样做的好处是能够减少数

值格式中括号项的格式从而减少计算量.

图1 动能、势能和总能量

Fig.1 Kinetic,
 

potential
 

and
 

total
 

energy

图2 线动量

Fig.2 Linear
 

momentum

图3 角动量

Fig.3 Angular
 

momentum
    

在比较以上两种数值格式的计算效率时,使用

MATLAB和Python这两种语言编程.由表2,在
相同计算资源条件下比较两种数值格式迭代1000
个时间步长所用计算时间,发现以上数值格式在计

算效率上分别提升了3.22%(MATLAB)和14.49%
(Python).

综上所述,以上数值格式在保持保结构特性的

同时一定程度上提升了计算效率.
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表2 1
 

000次迭代所用计算时间

Table
 

2 Computation
 

time
 

for
 

1
 

000
 

iterations

方法 Poisson积分子 Hamel积分子

MATLAB 13.5543
 

s 14.0054
 

s

Python 15.9470
 

s 18.6285
 

s

5 结论
  

本文对具对称性的无穷维Hamilton系统使用

活动标架实现Lie-Poisson约化,对于几何精确梁

这一实例得到了能够复原 Hamel场方程及其相容

性条件的Hamliton方程组.由此提出几何精确梁

的Poisson积分子,并且通过数值仿真说明该算法

具有保持能量、动量的特点.相较于传统的 Hamel
场积分子[9],这里采用无穷维动力系统观点,同时

离散Hamel方程及其相容性条件,得到一致的离

散格式.
  

通过对几何精确梁的数值仿真,说明该算法在

保持能量以及动量的同时提高了计算效率.下一步

将把此算法推广到空间高维场论以及多物理场的

情形.
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附录

A:
 

离散
 

Poisson
 

括号计算
  

由离散变分公式(29)和(30),有

∑
J

j=0
<δFδϕj

,δϕj>+∑J
j=0
<δ(μϕ)j,

δF
δμϕ  j

>=∑J-1

j=0
<δfδγ

j+
1
2

,δγ
j+

1
2
>+∑J

j=0
<δμj,

δf
δμj>

 =∑
J-1

j=0
<δfδγ

j+
1
2

,1
Δsηj+1-ηj  + γ

j+
1
2
,1
2ηj+1+ηj  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 >+∑J
j=0
<-Φ-1

ϕjiΨϕjηj
dΦϕjμj+Φ-1

ϕjδ(μϕ)j,
δf
δμj>

 =∑
J-1

j=1
<- 1Δs δf

δγ
j+

1
2

-
δf

δγ
j-

1
2

  +12 γ
j-

1
2
,δf
δγ

j-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

+ γ
j+

1
2
,δf
δγ

j+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

  ,ηj>+<1Δs δf
δγ

J-
1
2

+

 12 γ
J-

1
2
,δf
δγ

J-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,ηJ>+<-1Δsδf
δγ  1

2

+
1
2 γ1

2
,δf
δγ  1

2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,η0>+∑J
j=0
<-iΨϕjηjdΦϕjμj,Ψϕj

δf
δμj>+

 ∑
J

j=0
<δ(μϕ)j,Ψϕj

δf
δμj
>=∑J-1

j=1
<-1Δs δf

δγ
j+
1
2

-
δf

δγ
j-
1
2

  +12 γ
j-
1
2
,δf
δγ

j-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

+γ
j+
1
2
,δf
δγ

j+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

  ,ηj>+
 <1Δs δf

δγ
J-

1
2

+
1
2 γ

J-
1
2
,δf
δγ

J-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,ηJ>+<- 1Δsδf
δγ  1

2

+
1
2 γ1

2
,δf
δγ  1

2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,η0>+

 ∑
J

j=0
<-Φ-1

ϕjiΨϕj
δf
δμj

dΦϕjμj -Φ-1
ϕj Ψϕj

δf
δμj

,Φϕjμj
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,ηj>+∑J
j=0
<δ(μϕ)j,Ψϕj

δf
δμj>

  

其中最后一个等号由分部积分公式以及式(12),边界积分项为零,即

<-iΨϕjηj
dΦϕjμj,Ψϕj

δf
δμj>=<Φϕjμj,iΨϕjηj

dΨϕj

δf
δμj>=<Φϕjμj,iΨϕj

δf
δμj

dΨϕjηj - Ψϕj

δf
δμj

,Ψϕjηj
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 >
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 =<-i
Ψϕj

δf
δμj

dΦϕjμj,Ψϕjηj>-<Ψϕj

δf
δμj

,Φϕjμj
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,Ψϕjηj>
 =<-Φ-1

ϕjiΨϕj
δf
δμj

dΦϕjμj -Φ-1
ϕj Ψϕj

δf
δμj

,Φϕjμj
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,ηj>
  

由变分基本定理,有
 

Ψ*
ϕj

δF
δϕj

=-
1
Δs

δf
δγ

j+
1
2

-
δf

δγ
j-

1
2

  +12 γ
j+

1
2
,δf
δγ

j+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

+ γ
j-

1
2
,δf
δγ

j-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

  -Φ-1
ϕjiΨϕj

δf
δμj
  dΦϕjμj -

 Φ-1
ϕj Ψϕj

δf
δμj

,Φϕjμj
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,j=1,…,J-1,

Ψ*
ϕJ

δF
δϕJ

=
1
Δs

δf
δγ

J-
1
2

+
1
2 γ

J-
1
2
,δf
δγ

J-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

-Φ-1
ϕJiΨϕJ

δf
δμJ
  dΦϕJμJ -Φ-1

ϕJ ΨϕJ

δf
δμJ

,ΦϕJμJ
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,

Ψ*
ϕ0

δF
δϕ0

=-
1
Δs

δf
δγ1

2

+
1
2 γ1

2
,δf
δγ1

2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

-Φ-1
ϕ0iΨϕ0

δf
δμ0
  dΦϕ0μ0-Φ-1

ϕ0 Ψϕ0

δf
δμ0

,Φϕ0μ0
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,

δF
δ(μϕ)j

=Ψϕj

δf
δμj  

  

代入
 

Poisson
 

括号可得

 {f,h}=∑
J

j=0
<δFδϕj

,δH
δ(μϕ)j>-<δH

δϕj

,δF
δ(μϕ)j>=∑

J-1

j=1
<- 1Δs δf

δγ
j+

1
2

-
δf

δγ
j-

1
2

  +
 12 γn

j+
1
2
,δf
δγ

j+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

+ γ
j-

1
2
,δf
δγ

j-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

  ,δhδμj>+<1Δs δf
δγ

J-
1
2

+
1
2 γ

J-
1
2
,δf
δγ

J-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δh
δμJ>+

 <- 1Δsδf
δγ1

2

+
1
2 γ1

2
,δf
δγ1

2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δh
δμ0>+∑

J

j=0
<-Φ-1

ϕjiΨϕj
δf
δμj
  dΦϕjμj-Φ-1

ϕj Ψϕj

δf
δμj

,Φϕjμj
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δh
δμj>-

 ∑
J-1

j=1
<- 1Δs δh

δγ
j+

1
2

-
δh

δγ
j-

1
2

  +12 γn
j+
1
2
,δh
δγ

j+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

+ γ
j-

1
2
,δh
δγ

j-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

  ,δfδμj>-<1Δs δh
δγ

J-
1
2

+

 12 γ
J-

1
2
,δh
δγ

J-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δμJ>-<- 1Δsδh

δγ1
2

+
1
2 γ1

2
,δh
δγ1

2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δμ0>-∑

J

j=0
<-Φ-1

ϕjiΨϕj
δh
δμj
  dΦϕjμj -

 Φ-1
ϕj Ψϕj

δh
δμj

,Φϕjμj
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δμj>

=∑
J-1

j=0
<δf
δγ

j+
1
2

,1
Δs

δh
δμj+1

-
δh
δμj  + γ

j+
1
2
,1
2

δh
δμj+1

+
δh
δμj  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 >+∑J
j=0
<Φϕjμj,iΨϕj

δf
δμj
  dΨϕj

δh
δμj

-

 Ψϕj

δf
δμj

,Ψϕj

δh
δμj

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 >-∑J-1

j=1
<-1Δs δh

δγ
j+
1
2

-
δh

δγ
j-
1
2

  +12 γn
j+
1
2
,δh
δγ

j+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

+γ
j-
1
2
,δh
δγ

j-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

  ,δfδμj>-
 <1Δs δh

δγ
J-

1
2

+
1
2 γ

J-
1
2
,δh
δγ

J-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δμJ>-<- 1Δsδh

δγ1
2

+
1
2 γ1

2
,δh
δγ1

2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δμ0>-

 ∑
J

j=0
<Φϕjμj,iΨϕj

δh
δμj
  dΨϕj

δf
δμj

- Ψϕj

δh
δμj

,Ψϕj

δf
δμj

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 >
=∑

J-1

j=0
<δf
δγ

j+
1
2

,1
Δs

δh
δμj+1

-
δh
δμj  + γ

j+
1
2
,1
2

δh
δμj+1

+
δh
δμj  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 >-∑J-1

j=1
<- 1Δs δh

δγ
j+

1
2

-
δh

δγ
j-

1
2

  +
 12 γn

j+
1
2
,δh
δγ

j+
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

+ γ
j-

1
2
,δh
δγ

j-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

  ,δfδμj>-<1Δs δh
δγ

J-
1
2

+
1
2 γ

J-
1
2
,δh
δγ

J-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δμJ>-

 <- 1Δsδh
δγ1

2

+
1
2 γ1

2
,δh
δγ1

2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δμ0>+∑

J

j=0
<δh
δμj

,μj
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *

,δf
δμj>
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