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摘要 振动共振现象在弱信号检测和能量采集等领域具有重要应用价值,然而现有工作多集中于对称双稳

系统或线性耗散情形.为此,本文研究了双频信号驱动下具有非线性耗散项的非对称双稳系统中的振动共

振现象.
 

运用快慢变量分离法得出系统在低频处的响应幅值.
 

根据响应幅值的解析表达式,研究了双频周

期信号的参数、非线性耗散参数和非对称参数对振动共振现象的影响.
 

结果表明:非线性耗散系数的增大会

使系统发生更弱的振动共振现象;在含有非线性耗散项的系统中,非对称参数的变化可以改变振动共振的

形态,对称的双稳系统会发生双共振,而非对称的双稳系统发生单共振;非对称参数不影响共振发生的位

置,但是能够减弱响应幅值;理论预测与数值模拟结果吻合较好,验证了理论分析的有效性.
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Abstract The
 

phenomenon
 

of
 

vibrational
 

resonance
 

holds
 

significant
 

application
 

value
 

in
 

weak
 

signal
 

de-
tection

 

and
 

energy
 

harvesting.
 

However,
 

existing
 

studies
 

predominantly
 

focus
 

on
 

symmetric
 

bistable
 

systems
 

or
 

linear
 

dissipation
 

scenarios.
 

To
 

address
 

this
 

gap,
 

this
 

paper
 

investigates
 

vibrational
 

resonance
 

(VR)
 

in
 

an
 

asymmetric
 

bistable
 

system
 

with
 

nonlinear
 

dissipation,driven
 

by
 

biharmonic
 

forces
 

at
 

two
 

different
 

frequencies.
 

The
 

fast
 

and
 

slow
 

variable
 

separation
 

method
 

is
 

applied
 

to
 

derive
 

the
 

response
 

am-
plitude

 

of
 

the
 

system
 

at
 

low
 

frequencies.
 

Moreover,based
 

on
 

the
 

analytical
 

expression
 

of
 

the
 

response
 

amplitude,the
 

effects
 

of
 

the
 

dual-frequency
 

periodic
 

signal,the
 

nonlinear
 

dissipation
 

and
 

the
 

asymmetric
 

parameter
 

on
 

the
 

VR
 

are
 

investigated.
 

The
 

results
 

indicate
 

that,first,the
 

larger
 

the
 

nonlinear
 

dissipation
 

factor,the
 

weaker
 

the
 

VR
 

of
 

the
 

system
 

occurs.
 

Second,for
 

the
 

systems
 

with
 

nonlinear
 

dissipative
 

term,
tuning

 

the
 

asymmetric
 

parameter
 

can
 

change
 

the
 

shape
 

of
 

the
 

VR,that
 

is,the
 

symmetric
 

bistable
 

systems
 

emerge
 

the
 

double
 

resonance,and
 

the
 

asymmetric
 

bistable
 

systems
 

have
 

the
 

single
 

resonance.
 

Third,the
 

asymmetric
 

parameter
 

does
 

not
 

influence
 

the
 

location
 

of
 

the
 

VR,but
 

it
 

can
 

weaken
 

the
 

response
 

ampli-
tude.

 

Finally,the
 

theoretical
 

predictions
 

are
 

in
 

good
 

agreement
 

with
 

the
 

numerical
 

simulation
 

results,
verifying

 

the
 

validity
 

of
 

the
 

theoretical
 

analysis.
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引言
  

共振作为自然界最重要的现象之一,通常是指

外界周期性激励与系统固有频率相匹配时,系统响

应幅值明显增大的现象.根据外部驱动力性质和匹

配方式,共振会表现出多种形式,如随机共振、参数

共振、相干共振、混沌共振和振动共振等[1-4].其中,
随机共振是由噪声引起的共振,通过调节噪声强度

使待处理信号中的有用信号与噪声产生协同作用,

从而 放 大 低 频 信 号[2,3].2000 年,Landa和 Mc-
Clintock受随机共振的启发,将随机共振中的噪声替

换为高频信号,发现了一种新的动力学现象———振

动共振(vibrational
 

resonance,VR)[5].振动共振是指

在双频信号激励下,非线性系统在低频信号处的响

应幅值随着高频信号的幅值的调节而增大的现象.
继Landa和 Mcclintock[5]提出振动共振的定

义后,Gitterman等[6]用快慢变量分离法给出了振

动共振相关原理的证明.2003年,Chizhevsky等[7]

在双稳态垂直腔激光系统中用实验证明了振动共

振现象是真实存在的.特别地,与随机共振相比,振
动共振中的高频信号是确定的,更易于控制.因此,

振动共振现象在通信工程[8]、神经系统科学[9]、激光

物理[10]、声学[11]等领域有着十分广泛的应用,同时

引起了国内外众多学者的关注.到目前为止,学者们

已经在单稳系统[12]、双稳系统[13,14]、多稳系统[15]、时
滞系统[16]和复杂网络系统[17]中研究了双频信号驱

动的振动共振.研究结果揭示了高频信号、时滞和非

对称性等参数对系统振动共振的诱导和控制.
  

然而,在非线性系统中研究非线性耗散项(阻
尼系数的非线性)对振动共振的影响较少.事实上,

许多电气、生物等非线性系统中的非线性可能以多

种形式出现,出现较多的是非线性阻尼和耗散项.
非线性耗散项会影响系统的动力学行为,比如改变

系统平衡点的稳定性,在某些参数体系中系统产生

极限环或引起分岔序列、混沌等.此外,具有非线性

耗散项的系统对给定激励的响应通常可以近似为

等效线性系统的响应,这种非线性系统的“拟线性”
模型隐含在许多分析方法中,具有普遍性,在许多

工程和生物系统的动态响应的研究工作中有广泛

的应用[18].因此研究非线性耗散项对振动共振现

象的影响值得进一步探索.2016年,Roy-Layinde
等[19]研究了非线性系统中具有非线性耗散项的双

流体等离子体模型的振动共振现象,发现随着高频

周期信号幅值的增加非线性耗散项会增强响应幅

值,并根据有效等离子体势和有效非线性耗散项确

定了等离子体模型中振动共振现象的来源.2017
年,Roy-Layinde等[20]研究了周期势系统中非线性

耗散项对振动共振现象的影响.他们发现非线性耗

散参数的变化可以增强响应幅值,并且证明了改变

耗散项和系统势能两者共有的参数可以诱导振动

共振的发生.与上述研究主要关注的对称势系统不

同,2021年,Kolebaje等[21]研究了非对称Toda系

统中非线性耗散项对振动共振现象的影响,发现该

系统在恒定耗散项下不发生振动共振,而具有非线

性耗散项的非对称Toda系统在高频信号激励下

可以发生多次振动共振.因此,考虑非线性耗散项

和非对称参数在系统振动共振中的共同作用是有

必要的.
  

鉴于以上分析可知,之前的研究仅在非对称

Toda系统中分析非线性耗散项对系统振动共振的

影响,其中可积Toda势是极为特殊的非对称单稳

势函数,适用范围较小.考虑到非对称双稳系统是

一种较为简单的非线性系统,当系统受到信号激励

时,双稳系统可以在两个稳态之间切换,有效地吸

收和分散振动能量,从而实现对振动共振的有效控

制.此外,非对称性的改变会导致系统势阱的变化,

改变势阱的深度和最小值的位置,影响振动共振的

发生.因此,本文聚焦于非对称双稳系统,将非线性

耗散项引入该模型,研究非线性耗散项对非对称双

稳系统的振动共振现象的影响.

1 模型
  

本文研究的模型是一个具有非线性耗散项的

非对称双稳态系统,其广义无量纲形式为

d2x
dt2

+γ(x)dxdt+
dV(x)
dx =Fcosωt+GcosΩt

(1)

系统的势函数为

V(x)=-
x2

2 +
x4

4 +rx (2)
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当非对称参数r=0时,V(x)代表一个对称势

阱;当r≠0时,V(x)代表一个非对称双稳势阱.
图1展示了非对称参数r取不同值时,势函数V(x)
的图像.从图中可以看出当r 增加时,左边的势阱

下降,右边的势阱上升[13].
非线性耗散项γ(x)的形式为

γ(x)=ε(1+x2) (3)

其中ε表示系统的非线性耗散系数.
将方程(2)和(3)代入方程(1),该系统的运动

方程可表示为

x··+ε(1+x2)x· -x+x3+r
 =Fcosωt+GcosΩt (4)

在方程(4)中,x、x·、x·· 分别表示系统在时刻t
的空间坐标、摩擦力项和惯性项.此外,Fcosωt为

低频信号,其中F 和ω 分别为低频信号的幅值和

频率;GcosΩt为高频信号,其中G 和Ω 分别为高

频信号的幅值和频率,两个输入信号的频率之间满

足关系式ω≪Ω 且低频信号的幅值F≪1.

图1 势函数V(x)的图像

Fig.1 Plot
 

of
 

the
 

potential
 

function
 

V(x)

2 理论分析
  

当两种不同信号频率满足条件ω≪Ω 时,低频

信号Fcosωt和高频信号GcosΩt具有不同的时间

尺度,所以我们采用快慢变量分离法将系统(4)的

解x(t)看成频率为ω 的慢运动方程的解χ(t)和频

率为Ω 的快运动方程的解ψ(t)的叠加,即

x(t)=χ(t)+ψ(t,τ=Ωt) (5)

其中χ(t)是以T=2π/ω 为周期的慢变量,ψ(t)是
以T=2π/Ω 为周期的快变量,且ψ(t)相对于τ的

平均值为

<ψ>=ψ
-
=
1
2π∫

2π

0
ψdτ=0 (6)

将方程(5)代入方程(4)可得

χ
··
+ψ
··
+ε(1+χ2+2χψ+ψ2)(χ

·
+ψ

·
)-

χ-ψ+χ3+ψ3+3χ2ψ+3χψ2+r
 =Fcosωt+GcosΩt (7)

ψ(t)是快变量的非振荡周期函数,用等式(6)

对方程(7)的两边平均化,可得慢运动方程为

χ
··
+ε(1+χ2+<ψ2>)χ

·
+(3<ψ2>-1)χ+

 χ3+<ψ3>+r=Fcosωt (8)

为得到快变量运动方程,从方程(7)中减去方

程(8),可得

ψ
··
+ε{1+[(ψ+χ)2]ψ

·
-<ψ>+(ψ3-<ψ3>)+

 ε(ψ2-<ψ2>)χ
·
+2εχχ

·
(ψ-<ψ>)+

 3χ(ψ2-<ψ2>)=GcosΩt (9)

由于ψ是快变量,进一步假设ψ
··
≫ψ

·
≫ψ,在慢

变量χ的演化方程中,包含ψ的多项式在其周期内

被平均后,方程(9)可被近似为

ψ
··
=GcosΩt (10)

由此得到了近似的快变量运动方程

ψ=-
G
Ω2cosΩt (11)

使用ψ 快运动变量,得

<ψ2>=
G2

2Ω4
,<ψ3>=0 (12)

将其代入慢运动方程(8)中,

χ
··
+ε1+χ2+

G2

2Ω4  χ·+ 3G2

2Ω4-1  χ+χ3+r

 =Fcosωt (13)

方程(13)是我们重点研究的慢运动方程.下面

将在平衡点χ*附近线性化此方程来计算系统在低

频信号下响应振幅Q 的理论值.该方程还可以写

成以下形式

χ
··
+γeffχ

·
+
dVeff

dχ =Fcosωt (14)

其中

Veff=
1
2
3G2

2Ω4-1  χ2+
1
4
χ4+rχ (15)

和

γeff=ε1+χ2+
G2

2Ω4  (16)

分别是系统的有效势能和有效耗散项.有效势能

Veff(χ)是非对称参数r的函数,有效势能的势阱形

状和位置受参数r的影响.图2为有效势能Veff(χ)
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的图像,其中G=100,Ω=15.这里我们重点研究双

稳系统,比较方程(2)和(15),两者的形式十分相似,

为了保证双稳形式,方程(15)中的高频信号的振幅

G 和频率Ω、非对称参数r应满足

r<rc=
2
9 31-

3G2

2Ω4  (17)

当F=0、r<rc 时,方程(14)有两个稳定的平

衡点,

χ+=
2 31-

3G2

2Ω4  
3 ×

 cos13arccos
-

33r

21-
3G2

2Ω4  
3
2

































 (18)

χ-=
2 31-

3G2

2Ω4  
3 ×

 cos13arccos
-

33r

21-
3G2

2Ω4  
3
2

















 +

2π
2















 (19)

图3为有效耗散项γeff(χ)的图像,从图中可以

看出有效耗散项的极值会随高频信号参数的变化

而发生变化.

图2 有效势函数Veff(χ)的图像

Fig.2 Plot
 

of
 

the
 

effective
 

potential
 

function
 

Veff(χ)

图3 有效耗散项γeff(χ)的图像:(a)G=500;(b)Ω=10
Fig.3 Plot

 

of
 

the
 

effective
 

dissipation
 

γeff(χ):
(a)G=500;(b)Ω=10

接下来,我们使用适当的近似对平衡点χ*=
χ+周围的慢运动方程(13)进行线性化,可以获得

响应幅值Q 的解析解.在没有输入周期信号的情

况下,系统在稳定平衡点周围会发生小幅度的周期

运动.引入偏差变量Y=χ-χ*,将其代入方程

(13),可以得到

Y
··
+ε1+χ*2+

G2

2Ω4+Y2+2χ*Y  Y· +

 
3G2

2Ω4+3χ*2-1  Y+3χ*Y2+Y3

 =Fcosωt (20)
  

由于低频信号的振幅F≪1,假设Y≪1,忽略

非线性阻尼项,得到近似的线性方程

Y
··
+ε1+

G2

2Ω4+χ*2  Y·+
3G2

2Ω4-1+3χ*2  Y
 =Fcosωt (21)

当t→∞时,方程(21)的解为

Y(t)=ALcos(ωt+ϕ) (22)

其中响应振幅AL 为

AL=
F

(ω2
r-ω2)2+γ2ω2

(23)

共振频率ωr为

ωr=
3G2

2Ω4-1+3χ*2  (24)

阻尼系数γ 为

γ=ε1+
G2

2Ω4+χ*2  (25)

阻尼系统受到双频信号激励时,系统的稳态响

应与初始条件无关[22],一般用响应幅值来衡量低

频信号通过非线性系统后被放大的程度,可以将响

应幅值定义为

Q=
AL

F =
1
S

=
1

(ω2
r-ω2)2+γ2ω2

(26)

其中W =ω2
r-ω2,S=(ω2

r-ω2)2+γ2ω2.
当S 达到最小值,即W=0或ωr=ω 时,Q 达

到最大值,即VR发生.若共振发生在平衡点χ*=

0,即ωr=
3G2

2Ω4-1时,VR发生.

3 数值结果与分析
  

为了对该双稳系统(4)进行数值积分,可以将

其表示为耦合自治常微分方程,其形式为
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dx
dt=y,

dy
dt=-ε(1+x2)x· +x-x3-

 r+Fcosωt+GcosΩt. (27)

采用步长为Δt=0.01、模拟时间间隔为Ts=nT
的四阶Runge-Kutta算法来分析系统的振动共振现

象,振荡周期为T=2π/ω,其中ω为低频信号的频率,

n=1,2,3…为完整振荡次数.取初值为x(0)=0,

y(0)=0弛豫时间为100T,低频输入信号的振幅

F=0.1.据理论结果可知,系统在低频信号频率处

的响应幅值Q 和高频信号的振幅G 之间是一种非

线性关系,我们可以增大高频信号的振幅G 使系

统对低频信号的响应幅值达到最大值,即出现振动

共振[23].在数值模拟中,忽略瞬态的影响,用系统

在低频处的响应幅值来度量振动共振的程度,即

Q=
B2
s+B2

c

F
(28)

其中Bs 和Bc 分别是系统响应在低频ω 处的正弦

和余弦傅里叶分量

Bs=
2
nT∫

nT

0
x(t)sinωtdt,

Bc=
2
nT∫

nT

0
x(t)cosωtdt (29)

为了研究系统的响应幅值,我们用非对称双稳

系统方程(4)的解,对公式(29)进行数值积分,计算

出公式(28),即响应幅值Q 的数值解.接下来将此

结果与方程(26)求得的响应幅值Q 的理论值进行

比较.

3.1 高频信号的频率对非对称双稳系统振动共振

的影响分析

  

图4描绘了响应振幅Q 随高频信号的频率Ω
(Ω=10、15、20)变化的图像.由公式(26)分析计算

出的理论Q 值(虚线)与公式(28)计算出的数值Q
值(标记点)两者之间的比较,容易看出系统的响应

振幅Q 的理论结果与数值结果具有较好的一致

性.当将高频信号的频率取不同值Ω=10、15、20,
其他参数不变时,随着高频信号的振幅的增大,可
以观察到振动共振现象.随着高频信号振幅G 的

增大,响应幅度Q 呈现出先逐渐增大,达到最大值

后逐渐减小的非单调行为.此外,随着高频信号的

频率Ω 的增大,振动共振发生时高频信号的最佳

振幅GVR 逐渐增大.当高频信号的振幅和频率较

大时,更容易发生振动共振现象.

图4 Ω 变化时,响应幅值Q 与高频信号的振幅G 的函数图,
其中ε=0.5,ω=1.0,F=0.1,r=0.4

Fig.4 The
 

response
 

amplitude
 

Q
 

versus
 

the
 

fast
 

signal
 

amplitude
 

G
 

presents
 

vibrational
 

resonance
 

for
 

three
 

fixed
 

values
 

of
 

Ω,
herein,

 

ε=0.5,ω=1.0,F=0.1,r=0.4

3.2 非线性耗散参数对非对称双稳系统振动共振

的影响分析

  

图5给出了非线性耗散参数ε=0.4、0.5、0.6
时,非线性耗散参数ε 对系统振动共振现象的影

响,参数取值如下:r=0.4,ω=1.0,F=0.1,Ω=
10.从图中可以获得,响应振幅Q 的理论结果(虚
线)和数值结果(实线标记点)两者的对比曲线形状

和走势是较为一致的,但在共振点附近G∈(80,

140),响应幅值的理论结果与数值结果并不完全一

致.这两者之间的偏差可能是因为我们为了获得线

性方程(21),忽视了方程(20)中的非线性分量

ε(2χ*Y+Y2)Y
·
.非线性耗散参数ε的变化不影响

振动共振发生时高频信号的最佳振幅GVR,即VR

图5 ε变化时,响应幅值Q 与高频信号的振幅G 的函数图,
其中r=0.4,ω=1.0,F=0.1,Ω=10

Fig.5 The
 

response
 

amplitude
 

Q
 

versus
 

the
 

fast
 

signal
 

amplitude
 

G
 

presents
 

vibrational
 

resonance
 

for
 

three
 

fixed
 

values
 

of
 

ε,
herein,

 

r=0.4,ω=1.0,F=0.1,Ω=10
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发生在G=120处.随着非线性耗散参数ε的增大,

响应幅值Q 逐渐减小,并且在峰值附近的减小程度

更为明显,系统发生更弱的振动共振现象.综上,低
耗散是可取的,因为它在高频信号下系统可以获得

更好的器件响应[24],还允许更高的器件效率和灵敏

度,以及更低的机械噪声和磨损的敏感性[25].

3.3 低频信号的频率对非对称双稳系统振动共振

的影响分析

  

图6给出了低频信号频率ω=1.0、1.1时,低
频信号的频率ω 对系统振动共振现象的影响,参
数取值如下:ε=0.5,r=0.4,F=0.1,Ω=10.进一

步说明了通过改变低频信号频率可以提高Qmax.从
图中可以看出,由公式(28)得出响应振幅Q 的数

值结果(标记点)和公式(26)得出Q 的理论结果

(虚线)是相对一致的.该图显示低频信号的频率ω
越低,响应振幅Q 的最大值越大,振动共振越强,

信号被放大的程度越大.因此,振动共振对处理超

低频微弱信号尤其有效.此外,从图中可以看出峰

值的位置向高频信号的振幅G 的较小值偏离.

图6 ω 变化时,响应幅值Q 与高频信号的振幅G 的函数图,
其中ε=0.5,r=0.4,F=0.1,Ω=10

Fig.6 The
 

response
 

amplitude
 

Q
 

versus
 

the
 

fast
 

signal
 

amplitude
 

G
 

presents
 

vibrational
 

resonance
 

for
 

three
 

fixed
 

values
 

of
 

ω,
herein,

 

ε=0.5,r=0.4,F=0.1,Ω=10

3.4 非对称参数对非对称双稳系统振动共振的影

响分析

  

图7展示了非对称参数r=0、0.2、0.4时,响
应幅值Q 与高频信号振幅G 的函数关系图,参数

取值如下:ε=0.5,ω=1.0,F=0.1,Ω=10.从图

中可以看出,当r=0时,此时系统变成一个对称双

稳系统,系统会发生双共振;然而当r=0.2、0.4
时,系统是一个非对称双稳系统,系统发生单共振.
此外,对于非对称双稳系统,非对称参数r 不影响

共振发生的位置,只是影响共振的强度,即当非对

称参数r增大时,系统的响应幅值Q 减小,发生较

弱的共振.
  

在参数空间中研究振动共振,会更容易发现系

统响应幅值增大所对应的参数范围,这对实验应用

具有重要的意义.图8(a)描述了系统响应幅值Q
随非线性耗散系数ε和高频信号振幅G 变化的三

维图.参数取值为ω=1.0,F=0.1,Ω=10,r=
0.4.该三维图展示了当非线性耗散系数ε<1.0和

高频信号的振幅G<200时,系统会发生强共振.
另外,从图中我们可以看出系统的响应幅值Q 随

着非线性耗散参数ε的增大而减小.图8(b)描述了

系统响应幅值Q 随低频信号的频率ω 和高频信号

振幅G 变化的三维图.参数取值为ε=0.5,r=
0.4,F=0.1,Ω=10.该三维图展示了当高频信号

的振幅G<150,系统会发生强共振.另外,从图中

我们可以看出系统的响应振幅Q 随着低频信号的

频率ω 的增大而减小.

图7 r变化时,响应幅值Q 与高频信号的振幅G 的函数图,
其中ε=0.5,ω=1.0,F=0.1,Ω=10

Fig.7 The
 

response
 

amplitude
 

Q
 

versus
 

fast
 

signal
 

amplitude
 

G
 

presents
 

vibrational
 

resonance
 

for
 

three
 

fixed
 

values
 

of
 

r,
herein,

 

ε=0.5,ω=1.0,F=0.1,Ω=10

图8 响应幅值Q 在不同参数下的变化.
 

(a)
 

响应幅值Q 与非线性
耗散系数ε和高频信号的振幅G 的三维关系图;

 

(b)
 

响应幅值Q
与低频信号的频率ω 和高频信号的振幅G 的三维关系图

Fig.8 Response
 

amplitude
 

Q
 

Variation
 

with
 

different
 

parameters.
(a)Three-dimensional

 

plot
 

showing
 

the
 

dependence
 

of
 

the
 

response
 

amplitude
 

Q
 

on
 

the
 

fast
 

signal
 

amplitude
 

G
 

and
 

the
 

dissipation
 

parameter
 

ε;(b)
 

Three-dimensional
 

plot
 

showing
 

the
 

dependence
 

of
 

the
 

response
 

amplitude
 

Q
 

on
 

the
 

fast
 

signal
 

amplitude
 

G
 

and
 

the
 

slow
 

signal
 

frequency
 

ω
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4 结论
  

本文采用快慢变量分离法研究了具有非线性

耗散项的非对称双稳系统的振动共振现象,理论求

解了系统在低频信号处的响应幅值Q,分析了双频

周期信号的参数、非线性耗散参数和非对称参数对

振动共振现象的影响.主要结果为:首先,高频信号

的频率仅影响共振发生的位置GVR,对共振发生的

强度影响较小;然后,非线性耗散系数的增大并不

影响共振发生的位置GVR,但是会弱化系统振动共

振的强度;最后,非对称参数r 的变化会影响系统

振动共振的形态.特别地,与对称双稳系统相比,具
有非线性耗散项的非对称双稳系统会发生单共振,
并随着非对称参数的增大,系统发生更弱的振动共

振现象.目前,振动共振现象已经在许多模型中得

到研究,研究成果应用于多个科学领域.例如:在信

号处理领域可以用于检测随机弱信号[26],优化弱

周期信号[27],在强背景噪声下检测弱信号[28]等.在
神经科学领域,振动共振可能影响神经网络的稳定

性和适应性[29],调整外部激励的频率,可以改变神

经网络的动态行为,使其适应特定任务或环境[30].
在生物医学领域,由双频信号驱动的基因调控系统

实现最佳的振动共振,可以容易地获取有用的遗传

信息,携带细胞内信息的信号可以直接或间接控制

转录系统中的基因表达[16,31].因此,我们希望该工

作可以为不同领域振动共振的研究提供一定的理

论基础.
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