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摘要 第25届中国科协年会提出了10个前沿科学问题,其中第四个重大问题难题是“非线性效应会随尺度

变化吗?”.本文重点叙述工程领域的非线性效应(现象),以及工程领域中建模中的一些非线性因素,包括结

构或者材料变形的非线性、非光滑系统、转轴裂纹、滑动轴承和滚动轴承非线性力、结构的滞回非线性、电路

非线性、流致振动等,为探索该问题提供某些参考.
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Abstract The
 

25th
 

Annual
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of
 

the
 

China
 

Association
 

for
 

Science
 

and
 

Technology
 

raised
 

10
 

cut-
ting-edge

 

scientific
 

questions,
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the
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major
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􀆵Will
 

nonlinear
 

effects
 

change
 

with
 

scale  
 

This
 

paper
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engineering
 

field,
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引言
  

第25届中国科协年会提出了10个前沿科学

问题,其中第四个重大问题难题是“非线性效应会

随尺度变化吗?”.本问题的重要意义是———在自然

科学和工程领域,绝大多数问题的本质都是非线性

的,对非线性效应的研究在物理、数学和工程等学

科中都占有极其重要的地位.本问题是由不同学科

交叉衍生出的重要共性前沿问题,将推动各相关学

科进一步交叉和协同发展.探索本问题,有望在更



动 力 学 与 控 制 学 报 2025年第23卷

小的极端尺度上理解、掌握、运用非线性效应,实现

颠覆性新型功能器件,带来全新科技突破和经济

效益.
本文重点叙述工程领域中的非线性效应(现

象),及引发其产生的某些非线性力,为探索该问题

提供某些参考.

1 工程领域中典型的非线性现象

(1)多稳态:非线性系统可以具有多个不同的

平衡位置和稳态运动,系统的动力学行为既取决于

这些平衡位置和稳态运动的稳定性,也与初始条件

有关.系统参数的变化或者外界的扰动都可能使系

统发生平衡位置和稳态运动的改变,导致系统的响

应发生跳跃或者突变[1-3].
(2)亚/超谐共振:亚/超谐共振是在非线性振

动系统中出现的特殊共振现象,引发共振的外部激

励的频率并不与系统的固有频率接近,而是高于系

统的固有频率(亚谐共振),或者低于系统的固有频

率(超谐共振),且往往和系统的固有频率成倍数或

者分数关系[1,2].
(3)组合共振:组合共振是当系统同时受到两

个或多个不同频率的外部激励时,外部激励的频率

之间以及和系统固有频率之间存在特定的数学关

系,导致系统表现出的非线性共振行为[1,2].
(4)内共振:对于复杂系统,系统内部的不同自

由度之间由于系统内部的非线性耦合导致的不同

自由度的响应相互激发,引起的共振现象[1,2].
(5)自激振动(极限环):自激振动是除自由振

动和受迫振动之外工程中大量存在的另一种振动

形式.自激振动依靠系统外的恒定的能源来补充能

量,系统依靠自身运动状态的反馈作用(非线性因

素)调节能量输入,从而维持不衰减的持续振动.通

常自激振动表现为稳定或者不稳定的极限环[3].
(6)参数振动:参数振动由外界激励产生,但激

励不是以外力形式直接施加于系统,而是通过系统

内参数的周期性改变间接地实现.系统在参数激励

的作用下可能响应很微弱,也可能出现剧烈的共振

现象,这取决于系统响应的稳定性[3].
(7)分岔和混沌:分岔是非线性系统中参数变

化引起系统行为发生定性的改变.混沌是在确定系

统中出现的类似随机的过程.混沌在宏观表现为

无序无律,有内随机性、非周期和局部不稳定性(初

值敏感),在微观上又表现为有序有律,具有无穷嵌

套的自相似结构,存在一定的普适规律和自然

常数[4,5].

2 工程领域中建模的一些非线性因素

2.1 结构或者材料变形的非线性
  

工程中最常见的非线性是由结构或者材料变

形引起的,主要包括材料非线性和几何非线性[6,7].
如果系统的非线性是由于材料应力与应变关系的

非线性引起的,则称为材料非线性,即材料的应力

-应变关系不再是直线,如工程上一些人造纤维、

塑料、复合材料等具有非线性的材料本构关系.如
果材料的应变很小,应力与应变关系仍然满足虎克

定律,而结构发生了大变形使系统的受力状态发生

了显著的变化,以至不能适用线性的分析方法时就

称为几何非线性.工程中的几何非线性主要发生在

一些薄壁、细长零部件中,包括梁、浅拱、索、轴、板、

壳的大变形、大挠度等问题,例如卫星太阳能帆板

和飞机机翼的大变形.

2.2 非光滑系统
  

非光滑动力系统大体可以分为三类:分段光滑

系统、Filippov系统、刚性碰撞系统[8].
  

分段光滑系统的向量场连续但雅可比矩阵在

分段点处间断,转子的碰摩是工程中最常见的分段

光滑系统.转子碰摩一般发生在两个位置,篦齿密

封[9]和叶尖密封[10],两种情况的碰摩力都是由接

触力和摩擦力组合而成,其中摩擦力可用库仑摩擦

力或者与接触点速度有关的非线性摩擦力描述,摩
擦力的方向和接触点速度的方向相反.在没有发生

接触的时候,接触力为零,在发生接触后两者接触

力的处理是不同的.对于篦齿密封的碰摩,一般可

以简化为两个圆柱面的碰摩处理,其接触力可以考

虑为变形量的线性函数或按赫兹接触理论处理.对
于叶尖密封,当前研究主要将叶片考虑为悬臂梁或

者利用有限元模型,其接触力表达式的确定,既需

要考虑机匣的变形,这种变形可以描述为接触力的

线性函数或按赫兹接触理论处理,还需要考虑到叶

片在接触力和摩擦力作用下的弯曲变形导致的轴

向长度的变化,将两种变形量综合形成叶片碰摩导

致的总的变形量,进而确定接触力的表达式.此外
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由于叶尖是离散的状态,需要分别计算每一个叶尖

的位置来判断该叶片是否发生接触.
  

Filippov系统的状态空间连续,但其向量场和

雅可比矩阵是不连续的,典型的如干摩擦系统[11],

两摩擦物体有相对运动时,动摩擦力方向与相对速

度方向相反;当相对速度为零时,两摩擦物体之间

存在静摩擦力,静摩擦力的大小介于零和临界摩擦

力之间,方向与相对运动趋势相反.摩擦力变化由

黏滞(静摩擦)到滑移(动摩擦)的变化是不连续的.
目前对于干摩擦的描述一般采用非线性摩擦力的

简化模型或者库伦摩擦模型.其中非线性摩擦模型

考虑了动摩擦系数与摩擦表面相对速度的依赖关

系,且最大静摩擦到动摩擦的转变是连续的.库伦

摩擦模型由静摩擦系数和较小的动摩擦系数组成,

最大静摩擦到动摩擦的转变是不连续的.
  

工程中刚度较大的物体的碰撞可以简化为刚

性碰撞系统处理,刚性碰撞认为碰撞是瞬间完成

的,冲击时间为零.刚性碰撞有正碰撞和斜碰撞两

种类型[12,13].对于正碰撞在碰撞过程中只考虑能

量的损失,并利用恢复系数和动量守恒定理得到碰

撞前后的瞬时速度关系,因此其在碰撞时刻的向量

场是间断的.对于斜碰撞,碰撞物体在接触点不但

具有相对法向速度,还有相对切向速度,因此在分

析过程中需要考虑相对切向引起的摩擦以及摩擦

是否会导致碰撞后切向运动的逆向等问题.工程中

常见的刚性碰撞问题包括振动锤、打桩机的振动,

以及齿轮的拍击、航天器伸展系统由于关节间隙而

发生冲击等等.

2.3 结构的滞回非线性
  

滞回非线性是很常见的系统非线性特性,其主

要特点是多值性和非光滑性,非常容易产生分岔、

混沌等复杂动力学行为[14].在实际工程中,呈现滞

回非线性的材料有很多种,包括粘弹性材料、金属

橡胶、钢丝绳、压电陶瓷、形状记忆合金等.当系统

存在滞回非线性时,其力-位移曲线或应力-应变

曲线就会形成滞回线.滞回线一般可分解为两部

分:一部分是滞回线的基架线,表示弹性力,它一般

不随频率变化,并且不消耗能量;另一部分是纯滞

回环,表示阻尼力,可以用不同种类的阻尼来描述,

滞回环的面积等于消耗的能量.正阻尼时与负阻尼

时滞回线的走向相反,前者为顺时针,后者为逆时

针.滞回非线性的数学模型有很多种,到目前为止,

具有 代 表 性 的 有 双 线 性 模 型[15]、Bouc-Wen 模

型[16]、迹法模型[17]、Bingham模型[18]等.

2.4 电路中的非线性
  

非线性电路理论是非线性科学研究的重要分

支之一.早在1920年范德波就研究了三极管的非

线性振荡,提出了著名的范德波方程.蔡绍棠在

1984年提出了“蔡氏电路”,该电路由四个线性元

件(两个电容、一个电感、一个电阻)和一个被称为

蔡氏二极管的非线性电阻组成.蔡氏二极管具有三

段分段线性.在此基础上,人们通过更换电路中的

非线性元件,实现了更高阶数的蔡氏电路[19].近年

来随着电子信息产业的发展,半导体器件受到了越

来越多的重视.半导体器件通过控制端直流偏置的

不同使器件上的PN结处于各异状态从而实现器

件的性能.随着器件工作频率和功率的增大,一些

半导体自身特性与器件结构上的寄生电容效应导

致其非线性特性逐渐显露,进而产生频谱泄露、谐
波失真等非线性现象.电路中常见的非线性元件

有:(1)非线性电阻,最为典型的非线性电阻有忆阻

器,它也由蔡绍棠提出,是表示磁通与电荷关系的

电路器件,具有电阻的量纲,但它的阻值是由流经

它的电荷确定.通过测定忆阻的阻值,便可知道流

经它的电荷量.此外压敏电阻,半导体二极管、晶体

管、场效应管等器件都是非线性电阻.(2)非线性电

感,如铁芯电感,其电感量与通过电流的频率相关.
(3)非线性电容,其 U-Q曲线表现为一条曲线,常
见的晶体管、变容二极管都可以看作非线性电容.
此外,一些电力电子器件由于包括很多非线性元

件,也表现出很强的非线性特性,如 DC-DC变换

器、更复杂的功率因数校正器(PFC)和逆变器系统

等.

2.5 流致振动
  

工程中空气、水等流体流经固体结构时会对固

体表面施加交替相间的非线性流体力,从而导致结

构发生振动.常见的流致振动主要有涡激振动和驰

振[20].由于流体黏性作用使得其在绕流柱体后侧

产生了交替脱落的漩涡,从而引起了柱体横向的往

复运动,被称为涡激振动.涡激振动通常发生在圆

柱体结构上,比较经典的当属桥梁悬索的涡激振
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动.涡激振动是一个双向耦合的复杂问题,其具有

非线性、自激性、自限性等多个特点.对于非圆柱

体,也可能发生涡激振动,但是更常见的是驰振.驰
振是一种自激振动,当流体绕过非圆柱体时,会在

非圆柱体上产生升力,升力随流速增大而增大.而
当来流速度达到某一临界值时,升力将克服结构的

阻尼作用而发生高幅、低频振动,此时的振动即为

驰振.输电线路大幅舞动以及飞机机翼的颤振是工

程中典型的驰振现象.

2.6 微纳尺度下的非线性因素(极端尺度结构非线

性力)
  

微机电系统的尺寸通常是微米级甚至纳米级,

由于尺寸缩小的影响,许多物理现象表现与宏观世

界有很大区别,与微结构特征尺寸高次方成正比的

力,如重力、惯性力、电磁力等的作用相对减弱,而
与微结构特征尺寸低次方成正比的力,如静电力、

弹性力等的作用显著增加.微结构的几何尺度越

小,其表面积与体积之比越大,表面力与体积力之

比也越大,在传统机械中常常被忽略的表面力,如
静电力、范德华力、摩擦力等成为了主导作用力.常
见的微尺度情况下的非线性力包括静电力、范德华

力、卡西米尔力、气体压膜阻尼力等等[21,22].带电

物体间产生相互吸引的静电力,常见的平行板电容

的静电力与平行板面积成正比,与平行板间距的平

方成反比.范德华力是分子和原子间的弱相互作用

力,范德华力分为引力和斥力,当距离大于0.4
 

nm
时表现为引力,当距离低于0.4

 

nm 时,表现为斥

力.在微纳米机电系统中,范德华力以引力形式存

在,其大小与间距的3次方成反比.根据量子电动

力学,真空能量以粒子的形态出现,真空中充满着

几乎各种波长的粒子,若使两个金属板紧靠在一

起,当金属板之间的距离小于真空中的粒子的波长

时,长波排除,金属板外的其他波就会产生一种使

它们相互聚拢的力.两者距离越近,吸引力越大,即
卡西米尔效应.卡西米尔力的大小与距离的4次方

成反比.此外,在微机电系统中,如果系统内不为真

空,相对运行的平行板之间将存在气体压膜阻尼

力.压膜阻尼力和平板间距的三次方成反比,与相

对运动速度成正比.

2.7 转轴裂纹[23]
  

裂纹产生的原因主要是由于转子材料本身缺

陷或长时间的服役产生疲劳裂纹.裂纹的存在使转

轴发生刚度周期性变化,从而使转子系统产生了高

频振动现象.为分析裂纹转子的振动特性,研究者

提出了各不相同的裂纹模型.现有的裂纹模型一般

来说可分为两大类:常开裂纹模型和开闭裂纹模

型,其中开闭裂纹又可分为重力决定开闭的模型和

裂纹面应力决定开闭的模型.常开裂纹适用于裂纹

表面上始终受拉应力的转子,对转轴刚度的影响主

要是产生一个局部的不对称定值削弱.开闭裂纹适

用于裂纹面上时而受拉应力、时而受压应力的裂纹

转子.目前对于开闭裂纹转子刚度的计算一般是通

过计算裂纹引起的附加柔度来求出刚度变化的幅

值,然后用数值方法求解方程.附加柔度的计算方

法主要有三种:用切出长度等于裂纹深度的开裂弓

形部分的轴段来等效计算裂纹的影响;利用断裂力

学能量释放率(应变能)来计算裂纹的附加柔度;考
虑一个宽度与裂纹深度相等或是裂纹深度的2倍

且以裂纹面为对称中心的裂纹圆柱,用有限元或边

界元方法直接计算其柔度.不同的刚度模型,不同

的计算附加柔度方法,得到的裂纹转子的运动微分

方程及其求解方法也不同.在用柔度系数法求出裂

纹段的刚度变化后,利用开关函数来模拟裂纹的展

开和闭合.开关函数是人为设想的裂纹开闭的函

数,目前主要有以下几种:方波模型,即认为裂纹的

开闭及轴刚度的变化可用阶跃函数来表示;余弦波

模型,该模型粗略考虑了裂纹半开半闭的过渡过

程;综合模型,该模型综合了方波模型和余弦波模

型的优点,给出了裂纹开闭状态及过渡过程与裂纹

深度、转轴在裂纹开闭处的挠曲状态之间的关系;

非线性模型,考虑了系统非线性涡动时裂纹和轴心

位移之间关系对裂纹开闭的影响,这种模型同样适

用于重力占优、非重力占优、协调和非协调响应的

情况,也是利用轴心位移矢量与裂纹方向之间的夹

角来判断裂纹的开闭;插值函数模型,即先求得裂

纹在完全张开和半开半闭两种情形下的局部柔度

矩阵,再用插值法求得裂纹在其他状态下引起的局

部柔度的变化.

2.8 转轴不对中
  

转子不对中是旋转机械运行中主要的故障形

式.转子不对中存在联轴器不对中和轴承不对中的

两种情况.其中,联轴器不对中又可分为平行、偏

4
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角、平行偏角耦合三种不对中情况,而轴承不对中

包括偏角不对中和标高变化两种情况[24].目前研

究对于不对中的描述主要有两种方式:一是根据联

轴器不对中的运动几何关系推导不对中力和力矩,

引入到系统动力学方程中;二是将联轴器环节视为

包含平动和转动运动的6自由度节点所组成的单

元,组集到转子系统中[25].转子系统出现不对中

后,会导致转子出现偶数倍频的弯曲振动分量和奇

数倍频的扭转振动分量.

2.9 滑动轴承非线性力[26]
  

滑动轴承广泛应用于汽轮机、燃气轮机等大型

旋转机械中.滑动轴承油膜力是典型的非线性力,

转子在轴承里的位置、扰动量速度、转速其存在可

能导致转子出现油膜涡动和油膜振荡.油膜涡动和

油膜振荡不仅会影响机械的工作精确度和灵敏度,

还会对系统自身造成破坏、缩短寿命和降低工作效

率等.目前滑动轴承的研究均基于轴承润滑方

程———Reynolds方 程,轴 承 的 油 膜 力 通 过 求 解

Reynolds方程获得.早期的轴承油膜力的描述主

要有无限长轴承理论和无限短轴承理论.无限长轴

承理论,假设轴承长度为无穷,只保留Reynolds方

程中的周向压力项;无限短轴承理论,假设轴承长

度为零,只保留Reynolds方程中的轴向压力项.由
于二者均基于极限长径比假设,与实际常用长径比

下的有限长轴承油膜力相差较大,因此后续研究者

将研究聚焦于有限长轴承油膜力精确计算上.有限

长轴承油膜力求解方法主要有两类,解析法和数值

法.解析法主要是给定边界条件的分离变量法和正

则摄动法,数值法主要是有限差分法和数据库法.
此外,挤压油膜阻尼器以及气体滑动轴承和滑动轴

承具有相似的非线性因素.

2.10 滚动轴承非线性力
  

随着近年来国家对航空发动机产业的重视以

及两机专项的开展,滚动轴承的非线性因素越来越

受到研究者的重视.滚动轴承的非线性主要包括两

部分,一是滚动体和内外圈接触的赫兹接触力,二
是时变刚度效应,因为滚动体在自转的同时也在绕

轴承轴线公转,其位置是随时间变化的,对应每一

时刻滚 动 体 接 触 力 的 大 小 和 方 向 都 将 发 生 改

变[27,28].目前对于滚动轴承非线性的考虑,主要假

设滚动体为刚体,只考虑内外圈的变形;滚动体均

匀分布且无相对滑动;不考虑润滑的影响;不考虑

滚动体自转的影响;滚动体公转速度由设定转速确

定.则可确定每一时刻每个滚动体所在位置对应的

极角位置,进而确定该滚动体接触力的大小和方

向,最后将所有滚动体接触力相加可确定滚动轴承

的支承力.

2.11 复杂转子系统的非线性因素
  

工程中复杂转子系统(两个及以上耦合转子系

统)的非线性问题,主要的非线性因素和单转子相

同,仍是裂纹、碰摩、轴承等问题.联轴器法兰连接

螺旋紧力不均、连接面的间隙和摩擦以及转子各部

分的温度分布不均都会产生新的非线性因素.

3 结束语
  

本文重点叙述工程领域中的非线性效应(现
象),及引发其产生的某些非线性力,为探索工程中

的非线性问题提供一些参考,但由于工程问题的复

杂性以及工程中的新问题不断地涌现,总结未必准

确.在工程领域,绝大多数问题的本质都是非线性

的,在国民经济、国防工业和工程技术中有大量的

重要实际问题迫切需要用非线性动力学理论和方

法加以处理.深入开展非线性动力学工程应用研

究,针对国家的重大战略需求,将科学理论研究和

解决生产实际问题结合起来,切实推进产业的进

步,必将为非线性动力学理论的研究和发展提供更

为广阔的空间.
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