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基于超细长弹性杆模型的斜拉索参数振动分析*

管永乐 王鹏† 刘百强
(济南大学

 

土木建筑学院,济南 250022)

摘要 将超细长弹性杆力学模型应用于描述大跨度斜拉桥拉索的非线性振动行为.首先,在假设拉索静态

位形为悬链线型的基础上,考虑斜拉索的几何非线性、垂度和抗弯刚度,推导了拉索在轴向激励作用下的多

模态非线性振动方程.其次,通过多尺度法对该振动方程求解,得到拉索发生主共振、主参数共振和3∶1次

共振的常解存在条件;再根据Lyapunov近似稳定性判据进一步揭示振幅稳态解的渐进稳定条件.最后,通

过近似解与数值解的对比分析,研究频率比、激励幅值和拉索阻尼对拉索振动特性的影响关系.结果表明:
 

基于弹性杆模型的拉索振幅值略大于弹性梁模型,且拉索发生主参数共振的最小起振幅值有所降低;增大

阻尼可一定程度上减小拉索的振动,但抑制效果有限,故控制激励幅值是减小拉索振动的有效方法.

关键词 Kirchhoff弹性杆方程, 斜拉索, 轴向激励, 参数振动, 多尺度法
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Abstract The
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rod
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applied
 

to
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the
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behavior
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引言
  

斜拉索是斜拉桥的重要构件,在外荷载作用下

易产生振动响应,影响桥梁安全,其中因轴向激励

所产生的参数振动是工程中关注的重点.在参数振

动的研究方面,李凤臣[1,2]研究了理想激励下拉索

的振动响应,文献[3]在考虑了拉索的自重弦分量,

研究了理想轴向激励下大跨度斜拉索的参数振动

及稳定性.汪峰等[4,5]研究了随机激励下受梁塔影

响的参数振动特性以及索力和激励幅值对拉索振

动的影响,顾明等[6]研究了轴向窄带随机激励下斜

拉索的参数振动,并进行了数值模拟.文献[7]研究

了抗弯刚度对拉索激频响应、幅频响应的影响,文
献[8]考虑抗弯刚度的影响,研究了拉索长度和直

径对索力计算精度的影响.而随着斜拉桥跨度的增

大和新材料的使用,拉索越来越细长,受外荷载影

响,拉 索 易 产 生 大 范 围 运 动.康 厚 军 和 赵 跃 宇

等[9,10]讨论了大跨度斜拉桥非线性建模方法、力学

模型,分析了拉索的非线性动力学行为和拉索主参

数共振的稳定性.然而以往关于斜拉索的研究往往

采用梁模型,假设拉索静态位形为抛物线.但随着

斜拉桥跨度的增大,索长不断增长,其在外部荷载

作用下表现出几何大变形、大范围运动的柔性行

为.从而传统梁不能精确描述其动态变形行为[11],

而Kirchhoff超细长弹性杆力学理论[12]为描述大

变形行为提供了理论框架.本文引入Kirchhoff超

细长弹性杆模型,以悬链线型近似替代拉索初始位

形,考虑抗弯刚度对斜拉索振动的影响,分析拉索

在轴向位移激励作用下的振动问题.
超细长弹性杆具有广泛的应用领域,如石油钻

杆、海底电缆、纳米纤维和植物的杆茎等,特别近年

来由于其成功描述了DNA分子的超螺旋几何结

构及生物生长形态而再次引起研究者的兴趣.
Goyal[13]通过对海底电缆和DNA环的分析,研究

了Krichhoff弹性杆的超螺旋动态问题.刘延柱、薛
纭、陈立群等[14-17]在超细长弹性杆静力学和动力学

的分析力学、平面振动及生长弹性杆等方面做了系

列工作.文献[18]~文献[23]研究了弹性杆方程的

对称性与守恒量以及生长因素对弹性杆屈曲的影

响.张琪昌和王炜等[24,25]提出了一种非对称截面

Kirchhoff弹性杆的简化方法,研究杆受外力作用

时的拓扑状态变化情况.文献[26]研究了不同生长

策略下卷须的运动规律,并通过实验验证了卷须的

生长现象.文献[27]做了基于超细长弹性杆模型的

斜拉索静力学研究,分析不同条件下弹性拉伸和抗

弯刚度对拉索几何构型的影响.但还未见将超细长

弹性杆用于斜拉索振动的研究报道.
  

本工作根据Kirchhoff弹性杆理论,推导斜拉

索在轴向激励作用下的多模态非线性运动方程.以
苏通大桥斜拉索实际参数为例.通过多尺度法求

解,得到斜拉索发生主共振、主参数共振和3∶1次

共振的幅频响应曲线,再根据Lyapunov理论讨论

振幅稳态解的渐进稳定条件,并于抛物线型梁模型

对比分析.最后通过四阶 Runge-Kutta法数值解

析,分析不同频率比、激励幅值和阻尼比对拉索振

动的影响,以期为工程中有效抑制拉索振动提供参

考数据.

1 斜拉索振动力学模型
  

如图1所示为斜拉索模型,垂直高度为h,水
平跨度为l,拉索两端点的距离为L,f(x)表示斜

拉索静态的中心线位形,拉索受到Usin(θt)的轴向

位移激励.将斜拉索看成圆截面超细长弹性细杆,

以O 为原点,沿斜拉索中心线建立弧坐标S.再以

O 为原点建立空间直角坐标系(O-xyz),假设坐标

图1 轴向激励斜拉索模型

Fig.1 Axial
 

excitation
 

stay
 

cable
 

model

图2 斜拉索微元段受力图
Fig.2 Stay

 

cable
 

element
 

force
 

diagram
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(O-xyz)绕Z 轴旋转φ 角后的位置作为拉索中心

线的Frenet坐标系(P-NBT),N、B 和T 为拉索

中心线的法线轴、切线轴和副法线轴.令Frenet坐

标系与截面主轴坐标系重合,设竖直方向与法线轴

N 的夹角为γ,可得γ=φ+α.图2为超细长弹性

杆微元段Δs在重力作用下的两端受力图.为方便

分析,本文作出以下假设:
  

(1)忽略索力沿索长方向的变化;
  

(2)不考虑拉索的剪切刚度和抗扭刚度;
  

(3)拉索两端约束简化为铰接约束;
  

(4)只考虑拉索的面内振动.
  

将斜拉索所受阻尼力视作分布力,不考虑阻尼

所产生的弯矩,令Δs→0,根据弹性杆动力学方程

可得:

∂~F
∂s+ω×F+mg+cv-ρS

∂v
∂t+Ω×v  =0

(1)

∂~M
∂s +ω×M +eT ×F-

∂
∂t
(J·Ω)-

 Ω×(J·Ω)=0 (2)

其中M 和F 为作用在截面上的主距和主矢,ρ、m、

S、c为拉索的密度、单位长度质量、截面积和阻尼

系数;ω 为弯扭度[12],J 表示单位长度杆的惯性张

量,Ω 为杆截面的角速度.拉索只在面内振动,且无

原始曲率,则:

ωN =0,ωB =φ',ωT =0,M =EIγ'eB (3)

把上式代入式(1),并向Frenet坐标轴投影,整理

后得:

F'N +FTγ'-ρS
∂vN

∂t +vT
∂γ
∂t  -

 cvN -mgcosγ=0 (4a)

F'T +FNγ'-ρS
∂vT

∂t +vN
∂γ
∂t  -

 cvT -mgcosγ=0 (4b)

EIγ″+FN -JN
∂ΩB

∂t =0 (4c)
  

将式(4a)、式
 

(4b)分别乘与cosφ、sinφ 后相加,再
向y 轴投影得

 

(FTsinφ+FNcosφ)'-ρS
∂vy

∂t -

 cvy -mgcosα=0 (5)
           

假设斜拉索静力位形为悬链线[28]

f(x)=
1
T1
ch(T2)-ch(T1-T2)  (6)

 

其中,T1=
mg

F0cosα
,T2=

LT1

2 .
 

令FN0、FT0 为静张力,FNd、FTd 为附加动张力

FT =FT0+FTd ,FN =FN0+FNd (7)

根据静力平衡条件得

FT0
df
ds+FN0cosφ  '=mgcosα

 

(8)
  

设斜拉索发生振动时在y 方向上振幅为u,取
斜拉索振动时的微元杆段dp,根据几何关系[29]:

 

FTd
dp
ds≈EA df

dx
·∂u
∂s+

∂w
∂s+

1
2
∂u
∂s  

2


 


 (9)
  

近似取斜拉索振动模态为标准弦振动模态

u(x,t)=∑
i
Yi(t)·sin

iπx
L

(10)
                       

把式(6)、式(10)代入式(9),再将其对x 沿弦

长进行积分,根据斜拉索两端边界条件得

  FTd =
EAU
L sin(θt)+∑

i

π2i2EAYi
2

2L2 +∑
i

iπEAT2Yi{e
T2[1-e

-2T2cos(iπ)]-e
-T2[1-e

2T2cos(iπ)]}
L(4T2

2+i2π2)

(11)

  

由小垂度假定令ds=dx,将式(8)、式(11)代入式(5)中,用Galerkin法对其进行离散化处理,将公式

两端同乘sin(nπx/L),对x 在(0,L)进行积分,简化后得

Y
··

n+2ωnξY
·

n+ ω2
n +

n2π2EA
mL3 Usin(θt)




 




 Yn+

2nπEAT2{e
T2[1-e

-2T2cos(nπ)]-e
-T2[1-e

2T2cos(nπ)]}
mL(4T2

2+n2π2)
×

 
T2

L∑
N

i
 

i≠n

iπEAT2{e
T2[1-e

-2T2cos(iπ)]-e
-T2[1-e

2T2cos(iπ)]}
4T2

2+n2π2
Yi+

 ∑
N

i

in2π3EAT2{e
T2[1-e

-2T2cos(iπ)]-e
-T2[1-e

2T2cos(iπ)]}
mL3(4T2

2+i2π2)
YiYn +

 ∑
N

i

ni2π3EAT2{e
T2[1-e

-2T2cos(nπ)]-e
-T2[1-e

2T2cos(nπ)]}
2mL3(4T2

2+n2π2)
Y2

i +
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∑
N

i

i2n2π4EA
4mL4 Y2

iYn +
2nπEAT2{e

T2[1-e
-2T2cos(nπ)]-e

-T2[1-e
2T2cos(nπ)]}

mL2(4T2
2+n2π2)

Usin(θt)=0

(12)

式中:ω2
n =

n2π2F0

mL2
(1+K1+K2)

K1=
EIn2π2

mL2
,

 

  K2=
2EAT2

2{e
T2[1-e

-2T2cos(nπ)]-e
-T2[1-e

2T2cos(nπ)]}2

F0(4T2
2+n2π2)2

其中K1,K2 为拉索抗弯刚度、垂度对第n 阶模态

自振频率的影响系数[30],n=1,2,3…N,N 为计算

时考虑前N 阶模态.与抛物线弹性梁模型公式相

比,主要差别在于垂度影响系数K2.
 

2 多尺度法
  

采用多尺度法和Lyapunov稳定性理论分析

上述非线性运动方程,分别讨论斜拉索发生主共

振、主参数共振和3∶1次共振的条件及稳定性.为
方便计算,下面只分析一阶共振,将分析结果与抛

物线型梁模型[10]相对比.

2.1 主共振
  

拉索参数如表1所示,图3为拉索发生主共振

的幅频响应曲线.由图可得,在相同频率比下基于

弹性杆模型的拉索振幅略大于梁模型,且最大响应

幅值对应的频率比不为1,而朝频率比更大的方向

弯曲,表现出“硬化”特性.激励幅值越大,拉索的响

表1 斜拉索S36的参数

Table
 

1 Parameters
 

of
 

stay
 

cable
 

S36
m/(kg/m) L/m A/m2 E/Gpa F0/kN α°

145 594.3 0.017357 205 8572.27 26.48

图3 斜拉索主共振的幅频曲线

Fig.3 The
 

amplitude
 

frequency
 

curves
 

of
 

the
 

primary
 

resonance
 

of
 

stay
 

cables

应幅值越大;同一激励幅值条件下,跨中响应幅值

随着阻尼比的增大而减小.在特定频率比区间内,

同一频率值会对应三个不同值的响应幅值,此区间

内的振动不稳定.
根据Lyapunov一次近似理论判定,振幅稳态

解a0 渐进稳定的条件为:

(ωξ)2+
1
4θ2

(ω2-θ2)+
3
4a

2
0η3




 


 ×

 ω2-θ2  +
9
4a

2
0η3




 


 ≥0 (13)
  

其中η1,η2,η3,η4 分别为参数激励项系数、平方非

线性项系数、立方非线性项系数和外激励项系数.
图3中虚线部分由于不满足稳定条件,所以为不稳

定解.

2.2 主参数共振
  

图4为主参数共振幅频曲线.在同一条件下,

基于弹性杆模型的拉索振幅略大于梁模型.不同阻

尼比下会存在一个特定值,如ξ=0.5%,其频率比

为2.012,当激励频率大于该值,会对应两个不同

的响应幅值;当激励频率小于该值,存在唯一响应

幅值.阻尼比越大,拉索响应幅值上限越小而下限

越大;同一阻尼比条件下,激励幅值越大,其响应幅

值上限增大而下限降低.

图4 主参数共振幅频曲线

Fig.4 The
 

amplitude
 

frequency
 

curves
 

of
 

the
 

primary
 

parameter
 

resonance
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根据Lyapunov一次近似理论,得出主参数共

振振幅稳态解的渐进稳定的条件为:

a2
0+
4ω2

3η3
(θ-2ω)-

8η4U
2(θ2-ω2)




 






2

≥0(14)

在图4中的两个振动响应幅值中,数值大的为

稳定响应.
  

图5为发生主参数共振存在域.主参数共振的

发生需要满足最小激励幅值条件,且最小激励幅值

随着阻尼比的增大而增大.弹性杆模型的最小起振

激励幅值略低于梁模型.

图5 主参数共振存在域

Fig.5 Primary
 

parameter
 

resonance
 

existence
 

domain

2.3 3∶1次共振
  

图6为3∶1次共振存在域图.3∶1次共振的

最小激励幅值随阻尼比的增大而增大,阻尼对其有

良好的抑制作用.3∶1
 

次共振只有在激励幅值较

大时才会发生,因此不讨论其稳定性.

图6 3∶1共振存在域

Fig.6 3∶1
 

resonance
 

existence
 

domain

3 数值验证分析
   

为分析面内参数对斜拉索振动特性的影响,用
标准四阶龙格-库塔法数值求解式(12),并与多尺

度法比较验证.拉索基本参数见表1.
 

3.1 激励频率的影响
   

设端部轴向激励幅值U=0.06m,阻尼比ξ=
0.5%,积分时长为2000秒.通过数值计算,得到图

7拉索响应幅值与频率比关系曲线.

图7 拉索跨中振幅与频率比关系曲线

Fig.7 Relationship
 

curve
 

between
 

the
 

amplitude
 

at
 

the
 

mid
 

span
 

and
 

frequency
 

ratio
 

of
 

stay
 

cables

当频率比θ/ω 在0.6~3.2之间,会出现2个

峰值,且峰值出现在频率比约为1和2处,且基于

弹性杆模型的拉索最大振幅值对应的频率比小于

梁模型.主共振现象对应的频率范围最大,而后是

主参数共振;同时其对应的响应幅值也较大,因此

主共振和主参数共振为拉索振动的主要形式.
  

图8为主共振θ/ω≈1.006和主参数共振θ/ω
≈2的时程曲线图.拉索跨中振幅会先呈现“拍”

振,随后逐渐变为稳定的周期性振动;拉索发生主

共振时达到稳定时所需时间比发生主参数共振更

短;拉索发生共振时跨中振幅上下并不对称,其上

部振幅小于下部振幅.

图8 斜拉索共振时程曲线

Fig.8 Time
 

history
 

curve
 

of
 

stay
 

cables

3.2 激励幅值的影响
   

图9和图10为拉索发生主共振θ/ω≈1.006、
主参数共振θ/ω≈2下激励幅值与跨中响应幅值

的关系曲线.响应幅值随激励幅值的增大而增大,

其中阻尼比越小,拉索跨中响应幅值越大.近似解

14
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和数值解都表明拉索发生主参数共振需要满足最

小起振激励幅值条件,且在相同阻尼比下最小起振

激励幅值相同,最小起振激励幅值随着阻尼比的增

大而增大.在阻尼比不变的情况下,当θ/ω≤2时,

不同激励幅值对应的拉索振幅响应有一个稳定解;

而当θ/ω>2时,在某区间内拉索响应有两个稳态

解,其中大值为稳定解.

图9 主共振幅值与激励幅值关系曲线

Fig.9 Relationship
 

curves
 

between
 

primary
 

resonance
 

amplitude
 

and
 

excitation
 

amplitude

图10 主参数共振幅值与激励幅值关系曲线

Fig.10 The
 

relationship
 

curves
 

between
 

the
 

primary
 

parameter
 

resonance
 

amplitude
 

and
 

the
 

excitation
 

amplitude

3.3 拉索阻尼比的影响
 

图11和图12为拉索响应幅值与阻尼比关系

曲线.通过近似解和数值解的比较,随着阻尼比的

增大,拉索振幅的变化趋势相同.阻尼对主共振和

主参数共振具有抑制作用.对于主共振,随着阻尼

的增大,阻尼对其影响程度不断减小;对于主参数

共振,阻尼的抑制作用更加明显,当阻尼增大到一

定数值,会使外部激励达不到最小起振激励幅值,

从而不会发生主参数共振.

图11 拉索主共振幅值与阻尼比关系曲线

Fig.11 Relationship
 

curve
 

between
 

primary
 

resonance
 

amplitude
 

and
 

damping
 

ratio

图12 拉索主参数共振幅值与阻尼比关系曲线
Fig.12 Relationship

 

curve
 

between
 

primary
  

parameter
 

resonance
 

amplitude
 

and
 

damping
 

ratio

4 结论
  

本文基于超细长弹性杆模型,假设拉索静态位

形为悬链线型,推导了斜拉索在轴向激励作用下的

振动方程.通过理论分析和数值求解得到以下

结论:
   

(1)斜拉索在轴向位移激励作用下会发生参数

共振,当拉索发生主共振时,会表现出“硬化”特性

和
 

“跳跃”现象;发生主参数共振时,拉索振动存在

最小起振激励幅值,当激励幅值满足起振幅值要求

后,拉索会迅速产生较大的响应幅值,且最小起振

激励幅值随拉索阻尼的增大而增大.
  

(2)基于悬链线型的弹性杆模型振动幅值略大

于抛物线梁模型,且在主参数共振区间,其最小起

振激励幅值有所下降.
  

(3)
 

拉索的参数振动特性受频率比、激励幅值

和阻尼的影响.拉索响应幅值随激励幅值的增大而

增大,呈现出振幅激增后逐渐变缓的趋势.增大阻

尼可抑制拉索振动,但抑制效果会不断削弱,故控

24
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制激励幅值是减小拉索振动的有效方法.
  

本文基于超细长弹性杆模型,只研究了拉索的

面内振动,而关于拉索面外振动以及考虑扭转等因

素对拉索振动的影响还需要进一步研究.
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