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摘要 利用平均法研究了在参数激励和外激励下,具分数阶时滞反馈的Rayleigh-Duffing系统的主共振.首

先,通过平均法求得系统的近似解析解,并且通过数值方法验证了解析解的准确性.建立了稳态响应的幅频

方程,并基于Lyapunov稳定性理论得到了稳态解的稳定性条件.最后通过数值仿真并结合幅频曲线分析了

系统参数对系统动力学行为的影响.结果表明:参激幅值和外激励幅值造成的多解现象并不相同;时滞对系

统幅频曲线的影响具有周期性.
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Abstract The
 

primary
 

resonance
 

of
 

Rayleigh-Duffing
 

system
 

with
 

fractional
 

time-delay
 

feedback
 

under
 

parametric
 

excitation
 

and
 

external
 

excitation
 

is
 

studied
 

by
 

the
 

averaging
 

method.
 

Firstly,
 

the
 

approxi-
mate

 

analytical
 

solution
 

of
 

the
 

system
 

is
 

obtained
 

by
 

the
 

averaging
 

method,
 

and
 

the
 

accuracy
 

of
 

the
 

ana-
lytical

 

solution
 

is
 

verified
 

by
 

numerical
 

method.
 

The
 

amplitude-frequency
 

equation
 

of
 

steady-state
 

re-
sponse

 

is
 

established,
 

and
 

the
 

stability
 

condition
 

of
 

steady-state
 

solution
 

is
 

obtained
 

based
 

on
 

Lyapunov
 

stability
 

theory.
 

Finally,
 

the
 

influence
 

of
 

system
 

parameters
 

on
 

the
 

dynamic
 

behavior
 

of
 

the
 

system
 

is
 

analyzed
 

by
 

numerical
 

simulation
 

and
 

amplitude-frequency
 

curve.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

multiple
 

so-
lutions

 

due
 

to
 

parametric
 

excitation
 

amplitude
 

and
 

external
 

excitation
 

amplitude
 

are
 

not
 

the
 

same.
 

The
 

effect
 

of
 

time-delay
 

on
 

the
 

amplitude-frequency
 

curve
 

of
 

the
 

system
 

is
 

periodic.

Key
 

words fractional
 

derivative, time-delay, averaging
 

method, parametric
 

excitation, Rayleigh-
Duffing

 

system

引言
    

分数阶微积分已经有300多年的历史,但是近

年来,它在物理、力学、生物学、材料学等各领域备

受关注[1-7].近些年来,随着分数阶微积分理论的不

断发展[8-12],许多专家学者利用近似解析方法对分
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数阶系统进行研究,比如,Chen[13]基于平均法研究

了分数阶时滞负反馈和强迫激励下van
 

der
 

Pol振

子的主共振,并发现了分数阶时滞反馈不仅具有速

度反馈的性质,还有位移反馈的作用;Shen[14]利用

多尺度法研究了分数阶Duffing系统的主-亚谐

联合共振,分析了分数阶导数项对系统的影响,揭
示了分数阶导数项的作用机理;Xing[15]研究了分

数阶Duffing振子在谐波激励下发生混沌运动的

必要条件,基于 Melnikov方法建立了Smale马蹄

意义下混沌存在的必要条件,并且发现分数阶导数

系数对混沌运动阈值的影响较大.
与整数阶系统相比,分数阶系统能更精确地描

述实际的工程问题,而分数阶时滞控制的可调参数

更多,能更好地控制和优化振动系统.时滞在实际

生活中无处不在,它的存在会使系统的性能下降进

而导致系统失稳,而另一方面也可以通过研究时滞

来控制系统,减小实际的损耗[16-19].目前,关于分数

阶时滞系统的相关研究得到越来越多的关注,例
如,Niu[20]利用KBM 法研究了基于位移反馈的微

分控制器,分析了控制器对Duffing振子的影响,

发现选择合适的参数能够充分利用时滞的优势;

Wang[21]研究了具有时滞的分数阶混沌系统的混

合投影同步问题,提出了一种用于同步的非线性控

制器,并证明了该控制器的有效性和鲁棒性;Kan-

dasamy[22]研究了广义时滞分数阶系统的改进定时

稳定性问题,并通过构造合适的 Lyapunov-Kra-
sovskii函数,推导出了保证寻址分数阶神经网络

定时同步的代数条件;王荣浩等[23]针对一类子系

统具有分数阶特性的时变切换系统,提出了一种基

于模型依赖平均驻留时间方法的有限时间稳定性

条件及异步切换控制策略;Mao等[24,25]针对不同

的非线性时滞系统,提出了不同的有限时间采样数

据输出反馈算法,并通过电路实验验证了方法的有

效性.
   

Rayleigh-Duffing振子作为 Rayleigh振子和

经典的Duffing振子耦合而成的振子,具有丰富的

动力学特性,比如,Rui[26]利用不连续动力系统理

论研究了具有周期外激励的非光滑Rayleigh-Duff-
ing系统的开关动力学行为,分析了Rayleigh-Duf-
fing系统的切换机理,并研究了系统在切换边界上

的共存和多稳定性现象;Zhang[27]基于分岔理论,

提出了改进的Rayleigh-Duffing振子的四种混合

模式振荡,并研究了系统分岔延迟现象的产生原

理;Gine[28]刻画了Rayleigh-Duffing振子的达布多

项式和指数因子,完整地描述了它的达布可积性和

Liouville可积性.
  

目前关于分数阶 Rayleigh-Duffing系统的相

关研究较少[29-31].本文将利用平均法对具有分数阶

时滞反馈的Rayleigh-Duffing系统发生主共振时

的动力学行为进行研究.利用平均法得到了系统的

近似解析解,基于Lyapunov稳定性理论得到了稳

态解的稳定性条件,分析讨论了分数阶时滞项等参

数对系统幅频曲线的影响.

1 近似解析解
  

考虑受参数激励和谐波激励下,具有分数阶时

滞反馈的Rayleigh-Duffing系统,方程如下

mx··(t)+kx(t)+β[x
·2(t)-1]x

·(t)+
 αx3(t)+2Bcos(2ωt)x(t)

=KDp[x(t-τ)]+Fcos(ωt) (1)
上式中,m,k,β,α,B,F,ω 对应着系统的质量、线
性刚度系数、阻尼系数、非线性刚度系数、参数激励

幅值、外激励幅值和频率,τ 为控制过程中引入的

时滞,K(K<0)为分数阶反馈增益,Dp[x(t-τ)]
为Dp[x(t-τ)]为关于τ的p 阶导数(0<p<1).
这里采用Caputo型导数定义

Dp[u(t)]=
1

Γ(1-p)∫
t

0
(t-τ)-pu'(τ)dτ

式中,Γ(·)表示Gamma函数.
  

为使式(1)从形式上满足平均法的条件,对其

进行如下坐标代换

ω0=
k
m
,

 

2εμ=β
m
,εα1=

α
m
,εk1=

K
m
,

εB1=
B
m
,εf=

F
m

则式(1)变为

x··(t)+ω2
0x(t)=ε{k1Dp[x(t-τ)]+

 fcos(ωt)-2B1cos(2ωt)x(t)-α1x3(t)-

 2μ[x
·2(t)-1]x

·(t)} (2)
其中,ε为小参数,0<ε≪1,ω0 为系统的固有频率.

为研究主共振情况,即ω≈ω0,引入ω2=ω2
0+

εσ,则式(2)变为

x··(t)+ω2x(t)=ε{k1Dp[x(t-τ)]+
 fcos(ωt)+σx(t)-2B1cos(2ωt)x(t)-

 2μ[x
·2(t)-1]x

·(t)-α1x3(t)} (3)

03
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假设式(3)的解为如下形式

x(t)=acosφ
x·(t)=-aωsinφ
x(t-τ)=acos(φ-ωτ)

其中,φ=ωt+θ.
再根据

x·(t)=a·cosφ-a(ω+θ
·
)sinφ

x··(t)=-a·ωsinφ-aω(ω+θ
·
)cosφ

可得

a·=-
1
ω
[P1(a,θ)+P2(a,θ,τ)]sinφ

aθ
·
=-

1
ω
[P1(a,θ)+P2(a,θ,τ)]cosφ (4)

其中,

P1(a,θ)=ε{σacosφ+fcos(φ-θ)-
 a3α1cos3φ+2μaωsinφ(a2ω2sin2φ-1)-
 2aB1cosφcos[2(φ-θ)]}

P2(a,θ,τ)=εk1Dp[acos(φ-ωτ)]
  

对式(4)在区间[0,T]上进行积分平均,得

a·=-
1
Tω∫

T

0
[P1(a,θ)+P2(a,θ,τ)]sinφdφ

aθ
·
=-

1
Tω∫

T

0
[P1(a,θ)+P2(a,θ,τ)]cosφdφ

(5)
计算式(5)中的第一部分得

a·1=-
1
2πω∫

2π

0
P1(a,θ)sinφdφ

 =εμa-
3
4εμa

3ω2-
εaB1

2ωsin
(2θ)-

εf
2ωsinθ

(6a)

aθ
·

1=-
1
2πω∫

2π

0
P1(a,θ)cosφdφ

 =-
εσa
2ω+

3ε
8ωa

3α1+
εaB1

2ωcos
(2θ)-

εf
2ωcosθ

(6b)
利用分数阶导数公式

Dp[cos(ut)]=upcos(ut+pπ
2
)

Dp[sin(ut)]=upsin(ut+pπ
2
)

计算式(5)中的第二部分得

a·2=-lim
T→�

εk1
Tω∫

T

0
Dp[acos(ωt+θ-ωτ)]sin(ωt+

θ)dt=-
εak1
ω
·lim

T→�

1
T∫

T

0
[ωpcos(ωt+θ-ωτ+

pπ
2
)sin(ωt+θ)]dt=-

εak1ωp-1

2
·

lim
T→�

1
T∫

T

0
[sin(2ωt+2θ+pπ

2 -ωτ)-sin(p
π
2 -

ωτ)]dt=
εak1ωp-1

2 sin(pπ2 -ωτ) (7a)

同理可得

aθ
·

2=-
εak1ωp-1

2 cos(pπ2 -ωτ) (7b)

联立式(6)和式(7)得

a·=εμa-
3
4εμa

3ω2-
εaB1

2ωsin
(2θ)-

 εf
2ωsinθ+

εak1ωp-1

2 sin(pπ2 -ωτ)

aθ
·
=-

εσa
2ω +

3ε
8ωa

3α1+
εaB1

2ωcos
(2θ)-

 εf
2ωcosθ-

εak1ωp-1

2 cos(pπ2 -ωτ) (8)

代入原系统参数得到系统的近似解析解为

a·=
a
2mCe(p)-

3β
8ma

3ω2+

 aB
2ωmsin

(2θ)-
F
2mωsinθ

aθ
·
=

a
2mωKe(p)-

ωa
2 +

3a3α
8mω+

 aB
2ωmcos

(2θ)-
F
2mωcosθ

(9)

其中,

Ce(p)=-β-Kωp-1sin(pπ2 -ωτ)

Ke(p)=k-Kωpcos(pπ2 -ωτ) (10)

2 稳定性分析
  

令(9)式中的a·=0,θ
·
=0可得关于系统稳态

解(a-,θ
-)的方程组

 a-

2mCe(p)-
3β
8ma

-3ω2+
a-B
2ωmsin

(2θ
-)-

F
2mωsinθ

-
=0

 a-

2mωKe(p)-
ωa-

2 +
3a-3α
8mω+

a-B
2ωmcos

(2θ
-)-

 F
2mωcosθ

-
=0 (11)

消除式(11)中的θ
-,得系统的幅频响应方程为

a-Ke(p)
2mω -

a-ω
2 +

3αa-3

8mω+
H2-2a-2B2F2

4mωa-BF2 -

13
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 H
4mωa-B

=0 (12)

其中,

H =a-2B2+F2-
1
16
[4a-ωCe(p)+3βa

-3ω3]2-

 116
[4a-mω2-4a-Ke(p)-3αa-3]2

  

下面考虑稳态解的稳定性,令a=a-+Δa,θ=

θ
-
+Δθ,将(9)式在(a-,θ

-)处进行线性化处理,可得

dΔa
dt = -

9β
8ma

-2ω2+
Bsin(2θ

-)
2ωm -

Ce(p)
2m





 



 Δa+

 a-Bcos(2θ
-)

ωm -
Fcosθ

-

2mω  Δθ
dΔθ
dt =

3a-α
4mω+

Fcosθ
-

2mωa-2  Δa+
Fsinθ

-

2mωa-
- 

 Bsin(2θ
-)

ωm  Δθ (13)

雅可比矩阵

J=
-
6β
8ma

-2ω2+
Fsinθ

-

2mωa-
a-Bcos(2θ

-)
ωm -

Fcosθ
-

2mω
   

3a-α
4mω+

Fcosθ
-

2mωa-2
-
Ce(p)
m -

3a-2ω2β
4m -

Fsinθ
-

2mωa-























(14)

及特征方程

λ2-Pλ+Q=0 (15)

其中,P=trJ,Q=detJ.
  

因此,由Lyapunov第一方法得,稳态解稳定

的充要条件是P<0且Q>0.
  

为验证所求解析解的精确性,利用文献[10]介
绍的数值算法对(1)式进行数值仿真,具体迭代格

式如下

 x(tk)=y(tk-1)h-∑
k

i=1
C1

ix(tk-1)

 y(tk)=
1
m
{Fcos(ωtk)-β[y2(tk-1)-1]y(tk-1)-

 kx(tk)-αx3(tk)-2Bcos(2ωtk)x(tk)-

 εkz(tk-1)}h-∑
k

i=1
C1

iy(tk-1)

 z(tk)=y(tk)h1-p -∑
k

i=1
C1-p

i z(tk-1)

其中,x=x(t)为 位 移,y=x· (t)为 速 度,z=
Dp[x(t)]为位移的p 阶微分项.

  

选取一组基本系统参数,m=4,k=10,β=1,α

=2,K1=-0.1,p=0.4,τ=0.3,B=0.1,F=1,
对每个给定的激励频率ω,仿真时长为200s,步长

为0.01s,将计算结果的前90%响应值略去,取后

10%响应的幅值作为稳态幅值x-,由式(12)和式

(13)计算稳态响应的幅频特性,由式(14)和式(15)

判断稳定性,所得数值结果如图1中小圆圈所示.
其中黑色表示解析解,红色代表数值解,圆圈和实

线表示稳定周期解,虚线表示不稳定周期解,可见

近似解与数值解吻合较好,这验证了本方法所得结

果的正确性和准确性.

图1 幅频曲线对比

Fig.1 Comparison
 

of
 

amplitude-frequency
 

responses

3 系统参数对幅频曲线的影响

3.1 激励幅值系数的影响

3.1.1 参数激励幅值B 的影响
  

选取参数,m=4,k=10,β=1,α=2,K1=
-0.1,p=0.4,τ=0.3,F=1,考察参激幅值B 对

幅频曲线的影响.如图2(a)所示,当B=1.5时,在
参数激励和外激励的共同作用下,系统幅频曲线出

现特有的多解现象.之后随着时变刚度系数B 的

逐渐增大,系统幅频曲线的拓扑结构发生变化,共
振幅值不断变大,共振频率和多解的范围也随之

增加.
3.1.2 外激励幅值系数F 的影响

  

选取参数,m=4,k=10,β=1,α=2,K1=

-0.1,p=0.4,τ=0.3,B=0.1,考察外激励幅值

F 对幅频曲线的影响.如图3所示,当F=0.1时,

幅频曲线出现多解现象,且与时变刚度系数B 引

起的幅频曲线的多解现象并不相同,之后随着幅值

F 的逐渐增大,多解现象消失,系统的拓扑结构发

生改变,共振幅值不断增加.

23
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图2 参激幅值B 的影响

Fig.2 Effects
 

of
 

coefficient
 

B

图3 幅值B 和F 的影响
Fig.3 Effects

 

of
 

coefficient
 

B
 

and
 

F

此外,当其它参数取定不变时,取B=0.2,F
=0.2时,发现在参激幅值B 充分大以及外激励幅

值F 充分小时,对幅频曲线造成的多解现象同时

发生,此时小范围内存在一组参数使得同时存在五

个稳态解的现象.

3.2 分数阶项的影响

3.2.1 分数阶阶次p 的影响
  

选取参数,m=4,k=10,β=1,α=2,K1=
-0.1,τ=0.3,B=0.1,F=0.4,考察分数阶阶p
次对幅频曲线的影响.如图4所示,随着分数阶阶

次p 的不断增大,等效阻尼会逐渐减小,从而系统

的幅值也会不断降低,而等效刚度会随着p 的增

大而逐渐变大,从而幅频曲线逐渐向高频方向移动.

图4 分数阶阶次p 的影响

Fig.4 Effects
 

of
 

fractional
 

order
 

p

3.2.2 分数阶导数项系数K 的影响

选取参数,m=4,k=10,β=1,α=2,τ=0.3,B
=0.1,F=0.1,依次选取p 的值为p=0.1,p=0.5,

p=0.9,分数阶导数项系数K1 的值依次选为K1=
-0.1,K1=-1,K1=-2,K1=-4,如图5所示.

从图5中可以发现,当p=0.1时,分数阶导数

项等效于非线性刚度,随着分数阶导数项系数的逐

33
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图5 分数阶导数项系数的影响

Fig.5 Effects
 

of
 

fractional
 

coefficient

渐增大,多解现象消失,幅频曲线的拓扑结构发生

改变,曲线逐渐向左偏移且共振幅值逐渐减小;当

p=0.9时,分数阶项等效于线性阻尼,当K1 逐渐

增大时,幅频曲线并未出现多解现象,且共振振幅

逐渐增加,共振频率范围逐渐缩小;当p=0.5时,
分数阶项同时具有阻尼性质和刚度性质,随着分数

阶导数项系数的增大,幅频曲线逐渐向左偏移,共
振振幅逐渐增加,相比p=0.9时,整体趋势变化

较小.

3.3 时滞的影响
  

选取参数,m=4,k=10,β=1,α=2,K1=

-0.1,p=0.4,B=0.1,F=0.1,考察时滞对幅频

曲线的影响.观察图6(a)可知,当时滞τ从0.5增

大时,共振幅值也随之逐渐增大,频带逐渐缩小,曲
线逐渐向左偏移;从图6(b)可知,从时滞τ继续增

大时,共振幅值逐渐减小,多解现象消失,幅频曲线

的拓扑结构发生改变;从图6(c)可知,当时滞τ在

之前基础上继续增大时,共振幅值逐渐增大,曲线

向右偏移,多解现象再次出现;观察图6(d)可知,此
时随着时滞的增大,幅频曲线的变化与图6(a)类似.

如图7所示,时滞τ取值的变化对幅频曲线的

影响呈现周期性的状态,这是因为式中所求得的等

效阻尼和等效刚度中含有正弦和余弦函数,其中

图6 时滞τ的影响
Fig.6 Effects

 

of
 

time-delay
 

τ
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图7 时滞τ,频差σ与幅值a间的关系图

Fig.7 The
 

relationship
 

between
 

delay
 

τ,
 

frequency
 

difference
 

σ
 

and
 

amplitude
 

a

T≈2π/ω0≈3.9739,所以在图6(a)与图6(d)中,

虽然时滞取值范围不同,但对幅频曲线的影响变化

大致相同.

4 结论
  

本文利用平均法研究了在参数激励和谐波激

励下,具有分数阶时滞反馈的Rayleigh-Duffing系

统的主共振.首先得到了系统主共振时的一次近似

解析解,并利用Lyapunov第一方法得到了稳态解

的稳定性条件,并数值仿真分析,发现求得的解析

解和数值解吻合较好,验证了解析解的准确性,最
后通过数值仿真考察了系统参数对幅频响应曲线

的影响.结果发现,时变刚度系数和外激励幅值对

共振幅值、频率及频带有着重要影响,两者均会造

成多解现象的出现,且造成的多解现象并不相同,

此外,在分数阶阶次取值不同时,分数阶项有着不

同的阻尼和刚度性质,在一定程度上也会影响系统

的拓扑结构,而时滞参数对幅频曲线的影响具有周

期性性质,这在工程上对于系统参数的取值有很大

的参考价值.在之后的研究中,将考虑在所受激励

为随机激励的情况下,分数阶系统所表现的复杂动

力学行为.
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