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摘要 基于二分量五阶耦合扩展修正的Korteweg-de
 

Vries(mKdV)方程,借助广义Darboux变换和Taylor
展式,得到方程 N 阶孤子解的迭代表达式.对谱参数的实部和虚部分类讨论,取合适的自由参数,通过数值

模拟展示孤子间的相互作用图,进一步分析不同参数对孤子间弹性及非弹性碰撞的影响.所得结果对高阶

孤子的研究具有一定的理论意义.
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Abstract Korteweg-de
 

Vries
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引言
  

孤子也叫做孤立波,在自然界中表现为某种非

线性波动现象.数学上,孤子可以被看作非线性发

展方程的一类能量有限的稳定行波解[1].近些年

来,孤子理论在光纤系统[2]、玻色爱因斯坦凝聚

态[3]、等离子体[4]、流体力学[5]、海洋学[6]等多个领

域中被广泛地应用.常被用来求孤子解的方法有

Darboux变换法[7],
 

Riemann-Hilbert法[8],
 

Dar-
boux-dressing法[9,10],Hirota双线性法[11]等.广义
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Darboux变换方法[12]是构造可积系统孤子解的有

力工具之一,是经典Darboux变换法的推广,常用

于可积方程初边界值问题的渐近性分析.
由于自然现象的复杂性和多样性,单分量方程

已不能很好的描述粒子运动,推广的高阶多分量非

线性薛定谔方程可以更有效地解释介质及其边界

的非均匀性.本文研究二分量五阶耦合扩展mKdV
方程[13]

 q1t-q1xxxxx -q21(30q*2
1 q1x +20q*

1q*
2q2x)-q1[40|q2|2q*

1q1x +10(q1xq*
1xx +q*

1xq1xx +q*
1q1xxx)+

20|q2|2q*
2q2x +5(q*

2q2xxx +q2xq*
2xx +q*

2xq2xx)]-q1x[10(q1xq*
1x +|q2|4+q*

2q2xx +q2xq*
2x)+

20q*
1q1xx +5q2q*

2xx]-5(|q2|2q1xxx +q2q*
2xq1xx)-10q*

2q1xxq2x =0,

 q2t-q2xxxxx -q22(30q*2
2 q2x +20q*

1q*
2q1x)-q1[40|q1|2q*

2q2x +10(q2xq*
2xx +q*

2xq2xx +q*
2q2xxx)+

20|q1|2q*
1q1x +5+5(q*

1q1xxx +q1xq*
1xx +q*

1xq1xx)]-q2x[10(q2xq*
2x +|q1|4+q*

1q1xx +q1xq*
1x)+

20q*
2q2xx +5q1q*

1xx]-5(|q1|2q2xxx +q1q*
1xq2xx)-10q*

1q2xxq1x =0 (1)

其中q1(x,t),q2(x,t)是两个具有交互作用的波束

包络函数,*为共轭,x 为演化距离,t为演化时间.
对于方程(1),Sherriffe等人[14]研究了 mKdV

方程行波解的解析方法;娄雨等人[15]借助广义

Darboux变换法求得 mKdV方程的局域波解;吴
凡等人[13]通过Riemann-Hilbert方法,得到 N 阶

孤子解并数值模拟出二阶孤子演化图.目前,关于

方程(1)的高阶孤子解研究较少,本文将利用广义

Darboux变换法研究方程(1)的孤子解,讨论二阶

及三阶孤子零振幅背景下的动力学行为.

1 广义Darboux变换
  

方程(1)具有如下形式的Lax对

Φx =UΦ,U=
1
2iλJ+iJP,

Φt=VΦ,V=∑
5

j=0
λjVj. (2)

其中
 

J=

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1  ,P=

0 u1 u2

-u*
1 0 0

-u*
2 0 0  ,

V5=
i
2J
,V4=iJP,V3=Px +iJP2,

V2=PxP-PPx +iJ(2P3-Pxx),

V1=-Pxxx +3(PxP2+P2Px)+

 iJ(3P4-PPxx -PxxP+P2
x),

 

V0=[PPxxx -PxxxP+PxxPx -PxPxx +

 4(PxP3-P3Px)+2(P2PxP-PPxP2)]+

 iJ[Pxxxx -4(PxxP2+P2Pxx)-2(P2
xP+

 PP2
x +PPxxP)+6(P5-PxPPx)].

Φ=[φ(x,t),φ(x,t),χ(x,t)]T
 

为方程(1)的本征

波函数,λ为光谱参量,T为向量转置,* 为共轭.
  

设q1[0]=q2[0]=0是方程(1)的种子解,代
入Lax对方程(2)中,得出与λ=λ1 和λ=λ3 对应

的解:
 

Φa[0]=
φ1[0]

φ1[0]

χ1[0]  =
h11e

iλ
2(x+λ4t)

h21e
-
iλ
2(x+λ4t)

h31e
-
iλ
2(x+λ4t)























,

Φb[0]=
φ2[0]

φ2[0]

χ2[0]  =
h12e

iλ
2(x+λ4t)

h22e
-
iλ
2(x+λ4t)

h32e
-
iλ
2(x+λ4t)























.(3)

其中hj1,hj2(j=1,2,3)是任意复参数.
基于以上分析,方程(1)一阶Darboux变换如下

Φ[1]=T[1]Φ,T[1]=λI3-HΛ1H-1 (4)

q1[1]=q1[0]+(λ1-λ*
1 )·

 φ1φ*
1

|φ1|2+|φ1|2+|χ1|2
 

(5)

q2[1]=q2[0]+(λ1-λ*
1 )·

 φ1χ*
1

|φ1|2+|φ1|2+|χ1|2
(6)

其中

H=

φ1 φ*
1 χ*

1

φ1 -φ*
1 0

χ1 0 φ*
1

  ,Λ1=

λ1 0 0

0 λ*
1 0

0 0 λ*
1

  .

根据上述经典Darboux变换,构造该方程广

义Darboux变换获取方程(1)的精确解.设 Φ1 =
Φ1|λ1+η

是方程(2)相对于谱参量λ=λ1+η 的一

个特解,η 为扰动的一个小参量,η=0处,Φ1 泰勒

展开,则

Φ1=Φ[0]
1 +Φ[1]

1 η+Φ[2]
1 η2+…+Φ[l]

1ηl+…
(7)
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其中
       

Φ[l]
1 =(φ

[l]
1 ,φ

[l]
1 ,χ

[l]
1 ),

Φ[l]
1 =

1
l!

∂Φ1

∂ηl |η=0(l=0,1,2,…N).
  

方程(1)的N-1阶广义Darboux变换定义如

下(N=2,3):
 

Φ1[N -1]=Φ[0]
1 + ∑

N-1

l=1
T[l]
1  Φ[1]

1 +

 ∑
N-1

l=1
∑
l=1

k=1
T1[l]T1[k]  Φ[2]

1 +…+

 T1[N -1]T[N -2]…T1[1]  Φ1
[N-1],

(8)

Φ1[N]=T[N]T[N -1]…Φ1,
 

(9)

q1[N]=q1[N -1]+(λ1-λ*
1 )·

φ1[N-1]φ*
1[N-1]

|φ1[N-1]|2+|φ1[N-1]|2+|χ1[N-1]|2

(10)

q2[N]=q2[N -1]+(λ1-λ*
1 )·

φ1[N-1]χ*
1[N-1]

|φ1[N-1]|2+|φ1[N-1]|2+|χ1[N-1]|2

(11)

其中,

T[1]=I,T[l]=λI-H[l-1]ΛlH[l-1]-1

Φ1[N -1]=(φ1[N -1],φ1[N -1],

χ1[N -1])T-1,

Φ1[N]=(φ1[N],φ1[N],χ1[N])T-1,

H[l-1]=

 
φ1[l-1] φ*

1[l-1] χ*
1[l-1]

φ1[l-1] -φ*
1[l-1] 0

χ1[l-1] 0 -φ*
1[l-1]  , 

Λ[l]=

λ1 0 0

0 λ*
1 0

0 0 λ*
1

  , 

1≤l≤N.
 

此时可得方程(2)的二阶及三阶孤子的解表达

式为q1[N]和q2[N](N=2,3).

2 二阶和三阶孤子的动力学特性
  

方程(3)中取适合的参数,作出二阶及三阶孤

子相互作用图,研究其传播特性.
        

当N=2时,分析二阶孤子的动力学特性.对
比谱参数λ1 和λ3 的Re和Im,分以下两类情况:

  

(1)Re(λ1)=Re(λ3),Im(λ1)≠Im(λ3)时,

分量q1[2]、q2[2]中的二阶孤子相互作用,发生弹

性碰撞,在碰撞瞬间振幅发生波动,最大增加到1.4.
碰撞后两个孤子相位与碰撞前相一致,如图1所示.

图1 h11=i,h21=i,h31=i,h12=i,h22=i,h32=i;λ1=0.2+0.8i,λ3=0.2+1.3i时,二阶孤子间的相互作用演化图

Fig.1 Second-order
 

solitons
 

at
 

h11=i,h21=i,h31=i,h12=i,h22=i,h32=i;λ1=0.2+0.8i,λ3=0.2+1.3i

图2 h11=i,h21=i,h31=3i,h12=i,h22=i,h32=i;λ1=0.5-i,λ3= -1-i时,二阶孤子间的相互作用演化图

Fig.2 Second-order
 

solitons
 

at
 

h11=i,h21=i,h31=3i,h12=i,h22=i,h32=i;λ1=0.5-i,λ3= -1-i
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  (2)Re(λ1)≠Re(λ3),Im(λ1)=Im(λ3)时,

分量q1[2]、q2[2]中的二阶孤子发生两个孤子间

弹性的碰撞行为,碰撞后两孤子传播方向和所具有

的能量未变.q1[2]和q2[2]中的二阶孤子动力学

特性表现不一致,q2[2]中的孤子振幅比q1[2]中

的孤子振幅高,如图2所示.
   

当N=3时,分析三阶孤子的动力学特性.比
较谱参数λ1 和λ3 的Re和Im,分以下两类情况:

  

(1)Re(λ1)≠Re(λ3),Im(λ1)≠Im(λ3)时,

分量q1[3]、q2[3]中的三阶孤子表现为三个孤子

之间的弹性碰撞,碰撞后三个孤子的振幅和传播方

向未发生改变,如图3
 

(a)和图3(b)所示;若其他

参数不变,调换谱参数λ1 和λ3 的值,分量q1[3]、

q2[3]中的三阶孤子相对于调换谱参数值之前,传
播轨迹发生改变,振幅增大,分量q1[3]和q2[3]具
有相同的动力学行为,此处仅展示分量q1[3]孤子

间的弹性碰撞传播图,如图3(c)所示.
(2)Re(λ1)≠Im(λ1),Re(λ3)≠Im(λ3)时,

分量q1[3]、q2[3]中的三阶孤子发生三个孤子间

的非弹性碰撞,发生碰撞后其中两个孤子能量发生

变化,振幅降低,如图4所示.
  

图3 h11=i,h21=i,h31=i,h12=i,h22=i,h32=i;λ1= -1-0.45i,λ3=0.3+i时,三阶孤子间的相互作用演化图

Fig.3 Third-order
 

solitons
 

at
 

h11=i,h21=i,h31=i,h12=i,h22=i,h32=i;λ1= -1-0.45i,λ3=0.3+i

图4 h11=2.5i,h21=3i,h31= -2+4i,h12=1,h22=1,h32=1;λ1=i,λ3=0.6i时,三阶孤子间的相互作用演化图

Fig.4 Third-order
 

solitons
 

at
 

h11=2.5i,h21=3i,h31= -2+4i,h12=1,h22=1,h32=1;λ1=i,λ3=0.6i

3 小结
  

本文从二分量五阶mKdV方程中的零种子解

出发,根据广义Darboux变换及Lax对方程,求出

方程孤子解的 N 阶迭代表达式.对谱参数的实部

和虚部进行分类,选取方程解表达式中合适的自由

参数值,绘制出二阶及三阶孤子间的相互作用演化

图,并分析孤子的动力学行为,包含弹性碰撞与非

弹性碰撞.所得结果为解释数学物理领域中出现的

孤子现象具有一定的参考意义.
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