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摘要 工程领域中的结构和机构具有高维、非线性及强耦合等特性,导致其动态行为十分复杂.在相关研究

领域中,降维方法对高维复杂非线性的动力学系统研究具有重要意义.它可以降低数据的复杂性,克服动力

学系统的维数灾难,提高计算效率;也可以将高维数据的特征进行压缩和重构,提取出其核心特征,更好地

揭示数据的内在规律和本质特征;还可以帮助简化模型,降低模型的复杂性,提高模型的稳定性和可解释

性.近年来,降维方法体系逐渐发展完善,很多学者利用降维方法实现了高维复杂系统理论研究.基于此,针

对非线性高维系统的降维理论进行了综述.重点介绍了基于中心流形理论的降维方法,Lyapunov-Schmidt
方法,本征正交分解方法(Proper

 

Orthogonal
 

Decomposition)和非线性Galerkin方法等降维方法的基本思

想、应用现状及各自的优缺点.此外,还简要介绍了实际问题中其他降维方法的应用.最后,针对现有降维方

法存在的问题,提出了可能的改进方案和未来研究方向的展望.
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Abstract Structures
 

and
 

mechanisms
 

in
 

the
 

engineering
 

field
 

possess
 

characteristics
 

such
 

as
 

high
 

dimen-
sions,

 

nonlinearity,
 

and
 

strong
 

coupling,
 

leading
 

to
 

complex
 

dynamic
 

behaviors.
 

In
 

the
 

related
 

research
 

field,
 

the
 

dimensionality
 

reduction
 

method
 

is
 

of
 

great
 

significance
 

for
 

the
 

study
 

of
 

high-dimensional
 

com-
plex

 

nonlinear
 

dynamical
 

systems.
 

These
 

methods
 

can
 

reduce
 

the
 

complexity
 

of
 

data,
 

overcome
 

the
 

"
curse

 

of
 

dimensionality"
 

in
 

dynamical
 

systems,
 

and
 

improve
 

computational
 

efficiency.
 

They
 

can
 

also
 

compress
 

and
 

reconstruct
 

the
 

characteristics
 

of
 

high-dimensional
 

data,
 

extracting
 

core
 

characteristics
 

to
 

better
 

reveal
 

its
 

inherent
 

laws
 

and
 

features.
 

Furthermore,
 

they
 

can
 

simplify
 

models,
 

reduce
 

model
 

com-
plexity,

 

and
 

improve
 

model
 

stability
 

and
 

interpretability.
 

In
 

recent
 

years,
 

the
 

dimension
 

reduction
 

meth-
od

 

system
 

has
 

gradually
 

developed
 

and
 

improved,
 

and
 

many
 

scholars
 

have
 

utilized
 

them
 

to
 

achieve
 

theo-
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retical
 

research
 

on
 

high-dimensional
 

complex
 

systems.
 

Based
 

on
 

this,
 

this
 

paper
 

summarizes
 

the
 

dimen-
sion

 

reduction
 

theory
 

for
 

nonlinear
 

high-dimensional
 

systems.
 

It
 

focuses
 

on
 

introducing
 

the
 

basic
 

ideas,
 

application
 

status,
 

and
 

advantages
 

and
 

disadvantages
 

of
 

dimension
 

reduction
 

methods
 

such
 

as
 

Central
 

Manifold
 

Theorem
 

dimension
 

reduction
 

method,
 

Lyapunov-Schmidt
 

method,
 

Proper
 

Orthogonal
 

Decom-
position

 

method
 

(POD),
 

and
 

nonlinear
 

Galerkin
 

method.
 

Additionally,
 

it
 

briefly
 

introduces
 

the
 

applica-
tion

 

of
 

other
 

dimension
 

reduction
 

methods
 

in
 

practical
 

problems.
 

Finally,
 

aiming
 

at
 

the
 

problems
 

exist-
ing

 

in
 

current
 

dimension
 

reduction
 

methods,
 

it
 

proposes
 

possible
 

improvement
 

plans
 

and
 

prospects
 

for
 

future
 

research
 

directions.
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引言
  

实际工程中的结构和机构,如航空航天飞行

器、水下航行器、土木建筑结构、桥梁结构、微电子

机械结构、高精度机床等动力系统往往具有高维、

非线性[1]及强耦合等特性.这些特性的产生主要源

于以下几个方面:首先,这些系统和结构通常由多

个部件和组件组成,每个部件都有其自身的结构和

功能性要求,各部分具有不同的物理属性,从而整

个系统状态空间维度是大规模的,其动态行为表现

出十分复杂的特性.例如,即便一个简单的机械

臂[2]可能有多个关节,每个关节都有其自由度,从
而使得整个机械臂的运动状态是高维的.其次,实
际结构和系统的动态行为往往是非线性的,这时非

线性因素,如材料属性[3]、几何形状[4]、摩擦和碰

撞[5,6]等在系统中起着重要作用,决定系统的动态

特性.最后,系统和结构中的各个部件之间通常存

在强烈的耦合作用,这种耦合作用使得系统的动态

行为不仅取决于单个部件的状态,还取决于各个部

件之间的相互作用.例如,飞行器机翼[7]的振动可

能会影响尾翼的运动,桥梁的位移[8]可能会影响其

结构内力的分布.
这些因素共同作用,使得实际工程中的结构和

机构具有高维、非线性和强耦合等复杂动力学特

性,需要深入的理论分析和实验研究以确保其稳定

性和可靠性.然而,直接采用数值方法研究高维系

统的非线性动力学行为存在着数值解收敛难、算法

稳定性差、计算机时长等困难[9].与此同时,现有的

非线性理论[10]往往只适用于低维系统,采用解析

方法研究系统的稳定性、分岔与混沌则更为困难.
所以寻求适当的降维方法,用低维流形表征大型复

杂的动力学系统,利用现代非线性动力学的理论方

法探究降维后系统的动力学行为[11],就显得至关

重要.针对复杂结构或机构系统,基于模态综合

法[12]的线性系统降维方法,于20世纪80年代就

已发展成熟,并在工程上获得了广泛的应用.它的

基本思想是基于模态分解来降维,通过对线性系统

的模态进行分解和综合截断,将复杂结构系统投影

到一个低维模态空间中.然而对于存在非线性因素

的复杂结构来说,模态综合法的降维效果非常有限.
  

在解决实际工程问题中,常用于研究非线性动

力系统 的 降 维 方 法 有:中 心 流 形 法,Lyapunov-
Schmidt方法,本征正交分解方法(Proper

 

Orthog-
onal

 

Decomposition,
 

POD)和非线性 Galerkin方

法等,本文将分别介绍上述方法的降维基本原理,

研究应用现状及各自的优点和局限性.

1 基于中心流形理论的降维方法
  

中心流形理论广泛应用于高维非线性动力系

统的复杂动态行为研究,该方法可以有效降低动力

系统的维数.高维非线性状态空间内部分为稳定流

形和不稳定流形,当系统状态对应于相平面上的点

随时间改变的移动轨迹(相轨迹)在稳定流形上运

动时,系统不发生突变现象.相反,当相轨迹在不稳

定流形上运动时,系统发生分岔现象.因此,可以用

相轨迹在不稳定流形上的变化来代表整个高维系

统的本质变化,中心流形理论正是基于这一原理进

行降维.
  

中心流形定理[13]主要关注自治系统(时不变

系统)在平衡点附近的动态行为.通过在平衡点处

对高维系统线性化处理,利用雅可比矩阵的特征值

判断系统的局部动态特性.如果系统函数f(x)是

2
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r阶连续可导,则在任意平衡点处,存在唯一的r
阶连续可导的稳定流形、唯一的r阶连续可导的不

稳定流形,以及存在(不一定唯一)r-1阶连续可

导的中心流形.
  

考虑自治系统
  

x· =f(x) (1)
  

其中f:D→Rn 是连续可微的,且D∈Rn 是包含原

点x=0的定义域.假设原点是上述方程的平衡

点.将函数f 在原点线性化,可得

A=
∂f
∂x
(x)

x=0
(2)

  

(1)
 

若矩阵A 所有特征值都具有负实部,则原

点是渐近稳定的;
  

(2)
 

若矩阵A 有实部为正的特征值,则原点是

不稳定的;
  

(3)
 

若矩阵A 的一部分特征值为0,其余特征

值具有负实部,则不能应用线性化来确定原点的稳

定性,此时为了确定原点的稳定性,需要分析n 阶

非线性系统.
  

Rn 上的k维流形(1≤k≤n)有严格的定义,为
此可以完全认为k 维流形是方程η(x)=0的解,
其中η:Rn→R(n-k)足够光滑(即充分多次连续可

微).
  

例如,单位圆

x ∈Rn x2
1+x2

2=1  (3)

是在R2 上的一维流形.单位球

x ∈Rn ∑
n

i=1x
2
i =1  (4)

如果∀t∈[0,t1]∈R

η[x(0)]⇒η[x(t)]=0 (5)
则称流形η(x)=0是方程的不变流形.

  

假设f(x)是二次连续可微的,那么方程(1)可
以表示为

x· =Ax+[f(x)-f'(0)x]=Ax+f􀮨(x)
(6)

f􀮨(x)=f(x)-f'(0)x (7)

f􀮨(x)是二次可微的,且

f􀮨(0)=0, f􀮨'(0)=0 (8)
  

我们只对不能线性化的部分感兴趣,假设矩阵

A 有k 个实部为0的特征值,m=n-k 个特征值

为负.我们总可以找到一个相似变换矩阵T(Jor-
dan矩阵),将A 转化为分块对角矩阵

T-1AT=J=
A1 0

0 A2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (9)

其中,A1 所有特征值的实部为0,A2 所有特征值的

实部为负.显然A1 是k×k 矩阵,A2 是m×m 矩

阵.应用变量代换可得

y
z
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =T-1x (10)

方程(1)可转换为

y
·
=A1+g1(y,z)

z·=A2+g2(y,z) (11)

gi(0,0)=0,
∂gi

∂y
(0,0)=0,

∂gi

∂z
(0,0)=0

(12)

z=h是方程(11)的不变流形,且h是光滑的,则
如果

h=0,
∂h
∂y
(0)=0 (13)

则称z为中心流形.
  

如果g1,g2 是二次连续可微的,且满足方程

(12),A1 所有特征值的实部为0,A2 所有特征值的

实部为负.则存在一个常数δ>0和对于所有‖y
‖<δ 有定义的连续可微函数h(y),使得z=h
(y)是方程(11)的中心流形.

  

降k阶系统微分方程为

y
·
=A1y+g1[y,h(y)] (14)

若降阶方程(14)表示的系统在原点y=0是

稳定的,且存在一个连续可微的 Lyapunov函数

V(y).
  

在y=0的某个领域内满足

V
·
(t)=

∂V
∂yy

·
=
∂V
∂y
{A1y+g1[y,h(y)]}≤0

(15)

则整个方程(11)表示的系统是稳定的.
  

若降阶系统方程(14)在原点y=0是渐近稳

定(或非稳定)的,则整个方程(11)表示的系统也是

渐近稳定(或非稳定)的.
  

为求解中心流形,通常将中心流形方程级数展

开,得出

 N[h(y)]􀰛
∂h
∂y
(y)·y

·
-A2h(y)-g2(y,z)=0

(16)

 N[h(y)]􀰛
∂h
∂y
(y)·{A1y+g1[y,h(y)]}-

A2·h(y)-g2[y,h(y)]=0 (17)
  

边界条件:

3
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h=0,
∂h
∂y
(0)=0 (18)

  

将h'(y)泰勒级数展开可得

h(y)=h2y2+h3y3+… (19)

将边界条件代入中心流形方程,通过比较y 的相

同次幂系数,可以求解出未知系数h2,h3,…
  

依次从h(y)=o(y2
 

),h(y)=h2
 y2+o(y3

 

),

h(y)=h2
 y2+h3

 y3+o(y4
 

)代入降维系统.降维

系统形式为

y
·
=ayP +o(yP+1) (20)

  

直到能够判断出方程(14)表示的降维系统稳

定性为止.
  

有限维的中心流形定理的应用研究工作可追

溯到 Kelley等[14]学者,其它相关工作可参考于
 

Guckenheimer
 

和
 

Holmes[15]、Hassard[16]、Carr
等[17].近年来,在动力学系统的振动控制领域,中

心流形理论应用广泛.张军柯[18]在研究动力系统

的局部分岔的过程中运用中心流形理论简化动力

系统,对进一步研究板壳磁弹性体非线性振动具有

重要的理论意义.王艺等[19]利用中心流形理论的

思想推导稳定参数使航天器进入姿态稳定最后通

过数值仿真证明了控制方法的有效性.李晓晨[20]

应用中心流形理论计算平板颤振四阶动力系统的

中心流形,进一步将其简化为二维系统,结合平板

颤振问题具体分析,探究其振动特性.刘海英[21]将

中心流形理论用于高维系统降维和计算覆冰导线

舞动非线性动力学模型的中心流形中,为工程实际

中导线防舞、减轻以及防舞器的设计提供了理论依

据.陈杰等[22]应用中心流形法对液体火箭POGO
振动进行计算,通过中心流形理论对系统降维,为
分岔方程建立,系统 Hopf分岔点求解及抑制液体

火箭POGO振动的发生提供了相关求解方法理论

基础.在二元机翼非线性颤振分析问题中,何东平

等[23]对二自由度非线性机翼系统的极限环颤振和

混沌运动进行研究,利用中心流形理论将四维一阶

常微分方程转化为二维一阶常微分方程,为进一步

分叉点及稳定性讨论奠定基础.郑国勇[24]在研究

不可压缩流作用下两个自由度的机翼颤振的分支

问题中,应用中心流形理论将四维系统降为二维系

统,进一步简化求解.在非线性动力学系统的分岔

与混沌行为研究中,刘富豪等[25]应用中心流形理

论和分岔理论,研究系统余维二分岔,并对系统的

混沌运动规律进行分析.范丽等[26]根据中心流形、

规范型理论和泛函微分方程
 

Hopf
 

分支定理,利用

解析方法讨论了该类时滞系统的稳定性和分支问

题.黄岚[27]针对不同类型的三维连续时间动力系

统,应用中心流形定理降低系统维数,探讨了平衡

点分枝附近产生的周期簇发行为.
  

中心流形理论作为一种降维方法,它具有很多

优点.首先,中心流形法为分析非线性系统的局部

动态行为提供了有效的工具.在平衡点附近,非线

性系统可以简化为线性系统,此时我们可以运用线

性系统的理论来解释系统行为.其次,中心流形法

为预测系统的长期行为提供了有力的依据.由于稳

定流形和不稳定流形的存在,我们可以预测系统在

长期内会趋向于哪个状态.最后,中心流形法为理

解非线性系统的分岔行为提供了有用的方法.系统

经历分岔时,其动态行为会发生变化,我们可以通

过分析中心流形来理解这种行为的变化.
  

中心流形理论也具有一些局限性.首先,中心

流形法在处理高维非线性系统时,需要解决复杂的

微分方程组,这使得计算变得非常复杂.其次,中心

流形法在处理具有多个平衡点系统时可能会遇到

困难.每个平衡点都有不同的中心流形,这使得分

析变得非常复杂.最后,中心流形法只提供了在平

衡点附近的局部分析,无法预测系统在远离平衡点

的行为.

2 Lyapunov-Schmidt方法(L-S方法)
  

Lyapunov-Schmidt约化方法[28](L-S方法)是

将高维或无限维非线性方程化为低维方程的降维

方法.它降维的基本思想是把空间表示为两个互补

的子空间之子和,并将方程投影到这两个子空间

上,这样就能得到两个较低维的方程.如果其中一

个方程有唯一解,则原方程的求解问题就等价于另

一个低维方程的求解问题.这个过程是通过构造一

个投影算子实现的,该算子将高维系统的解映射到

低维系统的解上.利用这个投影算子,将高维系统

的微分方程转化为低维系统的微分方程.这样就可

以利用低维系统的微分方程来研究高维系统的动

态行为.L-S降维法的关键在于构造一个合适的投

影算子,该算子要求能够保留低维系统中的主要动

态特征,同时忽略高维系统中的次要动态特征,从
而使问题得到简化.

4
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例如,在研究静态分岔时,记 N 和M 分别为

f(x,μ)
 

在(x0,μ0)处的雅可比矩阵对应零特征值

的子空间及其补空间.利用L-S方法可以证明,静
态方程f(x,μ)=0与其在子空间N 上的投影方

程问题是等价的,即利用低维约化方程可以得知原

系统的平衡点的数目和稳定性,从而实现静态分岔

问题的降维处理.
  

考虑由Cr(其中r≥1)映射F:X×ℝn→Y 给

出方程

F(u,μ)=0,u∈X,μ ∈ ℝ (21)

其中,X、Y 是巴拿赫空间(或是有限维欧氏空间),

μ=(μ1,…,μm)是参数.
  

设F(0,0)=0,导算子
 

Fu
 (0,0):X→Y 是零指

标的Fredholm算子[记Fu
 (0,0)=L].有空间直

和分解

X=N(L)􀱇X0,Y=Y0 􀱇R(L) (22)

其中,N(L)为L 的零空间,R(L)为L 的值域.
  

定义投影算子P:Y→R(L)和补投影算子I-
P:Y→Y0,其中I 为恒等算子,因此方程(21)等价

方程组

PF(u,μ)=0
(I-P)F(u,μ)=0 (23)

  

根据直和分解,对∀u∈X,有

u=v+w (24)

其中,v∈N(L),w∈X0,因此,方程(23)的第一个

式子可写成

Φ(v,w,μ)≡PF(v+w,μ)=0 (25)

其中映射Φ:N(L)×X0×ℝn→R(L),由
 

F(0,0)

=0,可得Φ(0,0,0)=0.考虑到

DwΦ 0,0,0  =PDwF v+w,μ  0,0,0  

=PF 0,0  =Fu 0,0  =L (26)

且当L 限制在X0 上时,它是可逆的,从而导数Dw
 

Φ(0,0,0)可逆,由隐函数定理可知,方程(25)在
(v,w,μ)=(0,0,0)的某个领域内存在唯一解

 

w
=w(v,μ),并有w(0,0)=0,将这个解代入方程

(23)的第二式中,可得到分岔方程
  

Ψ(v,μ)≡ (I-P)F[v+w(v,μ),μ]=0
(27)

其中映射Φ:N(L)×X0×ℝn→R(L),由于在(v,

μ)=(0,0)附近,方程(21)和方程(27)的解有一一

对应的关系:
  

u=v+w(v,μ)
 

(28)
  

所以这两个求解问题等价,方程(27)称为方程

(21)的分岔方程(或约化方程),方程(27)的维数比

方程(21)的维数低,这样就用L-S约化方法完成了

降维.
  

作为一种局部降维方法,L-S方法在分岔理论

分析中获得了广泛应用.陈予恕与 Langford在

1984年,将L-S约化和奇异性理论相结合,共同提

出国际上命名的Chen-Langford(C-L)方法[29],用

于求解非线性动力学系统周期分岔解.陈晓等[30]

利用分岔理论和泛函知识,对有限维的该分岔方程

进行了L-S约化,获得了三种典型的分岔图形式,

同时指出当非齐次项等于零时必然发生分岔.时培

明等[31]利用L-S约化方法,通过对高维非线性动

力系统降维处理,得到揭示系统非线性动力特性与

系统参数的低维等价分岔方程.Zhang和 Guo[32]

利用L-S约化方法将超前时滞微分方程约化为具

有一定对称性和遗传哈密顿结构的有限维分岔方

程.王培光等[33]利用L-S约化方法和奇异性理论,

研究了一类中立型神经网络模型的动力学行为.谭

军[34]对中立型微分方程进行Hopf分岔分析,利用

L-S约化方法将高维非线性方程化为低维的分岔

方程,对原方程的求解问题进行简化并得到其分岔

周期解的近似解析表达式.在数学方程求解领域,

王非之[35]利用L-S约化方法和山路引理证明了

ℝN 中一类不定线性项的椭圆方程非平凡解的存

在性.曾纯一[36]研究了边界平衡点附近空间非齐

次稳态解的性质,利用L-S约化方法和隐函数定

理,得到了空间非齐次稳态解的存在性和多重性.
徐珊珊[37]利用指数二分性和L-S约化方法推导出

了分支函数,为讨论异宿轨道的分支提供理论基础.
  

L-S降维方法是一种有效的非线性动力系统

分析工具,该方法具有以下优点.首先,L-S方法可

以将高维非线性系统的动态行为转化为低维系统

的动态行为,从而降低了系统的复杂性.其次,L-S
方法可以用于研究非线性微分方程解的稳定性,特
别是对于高维系统,该方法提供了一种有效的分析

手段.最后,L-S方法可以用于研究非线性系统的

分岔行为,例如,通过分析中心流形和不稳定流形

的交点来预测分岔的发生.
  

L-S降维方法也存在以下局限性.首先,截断

函数的选择对结果的精度有很大影响,选择不当可

能导致结果不准确.其次,该方法只是一种近似方
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法,不能给出高维系统动态行为的精确描述.最后,

在处理高维非线性系统时,构造合适的投影算子可

能会变得非常复杂和困难.

3 POD方法
  

本征正交分解(POD)方法,也称为 K-L展开

或奇异值分解(SVD)方法,是一种源于数据统计分

析的降维方法.广泛应用于数据降维、流场分析中.
其作用是用低维近似描述高维复杂系统,同时保留

高维数据中的主要特征和能量分布.它降维的基本

思想是收集数据样本,构造数据自相关矩阵,其中

矩阵的每一行代表一个样本,每个样本由多个特征

组成.接着对数据自相关矩阵进行奇异值分解,得
到一组正交基函数,即本征函数.这些本征函数是

按照重要性排序的,前面的本征函数包含了数据中

大部分的能量,后面的本征函数包含的能量逐渐减

小.选择合适的本征函数数量,将数据矩阵投影到

这些本征函数上,即可得到低维表示.
  

通过POD方法,可以实现两个主要目标.首
先,将高维数据投影到低维空间,构建降阶计算模

型,这样可以大大降低计算的复杂度.其次,通过揭

示数据中隐藏的相关结构,可以完成数据特征信息

的分析.
  

连续型POD方法的基本原理推导[38]如下:
  

定义高维数据或流场x 的空间域为Ω

L2(Ω)= f(x):∫f2dx < �,x ∈Ω  (29)

定义流场分布 N(x,δ),(x,δ)∈Ω×[δa,

δb],在定义域内取L 个空间分布N1,N2,…,NL,

即有

Ni=N(x,δi),(x,δi)∈Ω×[δa,δb](30)
  

定义L2 空间的内积

<f,g>=∫fgdx,∀f,g∈L2(Ω) (31)
  

定义范数

‖f‖L2 =(f,f)1/2 (32)
  

假设{Ni
 }Li=1 张成的空间维数为l,可用标准

正交基形式表示流场分布为

Ni=∑
l

j=1

<Ni,φj>L2φj, i=1,…,L (33)
  

POD方法[39]是要寻求一个正交基,满足

min1L∑
L

i=1
N
︿

i-∑
d

i=1

<Ni,φj>L2φj
2

L2
(34)

其中,

<φi(x),φj(x)>L2 =
1 i=j
0 i≠j (35)

  

由于φj 具有标准正交性,方程(34)等价于寻

求函数φ(x),满足如下方程
 

max1L∑
L

i=1

<Ni,φ(x)> (36)

其中,

φ(x)=∑
L

i=1
αi(δ)Ni(x) (37)

αi
 (δ)为方程(36)取得最大值时对应的系数.

  

问题等价于在约束条件‖φ‖2=1时,求方程

(36)的泛函极值问题.利用Lagrange乘子法,将方

程等价描述为

J[φ]=
1
L∑

L

i=1

<N
︿

i,φj>2-λ(φ 2-1)

(38)

其达到极值的必要条件是∀φ+δφ,δ∈R 满足

d
dδJ

[φ+δφ]δ=0=0 (39)
  

方程(38)的求极值问题可简化为求方程(40)

的求特征值问题

∑
L

i=1

1
L∫Ni(x')Nj(x')dxαk -λαi
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =0

i=1,2,…,L (40)

化简为矩阵形式

Aα=λα

Aij =
1
L∫Ni(x')Nj(x')dx'

α=(α1 α2 … αL)T (41)
  

此时求解方程组(41),得到特征函数{αi
j

 }.最

优化问题方程(34)的解可以表示为

φi=
1

Lλi
∑
L

i=1
αi

jNj, i=1,…,l (42)
  

关于POD方法的研究可追溯到20世纪40年

代,Karhunen[40]、Loeve[41]、Obukhov[42]、Pou-

gachev[43]等在连续二阶过程的框架下相继独立地

提出这一理论.POD方法在多个领域[44]中都有广

泛地应用[45].在流体力学中,POD方法可以用于模

拟流动的降阶建模,提高计算效率[46].在结构动力

学中,POD方法可以用于降低大型结构振动的计

算复杂度.在图像处理和模式识别领域,POD方法

可以用于图像压缩和特征提取.此外,POD方法还

6
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被应用于信号处理、气象学、地震学等多个学科领

域.通过将原始的高维非线性物理问题投影到

POD基上,我们可以得到子空间的降阶模型,从而

显著降低计算量.
  

在结构动力学领域,于海等[47]在转子动力系

统中利用POD方法,通过降维前后模型定性性质

的比较,说明 POD 方法在降维中的有效性.路
宽[48]基于惯性流形理论对POD方法进行改进,完

善了瞬态POD方法.郑保敬等[49]提出POD模型

降阶方法,提高了非均质材料结构在复杂荷载作用

下的动态响应.陈兵等[50]基于悬臂板模型,利用

POD方法,研究几何非线性结构动力学降阶,提升

了几何大变形条件下的结构非线性动力学系统的

求解效率.在流体力学领域,陈款等[51]采用POD
方法对不同频率脉冲射流尾迹中涡结构的变化进

行分析,得到了各阶模态频谱图中频率分离情况.
史鹏宇[52]利用POD方法,采用高速纹影技术对不

同伴流条件、缩进比和气-液面积比下的超临界煤

油喷射过程进行了研究.郝春阳[53]采用POD方法

和DMD方法对合成射流特定频率(St=0.25)及

振幅(A0=2.5)下流场速度场进行模态分解,提取

影响流场的主特征模态.李庭宇等[54]通过POD方

法与Kriging技术相结合,更高效地得到了结冰云

雾场.张译文等[55]将改进的POD-Galerkin模型方

法应用于二维圆柱绕流的流场预测,预测4阶和6
阶扩展的8阶相较于原始8阶模型速度分别提高

约56%和25%.曹文博等[56]利用CFD求解的流场

快照构造了基于POD方法的降阶模型,加速了

CFD的收敛过程.
  

POD方法作为一种有效的数据降维技术,能
够将高维数据转换为低维表示,同时保留数据中的

主要特征和能量分布,其具有以下优点.首先,POD
方法是一种线性降维方法,因此具有较好的稳定性

和可解释性.其次,POD方法能够保留数据中的主

要特征和能量分布,因此能够有效地降低数据的复

杂性和维度.最后,POD方法具有广泛的应用领

域,例如在流体力学、结构动力学、图像处理、模式

识别、信号处理、气象学、地震学等多个学科领域都

有应用.
  

POD方法也存在以下局限性.首先,POD方

法需要计算奇异值分解,计算复杂度较高,对于大

规模的数据集可能需要较长的计算时间.其次,

POD方法对于非线性数据的降维效果不佳,对于

非线性数据的处理需要采用其他的降维方法.

4 Galerkin方法

4.1 标准Galerkin方法
  

Galerkin方法降维的基本思想是首先对高维

系统的数据进行正交分解,得到一组正交基函数,

然后将高维系统的数据投影到这些正交基函数构

成的子空间中,从而得到低维系统的数据.
  

应用中心流形定理降维时要求线性算子A 具

有零实部的特征值,若线性算子A 特征值实部不

为零,则可用标准Galerkin降维方法进行求解[57].
考虑方程(6)表示的高维动力学系统,可表示为如

下形式

X(x,t)=∑
m

j=1
fj(t)φj(x) (43)

其中,φj(x)为标准Galerkin基,作为比较函数,

一般选择符合原系统几何与边界条件的模态振型.
  

标准 Galerkin降维时往往只截取前 m 阶模

态,即将原高维系统投影到由前m 阶模态张成的

平滑子空间中,可表示为

<d
dt-A-g  [∑

m

j=1
fj(t)φj(x)],φj(x)>=0

(44)
<·,·>表示内积,由基的正交性可计算出m 阶模

态的微分方程

f
·

j =Fm
j(f1,f2,…,fm), j=1,2,…,m

(45)

  

利用标准Galerkin方法可以将无穷维动力系

统的偏微分方程简化成m 维的常微分方程.而在

工程实际中,许多动力学系统的响应主要表现在前

几阶低阶模态振动上,理论上来讲,只要截取足够

的模态阶数,我们就可以准确地分析原系统的动力

学特性.
  

标准Galerkin降维方法有以下优点.首先,标
准Galerkin降维方法基于物理驱动,通过选取与

物理过程相关的基函数,能够更好地描述高维系统

的动态行为.其次,标准Galerkin降维方法采用正

交分解的方式进行降维,相对于其他降维方法,计

算效率更高.最后,标准Galerkin降维方法选取的

基函数与物理过程相关,因此得到的低维模型具有

7
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较高的可解释性.
  

但标准 Galerkin降维方法也存在局限性.首
先,如果截取的模态阶数过多,降维后系统的分析

计算量将变得很大.其次,无论我们截取多少阶模

态,总有未被截取的模态被忽略.

4.2 近似惯性流形和非线性Galerkin方法
  

为了改进高阶模态被忽略的缺陷,并且更加精

确地描述原系统,Foias,Shell和Temam[58-60]提出

了惯性流形理论.该理论的基本原理是通过将高维

系统投影到惯性流形上,将其转化为低维动力系统

完成降维,达到简化问题的目的.高维动力系统中

往往存在一种低维的吸引子,即惯性流形.这种通

过保留高维动力系统中的主导模态来构建的吸引

子具有保持系统长时间演化的特性,包含了系统的

主要动力学信息,因此我们可以通过研究惯性流形

来揭示系统的本质特征.
  

考虑方程(6),定义线性算子A 为 Hilbert空

间H 上的无界、自共轭线性算子,f
·

仍为非线性算

子.令S(t)是由方程(6)和初始条件来确定的算子

半群,S(t):x0→x(t).在满足算子A 谱间隙的条

件下,存在惯性流形M⊂H,且M 满足以下条件:
(1)

 

M 为H 空间的有限维Lipschitz流形;
(2)

 

M 是正不变的,即若有x0∈M,则∀t>
0,S(t)x0∈M;

(3)
 

M 是指数吸引的.
即 ∃v>0,∀x0∈H,∃K>0,使得dist[S(t)x0,

M]≤Ke-vt,t≥0.
  

然而,想要证明高维系统存在惯性流形非常困

难,且计算时为保证谱间隙的条件,需要截取相当

大的模态阶数,这既不满足工程应用,也极大程度

上增大了计算量.为了能够更好地应用惯性流形理

论,人们提出了一种具有有限维、非线性,且平滑的

近似流形[61],代替惯性流形或全局吸引子,使所有

的解都快速逼近这个流形的一个领域内,称为近似

惯性流形[62].
  

尽管近似惯性流形只是惯性流形的近似,但由

于它包含了高阶模态振型的影响,其解的精度将始

终高于标准Galerkin方法.
  

非线性Galerkin方法是基于近似惯性流形理

论,将原高维系统的解投影到近似惯性流形上的方

法,仍考虑方程(6),可得投影后方程

x·1=px1+g1(x1+x2)

x·2=qx2+g2(x1+x2) (46)
  

截取线性算子A 前m 阶模态,投影算子P 来

自投影到A 的前m 阶模态振型张成的子空间,投
影算子Q 来自投影到m+1阶到n 阶的模态振型

张成的子空间,且有Q=I-P.
  

令x2=φα(x1)表示近似惯性流形,可得m 维

方程

x·1=px1+g1[x1+φα(x1)] (47)
  

非线性Galerkin方法将问题简化为计算惯性

流形φα(x1),方程(47)为降维后的方程.
 

工程中常用以下几种典型方法来计算近似流

形:
  

(1)
 

准稳态格式
  

令x·=0可得

0=qx2+g2
 (x1+x2

 ) (48)

采用Picard迭代映射,可得

T(x2
 )=-q-1Qg2

 (x1+x2) (49)

令x2=0,可得近似惯性流形

φ1=-q-1Qg2(x1)

φ2=-q-1Qg2[x1+φ1(x1)] (50)
  

(2)
 

隐式欧拉法
  

设时间步长为τ,令迭代初值为0,可得

φ3=τ(I+τA-1Q)-1Qg2(x1) (51)
  

非线 性 Galerkin 降 维 方 法[63]相 较 于 标 准

Galerkin方法在近似精度和收敛速度上有了明显

的提高,因此它也被广泛地应用于工程实际中.在
流体力学领域,应用于湍流模型的降维[64,65],通过

对高雷诺数的湍流数据进行降维,能够得到低雷诺

数的湍流模型,从而降低计算复杂度.杨晓东[66]将

Galerkin方法应用在轴向运动物体中,离散控制方

程为常微分方程.吴钦宽[67]利用Sinc-Galerkin方

法,构造出边值问题的激波解,研究了一类非线性

奇摄动方程的激波问题.邵明月等[68]应用 Galer-
kin方法对振动偏微分方程组进行离散,为微分方

程进一步求解奠定基础,研究了随从力作用下运动

印刷薄膜的非线性强迫振动特性.程用平[69]提出

了一种保结构的间断Galerkin法,将间断Galerkin
法和有限元方法结合.赵雨皓等[70]采用 Galerkin
截断法(GTM)对弹性边界约束轴向载荷梁结构的

动力学响应进行预报,研究了非线性能量阱对梁结

构振动行为的影响规律.李诚等[71]采用基于谱单

8
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元Galerkin法求解非线性模态,证明其在求解域

较大时仍可获得较为准确的解.张磊等[72]在弹性

矩形薄板上应用小波Galerkin法求解了非线性屈

曲问题.在机器学习领域,应用于特征提取和数据

降维.刘嘉文等[73]使用间断伽辽金方法计算中产

生的Gibbs噪声数据构造训练数据集,在图卷积滤

波器的指导下进行图神经网络训练.在图像处理领

域,应用于图像压缩和图像分类,同时,通过对图像

数据的低维表示进行分类,能够提高分类准确率.
  

在实际工程应用中,对于高维或无限维系统,

Galerkin方法作为一种基于物理驱动的降维方法,

具有较好的降维效果和广泛的应用前景.Galerkin
方法通过将高维系统的数据投影到一个选定的低

维子空间里,这些子空间往往有着明确的物理约

束,使我们能够相对准确进行建模.

5 其他动力系统降维方法
  

在实际工程中,还存在其他有效的降维方法,

如参数激励非线性降维技术[74]、自治系统正规形

直接法[75]、非自治系统正规形复内积平均法[76]、基

于时域矩匹配法的模型降阶[77]、基于不变流形法

的模型降阶[78]等.

5.1 参数激励非线性降维技术
  

参数激励非线性降维技术是一种针对非线性

数据的方法,它首先将原始高维数据投影到一个低

维空间中,然后利用参数激励来调整投影后的数

据,使其更好地反映原始数据的特征和规律,通过

引入参数激励来提高降维的准确性和效率.

5.2 自治系统规范形直接法
  

自治系统规范形直接法是一种用于研究自治

系统的方法.它通过采用一系列的线性变换和坐标

变换直接对系统的运动方程进行变换,将其转化为

规范形,从而简化问题的分析和求解.规范形是一

种简化的形式,它能够更直观地描述系统的平衡

点、周期解、极限环等重要运动性质和规律.此外,

规范形还可以用于研究系统的稳定性、分岔和混沌

等复杂行为.

5.3 非自治系统正规形复内积平均法
  

非自治系统正规形复内积平均法是一种用于

研究非自治系统的方法.它通过利用复内积平均法

对非自治系统的运动方程进行变换成正规形,从而

简化问题的分析和求解.

5.4 基于时域矩匹配法的模型降阶
  

非线性系统的时域矩匹配法[79]通过计算样本

数据的各阶矩并建立数据变换矩阵,将高维数据映

射到低维空间,从而实现降维.这种方法与有理

Krylov子空间方法[80]密切相关,能够保留数据的

主要特征,降低计算复杂度,提高数据处理效率.

5.5 基于不变流形法的模型降阶
  

不变流形降维方法利用动力系统理论,通过确

保系统的长期动力学行为被封闭在流形附近,推导

出准确且高效的降阶模型.其表现出低阶动力学的

全阶解完全依赖于这些流形,因此这种方法的关键

在于计算流形的特性,以获得最准确的降阶模型.

6 问题与展望
  

在工程实际中复杂动力系统往往具有高维、非

线性及强耦合的主要特点.此时,寻求适当的降维

方法,用低维流形来描述大型复杂的动力学系统,

再采用现有的非线性动力学理论对系统复杂多样

的动力学现象进行研究就显得十分重要.

6.1 问题
  

前文中介绍的各种降维方法虽都能解决降维

的需求,然而,在所有的非线性降阶方法中,一个共

同的问题是缺乏实用的降阶模型的全局误差界.高
维系统的维度过高,往往会导致计算复杂度增加,

模型可解释性降低等问题,每个降维方法本身也具

有一定的局限性.因此,如何选择合适的降维方法

以解决这些问题成为了一个具有挑战性的任务.
  

(1)
 

中心流形理论是一种研究非线性系统的

重要工具.然而,中心流形方法在处理高维数据时,

需要确定系统的平衡点位置和中心流形的结构,这
在实际应用中具有一定的难度.

  

(2)
 

L-S降维方法是一种基于机器学习的降维

方法.然而,
 

L-S降维方法对于大规模高维数据的

处理效率较低.
  

(3)
 

POD方法是一种基于正交分解的降维方

法.然而,POD方法在处理非线性数据时存在一定
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的局限性,难以捕捉到数据的非线性特征.
  

(4)
 

Galerkin方法是一种基于物理驱动的降

维方法.然而,Galerkin方法在处理高维数据时,计
算复杂度较高,且对于非线性系统而言,选取合适

的基函数具有一定的挑战性.

6.2 展望
  

针对中心流形理论、L-S约化方法、POD方法

和Galerkin降维方法存在的问题,未来可以进一

步研究如何选择合适的中心流形、核函数、投影空

间和基函数等,以提高降维效果和计算效率.
  

(1)
 

结合其他降维方法或机器学习算法,如深

度学习等,进一步提高降维效果和模型的可解释

性.
  

(2)
 

研究如何将降维方法应用于实际问题中,

如流体力学、机器学习、图像处理等领域,以推动相

关领域的发展.
  

(3)
 

扩大基于不变流形降阶模型的适用范围,

以处理涉及更多主模态的更复杂动力学.目前,大
多数学者的研究,主要集中在仅使用1~3个主模

态的情境下.然而,当我们将主模态的数量增加到

10~20个时,这种转变将引向更为复杂的动力学

系统,并涉及混沌振动等方面的极限问题,这无疑

会引发一系列重要的开放性问题.
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