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摘要 因气动或结构非线性因素所引发的亚临界颤振,使得飞行器在低于线性颤振临界速度时发生极限环

振荡,导致机载设备振动环境恶化、飞行控制性能下降等问题,给飞行安全造成隐患.本文针对带有俯仰刚

度非线性的两自由度二元翼段,设计了基于俯仰速度反馈的亚临界颤振时滞控制器.首先,基于拉格朗日原

理建立了两自由度二元翼段的非线性气动弹性数学模型,利用 MATCONT数值软件获得了系统的亚临界

颤振分岔特性.然后,利用多尺度法得到了带有时滞俯仰速度反馈的闭环控制系统近似解析解,通过稳定性

切换理论得到了系统颤振的稳定边界,获得了亚临界颤振时滞控制器的参数范围.最后,通过不同风速下非

线性气动弹性系统的闭环数值仿真,验证了所设计亚临界颤振时滞控制器的有效性.数值仿真结果表明,基

于俯仰速度反馈的气动弹性时滞控制器可以将亚临界颤振转换为有益的超临界颤振,且大幅降低极限环幅

值.

关键词 机翼颤振, 多尺度法, 非线性, 时滞反馈控制
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Abstract Subcritical
 

flutter
 

caused
 

by
 

aerodynamic
 

or
 

structural
 

nonlinear
 

factors
 

causes
 

limit
 

cycle
 

os-
cillation

 

in
 

aircraft
 

below
 

the
 

linear
 

flutter
 

critical
 

velocity.
 

This
 

phenomenon
 

leads
 

to
 

deteriorations
 

in
 

the
 

vibration
 

environment
 

of
 

airborne
 

equipment,
 

degradation
 

of
 

flight
 

control
 

performance
 

and
 

other
 

problems,
 

posing
 

a
 

hidden
 

danger
 

to
 

safe
 

flight
 

within
 

the
 

flight
 

envelope.
 

In
 

this
 

paper,
 

a
 

subcritical
 

flutter
 

time-delay
 

feedback
 

controller
 

based
 

on
 

pitching
 

velocity
 

signal
 

is
 

designed
 

for
 

a
 

2-DOF
 

wing
 

sec-
tion

 

with
 

nonlinear
 

stiffness
 

in
 

pitch
 

degree
 

of
 

freedom.
 

At
 

first,
 

a
 

nonlinear
 

aeroelastic
 

mathematical
 

model
 

of
 

a
 

2-DOF
 

wing
 

section
 

is
 

established
 

by
 

using
 

Lagrange
 

principle.
 

Then,
 

the
 

method
 

of
 

multiple
 

scales
 

is
 

used
 

to
 

derive
 

the
 

analytical
 

solution
 

of
 

the
 

closed-loop
 

control
 

system
 

with
 

time-delay
 

pitching
 

velocity
 

feedback.
 

Subsequently,
 

the
 

stability
 

boundary
 

of
 

the
 

flutter
 

system
 

is
 

determined
 

through
 

sta-
bility

 

switching
 

theory,
 

providing
 

the
 

parameter
 

range
 

for
 

the
 

subcritical
 

flutter
 

delay
 

controller.
 

Final-
ly,

 

the
 

effectiveness
 

of
 

this
 

subcritical
 

flutter
 

time-delay
 

feedback
 

controller
 

is
 

verified
 

through
 

closed-
loop

 

numerical
 

simulations
 

of
 

nonlinear
 

aeroelastic
 

systems
 

under
 

various
 

wind
 

speeds.
 

The
 

simulation
 

results
 

demonstrate
 

that
 

an
 

aeroelastic
 

time-delay
 

feedback
 

controller
 

based
 

on
 

pitching
 

velocity
 

signal
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can
 

convert
 

subcritical
 

flutter
 

into
 

beneficial
 

supercritical
 

flutter
 

and
 

significantly
 

reducing
 

limit
 

cycle
 

am-
plitudes.
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scales, nonlinear, time-delay
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引言
  

飞行器颤振是由于气动力、弹性力和惯性力相

互耦合而产生的气动弹性失稳现象,包括线性颤振

和非线性颤振两类[1-3].当飞行器以超过临界颤振

速度飞行时,线性颤振系统的结构响应随时间增加

而发散.由于气动或结构非线性因素的存在,非线

性颤振系统的动力学行为更为复杂,可以划分为亚

临界和超临界颤振两类.当飞行速度超过线性颤振

临界速度时,飞行器的气动弹性响应不会发散,而
是维持一定幅值的极限环振荡(Limit

 

Cycle
 

Oscil-
lation,LCO),该现象称为超临界颤振[4-6].非线性

因素可能导致飞行器在低于线性颤振临界速度时

就发生极限环运动,称为亚临界颤振[7-11].对于飞

行器结构而言,与良性的超临界颤振不同,亚临界

颤振给飞行包线内的安全飞行造成严重威胁.
为了有效控制亚临界颤振,研究人员开展了非

线性气动弹性主动控制的诸多研究.Ding[12]应用

Wash-out滤波器技术对具有立方非线性俯仰刚度

的二元机翼实施控制,将二元机翼系统的亚临界颤

振转变为超临界颤振.Ghommem 等[13]发现线性

反馈控制策略可以抑制极限环振荡的幅值,而非线

性控制策略可以将亚临界颤振转换为超临界颤振.
Guo等[14]应用了含有立方刚度的 NES装置来抑

制两自由度机翼耦合 NES系统的极限环颤振,并
揭示了NES结构参数对系统颤振分岔行为的影

响.Shukla等[15]设计了一种非线性状态反馈控制

器,将机翼的亚临界颤振转换为超临界颤振,并利

用多目标优化方法确定控制器有关参数.Jia等[16]

提出了一种基于数据驱动的最优控制器,该控制策

略避免了由机翼建模产生的误差和系统不确定性

的影响,并 能 有 效 减 小 机 翼 极 限 环 运 动 幅 值.
Darabseh[17]结合卡尔曼滤波器设计了基于状态相

关黎卡提方程方法的控制器,对具有三次结构非线

性的二元机翼亚临界颤振实施控制.然而,上述研

究均忽略了控制回路中的时滞影响.
  

事实上,由于执行器、传感器和控制器的动态

特性,飞行器的控制回路中存在难以避免的时间延

迟[18-20].已有研究结果表明,控制回路中的时滞显

著影响气动弹性闭环系统稳定性[21,22],适当引入

时滞可以有效提高控制效率[23].Ramesh[24]将时滞

反馈控制应用于二元机翼颤振抑制问题,利用俯仰

运动作为反馈信号设计了控制系统,通过数值仿真

验证了控制效果.Yuan等[25]基于中心流形法和范

式理论对二维机翼气动弹性系统中的时滞动力学

问题进行了分析,研究表明时滞可以改变系统的分

岔行为并影响系统的稳定性.Librescu等[26]运用

Pontryagin方法结合Stepan定理对气动弹性系统

反馈控制中的时滞进行了研究,发现时滞对颤振边

界和系统响应有显著影响.Marzocca等[27]研究了

气动弹性系统线性或非线性反馈控制中的时滞效

应,发现在输入和执行器之间的时滞可能降低系统

控制性能,一定概率导致系统不规则运动.Zhao[28]

研究了反馈控制回路中具有单个或多个时滞的二

自由度气动弹性系统的稳定性,证明了受控气动弹

性系统的时滞独立稳定区域占据参数空间的一个

小区域,且仅在流速小于开环系统颤振速度时存

在.Yu等[29]针对二维超声速升力面,研究了反馈

控制中时滞对系统颤振边界的影响,发现引入俯仰

运动方向的时滞有利于改变系统颤振分岔特性.
Luo[30]利用滑模控制方法研究了二维翼型颤振的

时滞反馈控制,仿真结果表明控制系统中不考虑时

滞可能会导致控制失效,并且滑模控制方法在时滞

量较小或较大时均能有效抑制翼型的颤振.Sin-
ou[31]以二维翼型时滞控制系统为研究对象,通过

数值模拟分别讨论了线性二次控制器和极点配置

法控制器的优缺点.需要注意的是,上述研究多集

中于线性气动弹性系统的时滞控制器设计,不能够

解决由非线性引发的复杂现象.
  

本文首先建立了带有俯仰刚度非线性的两自

由度二元翼段 气 动 弹 性 数 学 模 型,利 用 MAT-
CONT数值软件研究了颤振分岔特性.在此基础

上,将俯仰速度作为反馈信号,采用多尺度法设计

了亚临界颤振的时滞反馈控制器.数值仿真结果表

34



动 力 学 与 控 制 学 报 2024年第22卷

明,基于俯仰速度反馈的非线性时滞控制器能改善

两自由度气弹系统的稳定性,将原先的亚临界颤振

转换为幅值较小的超临界颤振.

1 动力学建模及颤振特性分析
  

二元机翼的简化模型如图1所示.b 是机翼的

半弦长,刚心距离翼弦中点为􀭵ab,􀭵a 为翼弦中点到

刚心的距离占半弦长的百分比.xα 是刚心到质心

的距离,h 和α分别表示机翼沉浮运动和俯仰运动

方向上的位移.

图1 二元机翼简化模型

Fig.1 Sketch
 

of
 

a
 

two-dimensional
 

airfoil
 

section
 

model

根据拉格朗日原理,含刚度非线性的二元机翼

运动方程为[32]

mTh
··
+mWxαbα

··
+chh

·
+khh=-L(α,h,α·,h

·
)

mWxαbh
··
+Iαα

··
+cαα

·
+kα(α)α= M(α,h,α·,h

·
)

(1)

式中L 和M 是作用在系统上的气动升力和力矩,

ch 和cα 为阻尼系数,mW 表示机翼的质量,mT 为

系统总质量,kh 和kα 为刚度系数.非线性俯仰刚

度kα 表达式为

kα(α)=kα0 +kα1α+kα2α
2 (2)

气动力模型[15]可以表示为

L=ρU2bCLααeff
M =ρU2b2CMααeff (3)

其中

αeff= α+
h
·

U +(
1
2-a)bα·

U
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (4)
  

公式(3)中U 表示自由来流速度,CLa
和CMa

是升力和力矩关于俯仰角α的气动力系数.将气动

力表达式(3)代入式(1),并写成状态方程形式有

X
·
=A(U)X+Q(X,X)+C(X,X,X) (5)

其中

X=[h α h
·

α·]
T (6)

A=

0 0 1 0
0 0 0 1

-k1 -k2U2-p1 -c1-d1U -c2-d2U

-k3 -k4U2-q1 -c3-d3U -c4-d4U

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(7)

Q(X,X)=

0
0

p2α2

q2α2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

C(X,X,X)=

0
0

p3α3

q3α3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(8)
  

上述矩阵向量中的参数具体表达式见附录.对
于上述系统,可以考察开环系统矩阵A(U)的特征

值随来流速度的变化以确定二元机翼系统的线性

临界颤振速度.图2展示了随来流速度改变系统方

程的根轨迹变化规律,在来流速度较低时,系统方

程的特征值都在虚轴的左侧.然而,随来流速度的

进一步增加,一对共轭特征值穿过虚轴.此时,实部

为0的特征值对应的来流速度即为线性颤振临界

速度Ug=9.1242m/s,计算所用的系统参数见附

表1.

图2 二元机翼系统的根轨迹图

Fig.2 Root
 

locus
 

plot
 

for
 

the
 

two-dimensional
 

airfoil
 

system

为了证明亚临界颤振的存在,采用龙格库塔法

求解系统来流速度小于线性临界颤振速度U=
0.8Ug 时的时域响应,数值计算的系统初始条件为

X0=[0.01 0.1 0 0]T.系统颤振时域响应和

相位关系如图3所示,在小于线性临界颤振速度时

系统就做幅值稳定的极限环运动.
  

数值方法已然可以证明含刚度非线性的二元

机翼系统存在亚临界颤振现象,但无法得到来流速

度与亚临界颤振的定性关系.因此,可以利用数值

软件 MATCONT做进一步分析.开环系统振荡幅

值随来流速度的变化规律如图4所示,将 MAT-
CONT得到的系统颤振幅值与数值方法计算得到

的振幅进行比较.可知在这一初始条件下,系统亚临

界颤振 的 起 始 速 度 为U=6.2942m/s,且 MAT-
CONT数值软件可以准确预测系统的亚临界颤振.
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图3 机翼颤振响应图(U=0.8Ug)
Fig.3 Wing

 

flutter
 

response
 

diagram
 

(U=0.8Ug)

图4 系统颤振分岔图

Fig.4 The
 

bifurcation
 

diagram
 

of
 

the
 

flutter
 

system

2 时滞反馈控制
  

在以往的机翼控制模型中,大多没有考虑时滞

的影响,因此反馈控制体现的是系统过去的状态.
本节针对系统方程(5)描述的气动弹性系统,通过

时滞反馈控制来抑制系统的亚临界颤振.基于上述

得到开环系统方程,引入含时滞的反馈控制项

u[Y(t-τ)],闭环控制系统的状态方程为

X
·
=A(U)X+Q(X,X)+C(X,X,X)+

 u[Y(t-τ)] (9)
  

为了抑制系统的亚临界颤振,以机翼俯仰速度

作为反馈信号,设计了如下所示的含时滞的三次非

线性反馈控制律

u[Y(t-τ)]

 =C1[X
·
(t-τ),X

·
(t-τ),X

·
(t-τ)] (10)

含时滞的三次非线性反馈控制项具体为

C1[X
·
(t-τ),X

·
(t-τ),X

·
(t-τ)]

 =

glα
·3(t-τ)

0
0
0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(11)

其中,gl 为控制增益.
  

本节主要采用多尺度法(Method
 

of
 

Multiple
 

Scales,MMS)研究含时滞的非线性反馈控制效果,

对于上述含三次非线性的系统,设方程(9)的多尺

度解为

 X=εη1(T0,T2)+ε2η2(T0,T2)+ε3η3(T0,T2)
(12)

对时滞项展开有

X(t-τ)=εη1(T0-τ,T2)-ε3τD2η1(T0-

 τ,T2)+ε2η2(T0-τ,T2)+

 ε3η3(T0-τ,T2) (13)

其中

Tn =εnt
 

(n=0,
 

1,
 

2,…) (14)

对时间的微分可表示为如下形式

d
dt=D0+εD1+ε2D2+…

d2

dt2
=D2

0+2εD0D1+ε2(D2
1+2D0D2)+…

(15)

进一步可得X
·

和X
·
(t-τ)的多尺度解表达式

X
·
=εD0η1+ε3D2η1+ε2D0η2+ε3D0η3

X
·
(t-τ)=εD0η1(T0-τ,T2)-

 ε3τD0D2η1(T0-τ,T2)+ε3D2η1(T0-τ,

 T2)+ε2D0η2(T0-τ,T2)+

 ε3D0η3(T0-τ,T2) (16)
  

定义来流速度表达式为U=Ug+ε2σgUg,摄

动系统矩阵A(U)➝ε2A(U).将式(12)、(15)和
(16)代入式(9)中,比较ε的同次幂,得到如下所示

的一系列微分方程

ε1:

D0η1-A(Ug)η1=0 (17)

ε2:

D0η2-A(Ug)η2=Q(η1,η1) (18)

ε3:

D0η3-Aη3= -D2η1+σgBη1+2Q(η1,η2)+
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C(η1,η1,η1)+C[η
·
1(t-τ),η

·
1(t-τ),

η
·
1(t-τ)] (19)

其中矩阵B 表达式为

B=

0 0 0 0
0 0 0 0

0 -2k2U2
g -d1Ug -d2Ug

0 -2k4U2
g -d3Ug -d4Ug

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(20)
  

根据微分方程求解原理可知,式(17)的解为系

统矩阵A(Ug)的四个特征值对应的线性无关解的

叠加.参考前一节的计算结果,可知系统矩阵A
(Ug)的四个特征值为两个共轭虚数和两个含有负

实部的复数.由于两个实部为负的特征值对应的

解,随时间T 的增加趋近于零,所以式(17)的通解

表达式可以将其忽略,进而表达为

η1=A1e
iω1T0p1+cc (21)

式中,cc表示多项式的共轭项,ω 和p 为下式的解

iωp=Ap (22)

将式(21)代入式(18)得

 D0η2-Aη2=A2
1Q(p1,p1)e

2iω1T0 +

2A1A
-
1Q(p1,p-1)+A

-2
1Q(p-1,p-1)e

-2iω1T0 (23)

设解η2 为

η2=ζ1A2
1e
2iω1T0 +ζ1A

-2
1e
-2iω1T0 +2ζ2A1A

-
1

(24)

代入原方程可得各参数的表达式为

(2ω1I-A)ζ1=Q(p1,p1)

-Aζ2=Q(p1,p-1) (25)

把式(24)和式(21)代入式(19)有

D0η3-Aη3=[-D2A1p1+σgBA1p1+

 4Q(p1,ζ2)A2
1A

-
1+2Q(p-1,ζ1)A2

1A
-
1+

 3C(p1,p1,p-1)A2
1A

-
1+3iω3

1C1(p1,p1,

 p-1)A2
1A

-
1e

-iω1τ]e
iω1T0 +cc+NST (26)

其中NST 表示不含永年项的项.为避免永年项的

影响,引入归一化方程zTp=1有

(-D2A1+B1A1+Δ1A2
1A

-
1+iN1A2

1A
-
e

-iω1τ)=0
(27)

其中z可求解方程(28)得到

AT(Ug)z=iωz (28)

方程(27)中的系数表达式如下

Δ1=zT(4Q(p1,ζ2)+2Q[p-1,ζ1)+

 3C(p1,p1,p1)] (29)

 N1=3ω3
1C1(p1,p1,p-1),

B1=σgzTBp1 (30)

在上式中将A1 写成指数形式

A1=
1
2a
(T1)e

iβ(T1) (31)

式中,α和β都是关于T 的函数,将式(31)代入式

(27)并分离实部和虚部,得到如下的微分方程

1
2a
·
-
1
2B1ra-

1
8Δ1ra3-

1
8N1rsin(ω1τ)a3+

 18N1icos(ω1τ)a3=0

1
2β
·
a-

1
2B1ia-

1
8Δ1ia

3-
1
8N1rcos(ω1τ)a3-

 18N1isin(ω1τ)a3=0 (32)
  

根据式(32)可得闭环控制系统的一阶近似解

表达为

y=acos(ωt+β) (33)

代入临界稳定条件a·=0到方程(32)可得

B1ras +
1
4Δ1ra3

s +
1
4N1rsin(ω1τ)a3

s -

 14N1icos(ω1τ)a3
s =0 (34)

as 为临界稳定状态的幅值.求解式(34)可得

as =0,as =±
-4B1r

Nr
(35)

其中

Nr=Δ1r+N1rsin(ω1τ)-N1icos(ω1τ)(36)
  

根据稳定性切换理论可知,当da·/da>0系统

出现不稳定的极限环现象,即亚临界颤振,当da·/

da<0时,系统做超临界颤振.
da·

da|a=as =-2B1r (37)

图5 颤振系统的临界稳定曲线

Fig.5 Critical
 

stability
 

curves
 

of
 

the
 

flutter
 

system
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根据式(37)和式(35),若B1r<0,Nr>0,此
时系统不稳定,即为亚临界颤振;若B1r>0,Nr<
0,系统稳定,为超临界颤振.因此,利用式(37)可
以求得系统颤振稳定边界如图5所示.

3 算例与分析
  

在进行时滞控制分析之前,首先对式(32)和式

(33)得到的系统多尺度一次近似解进行验证.控制

参数从得到的系统稳定区间选取,控制增益gl=

-0.2N􀅰s2/m,时滞τ=0.005s.利用dde23求解器

求解式(9)得到闭环系统的数值积分解,并与多尺

度得到的一次近似解析解对比,结果如图6所示.
解析解与数值解吻合良好,这表明多尺度法推导过

程是正确的.

图6 不同风速下闭环系统幅值响应对比图

Fig.6 Comparison
 

between
 

the
 

approximate
 

solutions
 

and
 

the
 

numerical
 

solutions
 

under
 

different
 

wind
 

speeds

验证解析解的正确性后,可由式(37)得到的系

统颤振稳定边界,研究非线性控制增益和时滞对系

统稳定性的影响.分别从亚临界颤振区域和超临界

区域选取两组参数进行验证.如无特别说明,下文

中的分析图中蓝色曲线代表超临界解,红色曲线代

表亚临界解,选取的时滞量τ为0.005s.在不同控

制参数和自由风速下,系统俯仰运动和沉浮运动的

振荡幅值对比如图7所示,稳定的控制参数使得系

统的亚临界颤振完全转变为超临界颤振,同时大幅

减小了稳定极限环运动的幅值,而在不稳定的控制

参数下,系统亚临界颤振依旧存在.

图7 不同风速下闭环控制系统幅值对比图

Fig.7 Amplitude
 

comparison
 

diagram
 

of
 

closed-loop
 

control
 

system
 

under
 

different
 

wind
 

speeds

基于上述结果,图8给出了风速小于临界颤振

速度时(U=8.5m/s),闭环控制系统在不同控制参

数下的时域响应.在稳定的控制参数下,系统受到

扰动后,机翼沉浮和俯仰方向的振荡幅值都逐渐减

小,最终保持静止状态.而在不稳定的控制参数下,

系统两个自由度方向都持续振荡.根据上述对比验

证结果可知,选取适当参数的时滞反馈控制器,能
使原系统避免低于线性临界颤振速度时的不良极

限环运动,且受扰动后系统收敛速度较好.

图8 闭环控制系统响应对比图

Fig.8 Response
 

comparison
 

diagram
 

of
 

the
 

closed-loop
 

control
 

system

4 结论
  

本文建立了带有俯仰刚度非线性的二元翼段

气动弹性模型,利用数值软件 MATCONT得到了

系统的亚临界颤振分岔特性.为了设计亚临界颤振

时滞控制器,采用多尺度法和稳定性切换理论,得
到了基于俯仰速度反馈的含时滞闭环气动弹性系

统亚临界颤振和超临界颤振的稳定边界.通过数值

仿真可知,该亚临界颤振时滞控制器能有效地将亚

临界颤振转换为超临界颤振,并能显著减小极限环

运动的幅值.本文的研究成果可以为非线性气动弹

性系统的时滞控制律设计提供理论指导,具有一定

意义.
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附录:

开环系统方程式(7)和式(8)中参数的具体表达式

d=mTIα -m2
Wx2

αb2,k1=
Iαkh

d
,c1=

IαCh

d

k2=
IαρbCLα +mWxαρb3CMα

d
,c2=-

mWxαbcα

d

k3=-
mWxαbkh

d
,c3=-

mWxαbch

d

k4=-
mWxαρb2CLα +mTρb2CMα

d

d1=
IαρbCLα +mWxαρb3CMα

d
,c4=

mTcα

d

d2=
(Iαρb2CLα +mWxαρb4CMα

)(0.5-a)

d

p1=-
mWxαbkα0

d

d3=-
mTρb2CMα +mWxαρb2CLα

d

d4=-
(mTρb3CMα +mWxαρb3CLα

)(0.5-a)

d

p2=
mWxαbkα1

d
,p3=

mWxαbkα2

d
,q3=-

mTkα2

d

q1=
mTkα0

d
,q2=-

mTkα1

d

附表1 机翼参数

Table
 

1 Airfoil
 

parameters
Parameters Value Units

a -0.6847 -

mT 12.387 kg

mW 2.0490 kg

b 0.135 m

ρ 1.225 kg/m3

xα [0.0873-(b+ab)]/b -

Iα mWx
2
αb
2+0.0517 kg/m2

Span 0.6 m

CLα 6.28 -

CMα
(0.5+a)CLα -

CL
β 3.358 -

CL
β -1.94 -

ch 27.43 N􀅰s/m

cα 0.036 Ns

kh 2844.4 N/m

kα0 6.833 N􀅰m/rad

kα1 9.967 N􀅰m/rad2

kα2 667.685 N􀅰m/rad3
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