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具有初始几何缺陷轴向运动GPLRMF圆锥壳的
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重庆 400044)

摘要 普遍认为,初始几何缺陷对结构非线性动力学行为具有重要影响.然而,初始几何缺陷对轴向运动圆

锥壳非线性内共振行为的影响机理尚不清楚.为了回答这一问题,本文研究了具有初始几何缺陷和轴向运

动的石墨烯片增强泡沫金属(GPLRMF)圆锥壳的1∶2内共振行为.首先,基于Reddy高阶剪切变形理论和

von-Karman几何非线性,导出了圆锥壳的运动控制方程.然后,考虑前两阶振动模态,利用伽辽金原理对运

动方程进行离散.随后,采用多尺度法进行求解,通过数值计算得到前两种振动模态下圆锥壳的内共振动力

学响应曲线.最后,利用龙格-库塔法研究了在1∶2内共振条件下的运动分岔和混沌动力学行为.

关键词 非线性振动, 内共振, 圆锥壳, 分岔与混沌, 初始几何缺陷
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Abstract It
 

is
 

generally
 

believed
 

that
 

initial
 

geometric
 

imperfection
 

has
 

a
 

significant
 

impact
 

on
 

the
 

non-
linear

 

dynamic
 

behavior
 

of
 

structures.
 

However,
 

the
 

mechanism
 

that
 

the
 

initial
 

geometric
 

imperfection
 

affects
 

the
 

nonlinear
 

internal
 

resonance
 

behavior
 

of
 

axially
 

moving
 

conical
 

shells
 

is
 

still
 

unclear.
 

To
 

an-
swer

 

this
 

question,
 

the
 

1∶2
 

internal
 

resonance
 

behavior
 

of
 

graphene
 

platelets
 

reinforced
 

metal
 

foam
 

(GPLRMF)
 

conical
 

shells
 

with
 

initial
 

geometric
 

imperfection
 

and
 

axial
 

motion
 

is
 

studied
 

in
 

this
 

paper.
 

Firstly,
 

based
 

on
 

the
 

Reddy
 

high-order
 

shear
 

deformation
 

theory
 

and
 

von
 

Karman
 

geometric
 

nonlineari-
ty,

 

the
 

motion
 

equation
 

of
 

the
 

conical
 

shell
 

is
 

derived.
 

Then,
 

considering
 

the
 

first
 

two
 

vibration
 

modes
 

and
 

discretizing
 

the
 

motion
 

equation
 

through
 

the
 

Galerkin
 

principle.
 

Subsequently,
 

the
 

multi-scale
 

meth-
od

 

is
 

used
 

for
 

solving,
 

and
 

the
 

internal
 

resonance
 

dynamic
 

response
 

curves
 

of
 

the
 

conical
 

shell
 

under
 

the
 

first
 

two
 

vibration
 

modes
 

are
 

obtained
 

through
 

numerical
 

calculations.
 

Finally,
 

the
 

motion
 

bifurcation
 

and
 

chaotic
 

dynamic
 

behavior
 

under
 

1∶2
 

internal
 

resonance
 

conditions
 

are
 

studied
 

using
 

the
 

Runge-Kutta
 

method.
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引言
  

圆锥壳作为一种典型的工程结构,被广泛应用

于航空航天等领域[1].在服役的过程中,圆锥壳不

可避免地会产生共振问题,从而影响结构的正常运

行,甚至引发灾难性的事故[2,3].目前,有关圆锥壳

结构的屈曲[4-6]、自振[7,8]、共振[9-11]、分岔和混沌动

力学[12-14]问题广为研究.然而,尚无文献报道初始

几何缺陷对圆锥壳内共振行为的影响.
 

实际上,圆锥壳结构在生产、制造和使用过程

中,不可避免地会存在各种缺陷.研究表明[15],即
便是微小的缺陷,也会降低结构的承载能力,甚至

影响结构的安全性和可靠性.Chen等[15]研究了初

始几何缺陷功能梯度板的自振特性.考虑初始几何

缺陷和轴向运动,Ding和She[10]研究了圆柱壳的

主共振行为.近年来,GPLRMF作为一种优异的增

强材料,由于轻量化、高刚度、高强度,已经引起了

许多学者的广泛关注[16-18].
  

文献检索表明,现有关于轴向运动锥壳内共振

行为的研究仅限于完美结构,忽略了初始几何缺陷

的影响.为了解决这一问题,本文首次研究了具有

几何缺陷轴向运动圆锥壳结构的1∶2内共振行

为.利用Reddy高阶剪切变形理论,建立非线性动

力学模型.针对前两阶振动模态,使用多尺度法和

龙格-库塔法求解运动方程.最后,分别讨论了不

同因素对内共振、分岔和混沌动力学行为的影响.

图1 锥壳和材料分布类型

Fig.1 A
 

sketch
 

of
 

the
 

conical
 

shell
 

and
 

material
 

distribution
 

types

1 材料参数
  

考虑Porosity-Ⅰ、Porosity-Ⅱ和Porosity
 

-Ⅲ
三种不同的孔隙分布类型,且弹性模量与孔隙率系

数ei(i=1,2,3)密切相关,质量密度与质量孔隙率

emi(i=1,2,3)密切相关,具体表达式如下[10],

E(z)=

E* 1-e1(1-ℕ)  ,(Porosity-Ⅰ)

E* 1-e2ℕ  ,(Porosity-Ⅱ)

E*e3,(Porosity-Ⅲ)











ρ(z)=
ρ* 1-em1 1-ℕ    ,(Porosity-Ⅰ)

ρ* 1-em2ℕ  ,(Porosity-Ⅱ)

ρ*em3,(Porosity-Ⅲ)











μ(z)=μ* (1)

其中,ℕ=1-cos(πz/h),E*,ρ* 和μ* 的定义与

文献[10]一致,且[10]

E* =
3
8
1+ζGPL

L ηGPL
L VGPL

1-ηGPL
L VGPL  ×EM +

 58
1+ζGPL

W ηGPL
W VGPL

1-ηGPL
W VGPL  ×EM

ρ* =ρM(1-VGPL)+ρGPLVGPL

μ* =μM(1-VGPL)+μGPLVGPL (2)

VGPL=

Si1ℕ,(GPL-A)

Si2(1-ℕ),(GPL-B)

Si3,(GPL-C)








 (3)

弹性模量和密度之间的关系可以描述如下,

E(z)/E* =[ρ(z)/ρ*]2 (4)

把式(1)代入式中(4),从而得到,

1-e1(1-ℕ)=1-em1(1-ℕ)

1-e2ℕ =1-em2ℕ

e3 =em3












(5)

另外,在计算过程中还需要使用以下关系式,

∫
h
2

0

1-e1(1-ℕ)dz

 =∫
h
2

0

1-e2ℕdz=∫
h
2

0

e3dz (6)

2 振动方程
  

根据Reddy高阶剪切变形壳理论,锥壳中任

意点的位移分量可以描述为:

U1(x,θ,z,t) =u0(x,θ,t)+zφx +

c1z3(φx +
∂w0

∂x
) (7)

U2(x,θ,z,t) =v0(x,θ,t)+zφy +

c1z3(φy +
1
R
∂w0

∂θ
) (8)

U3(x,θ,t)=w0(x,θ,t) (9)

其中,c1=4/3h2,c2=3c1.
考虑初始几何缺陷时,方程(9)应改写为:

U3(x,θ,t)=w0(x,θ,t)+w1(x,θ) (10)

考虑到几何非线性,几何方程可以表示为:
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εxx =ε0xx +zκ1xx +z3κ3xx,

εyy =ε0yy +zκ1yy +z3κ3yy,
ηxy =η0xy +zη1xy +z3η3xy,

ηxz =η0xz +z2η2xz,ηyz =η0yz +z2η2yz (11)

其中,
ε0xx

ε0yy

η0xy  =
∂u0

∂x +
1
2
∂w0

∂x  
2

+
∂w0

∂x
∂w1

∂x

1
R
∂v0

∂θ +
w0

Rcosβ+
1
2
1
R2
∂w0

∂θ  
2

+
1
R2

∂w0

∂θ
∂w1

∂θ +
u0

Rsinβ

1
R
∂u0

∂θ +
∂v0

∂x -
v0

Rsinβ+
1
R
∂w0

∂x
∂w0

∂θ +
1
R
∂w0

∂x
∂w1

∂θ +
1
R
∂w1

∂x
∂w0

∂θ



























,

κ1xx

κ1yy

η1xy  =
∂φx

∂x

1
R
∂φy

∂θ +
1
Rφxsinβ

1
R
∂φx

∂θ +
∂φy

∂x -
1
Rφysinβ



























,η0xz

η0yz  =
φx +

∂w0

∂x

φy +
1
R
∂w0

∂θ -
1
Rv0cosβ




















,

κ3xx

κ3yy

η3xy  =c1
κ1xx

κ1yy

η1xy  ,η2xzη2yz  =c2η0xz

η0yz  (12)

利用Hamilton原理导出了如下运动方程:
 

∂Nxx

∂x +
1
R
∂Nxy

∂θ +
Nxx

R sinβ-
Nyy

R sinβ=I1
∂2u
∂t2

+2Vc
∂2u
∂x∂t+V2

c
∂2u
∂x2  +I2∂

2ψx

∂t2
-c1I3

∂3w
∂x∂t2

,

∂Nxy

∂x +
1
R
∂Nyy

∂θ +
2Nxy

R sinβ+
Syy

Rcosβ=I*
1
∂2v
∂t2

+2Vc
∂2v
∂x∂t+V2

c
∂2v
∂x2  +I*

2
∂2ψy

∂t2
-c1I*

3
1
R
∂3w
∂θ∂t2

,

∂Sxx

∂x +
1
R
∂Syy

∂θ +
Sxx

Rsinβ-
Nyy

R cosβ+c2
∂Cxx

∂x +
1
R
∂Cyy

∂θ  +Nyy
1
R2
∂2w
∂θ2

+c1
∂2Kxx

∂x2 +
2
R
∂2Kxy

∂x∂θ +

 1
R2

∂2Kyy

∂θ2  +Nyy

R +Nxx
∂2w
∂x2 +

Nxx

R
∂w
∂xsinβ+

2
RNxy

∂2w
∂x∂θ-P∂

2w
∂x2 +λqcos(Ωt)=

 I1
∂2w
∂t2

+2Vc
∂2w
∂x∂t+V2

c
∂2w
∂x2  +Ct

∂w
∂t +Vc

∂w
∂x  +I3 ∂

3u
∂x∂t2

+I*
3
1
R
∂3v
∂θ∂t2

+c1I5
∂3ψx

∂x∂t2
+

 c1I*
5
1
R
∂3ψy

∂θ∂t2
-c21I7

∂4w
∂x2∂t2

+
1
R2

∂4w
∂θ2∂t2  ,

∂Mxx

∂x +
1
R
∂Mxy

∂θ -Sxx +c2Cxx -c1
∂Kxx

∂x +
1
R
∂Kxy

∂θ  =I2∂
2u
∂t2

+I4
∂2ψx

∂t2
-I5

∂3w
∂x∂t2

,

∂Mxy

∂x +
1
R
∂Myy

∂θ -Syy +c2Cyy -c1
∂Kxy

∂x +
1
R
∂Kyy

∂θ  =I*
2
∂2v
∂t2

+I*
4
∂2ψy

∂t2
-I*

5
1
R
∂3w
∂θ∂t2

(13)

方程(13)中惯性矩的定义与文献[14]一致.

3 求解方法
  

由于锥壳内共振行为主要受前两阶模态的影

响,因此采用如下位移场型函数[13,14]

u0=U1(t)cos
πm1x
L  sin(n1θ)+

 U2(t)cos
πm2x
L  sin(n2θ) (14)

v0=V1(t)sin
πm1x
L  cos(n1θ)+

 V2(t)sin
πm2x
L  cos(n2θ) (15)

w0=W1(t)sin
πm1x
L  sinn1θ  +

 W2(t)sin
πm2x
L  sinn2θ  (16)

w1=W11(t)sin
πm1x
L  sinn1θ  +

 W22(t)sin
πm2x
L  sinn2θ  (17)

φx =φx1(t)cos
πm1x
L  sinn1θ  +
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 φx2(t)cos
πm2x
L  sinn2θ  (18)

φy =φy1(t)sin
πm1x
L  cosn1θ  +

 φy2(t)sin
πm2x
L  cosn2θ  (19)

其中,U1(t),U2(t),V1(t),V2(t),W1(t),W2(t),

φx1(t),φy2(t)是振动幅值.同时,引入以下无量

纲量:

W1=
W1

h
,W2=

W2

h
,Ω1=

Ω1

ω1
,τ=tω1,

Fij =
Fij

ω2
1

,(i=1,2,
 

j=1,2),

Fik =
Fikh
ω2
1

,(i=1,2,
 

k=5,6,7),

Fil =
Filh2

ω2
1

,(i=1,2,
 

l=3,4,8,9),

Fio =
Fio

hω2
1

,(i=1,2,
 

o=10) (20)

其中,ω1 表示圆锥壳的一阶固有频率,经过一系列

的运算,可以得到无量纲的常微分方程组,

W
··

1(τ)+μ1W
·

1(τ)+F11W1(τ)+F12W2(τ)+

 F13W3
1(τ)+F14W2

1(τ)W2(τ)+F15W2
1(τ)+

 F16W1(τ)W2(τ)+F17W2
2(τ)+

 F18W1(τ)W2
2(τ)+

 F19W3
2(τ)=F110F1cos(Ω1τ) (21)

W
··

2(τ)+μ2W
·

2(τ)+F21W1(τ)+F22W2(τ)+

 F23W3
1(τ)+F24W2

1(τ)W2(τ)+F25W2
1(τ)+

 F26W1(τ)W2(τ)+F27W2
2(τ)+F28W1(τ)W2

2(τ)+

 F29W3
2(τ)=F210F2cos(Ω1τ) (22)

在式(21)、式(22)中,W1 和W2 分别是前两阶振动

模态下的横向振动幅值,μ1 和μ2 表示阻尼系数,

F1 和F2 表示一阶和二阶振动模态下外激励的幅

值,Ω1 表示外激励频率.使用多尺度法开展摄动分

析.因此,式(21)和(22)可以进一步写为,

W
··

1(τ)+εμ1W
·

1(τ)+F11W1(τ)+F12W2(τ)+

 εF13W3
1(τ)+εF14W2

1(τ)W2(τ)+

 εF15W2
1(τ)+εF16W1(τ)W2(τ)+

 εF17W2
2(τ)+εF18W1(τ)W2

2(τ)+

 εF19W3
2(τ)=εF110F1cos(Ω1τ) (23)

W
··

2(τ)+εμ2W
·

2(τ)+F21W1(τ)+F22W2(τ)+

 εF23W3
1(τ)+εF24W2

1(τ)W2(τ)+

 εF25W2
1(τ)+εF26W1(τ)W2(τ)+

 εF27W2
2(τ)+εF28W1(τ)W2

2(τ)+

 εF29W3
2(τ)=εF210F2cos(Ω1τ) (24)

其中,ε是摄动小参数.考虑1∶2
 

内共振并引入失

谐参数σ1 和σ2,随后利用多尺度法,经过一系列数

学推导,可以得到式(23)和式(24)的最终渐近解,

具体求解步骤可以参考Yang等[13,14].

4 数值分析
  

在开展参数研究之前,进行模型退化验证,具
体结果见表1和图2.结果表明,当前结果与文献

[18]~文献[20]一致,从而验证了本文的正确性.

表1 与文献[19]、文献[20]的对照

Table
 

1 Comparison
 

with
 

refs.
 

[19]
 

and
 

refs.
 

[20]

n 本文 Shu
 [19] Liew

 

et
 

al.
 [20]

1 0.811 0.812 0.812

2 0.669 0.669 0.669

3 0.542 0.542 0.542

4 0.456 0.456 0.456

5 0.408 0.408 0.408

6 0.395 0.396 0.396

7 0.413 0.414 0.414

图2 对比分析
 

(m=1,L/R=0.2,ρm=7850kg/m
3,

μm=0.3,V=0,Φ=ΩR ρm/Em ,Em=200GPa)
Fig.2 Comparative

 

analysis
 

(m=1,L/R=0.2,ρm=7850kg/m
3,

μm=0.3,V=0,Φ=ΩR ρm/Em ,Em=200GPa)

表2 材料属性
Table

 

2 Material
 

properties

几何尺寸和物理参数 锥壳 GPLs 基体

长度/m 0.2 2.5×10-6 -

厚度/m 0.01 1.5×10-9 -

宽度/m - 1.5×10-6 -

小径/m 0.2 - -

杨氏模量/MPa - 1010 200

泊松比 - 0.186 0.3

密度/(kg/m3) - 1060 7850
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4.1 1∶2内共振分析
  

在参数研究中,所采用的材料见表2.除非特

别提及,其他参数的选择为:GPL-A,
 

Porosity-Ⅰ,

Wgpl=1%,e1=0.2,L/R1
 =1,R1/h

 

=
 

20,F=2.
5,μ=0.6,V=0.05,W1

 =0.02,β
 

=
 

45°.
图3(a)和图3(b)研究了激振力和阻尼系数对

1∶2内共振行为的影响.可以看出内共振响应曲线
  

图3 外部激励和阻尼系数的影响

Fig.3 Influences
 

of
 

external
 

excitation
 

and
 

damping
 

coefficients

图4 GPLs分布类型、孔隙分布类型、孔隙系数和GPLs质量分数的影响

Fig.4 The
 

influences
 

of
 

GPLs
 

distribution
 

types,
 

porosity
 

distribution
 

types,
 

porosity
 

coefficient,
 

and
 

GPLs
 

mass
 

fraction

图5 轴向速度和几何缺陷的影响

Fig.5 Effects
 

of
 

axial
 

velocity
 

and
 

geometrical
 

imperfections
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存在双跳跃现象.当σ1 接近某个特征值时,锥壳的

振幅会发生急剧变化,且激振力越大,振幅越大,共
振域越大.阻尼越大,振幅越小,共振域越小.

  

图4研究了材料参数的影响.可以看出,GPLs
分布类型对内共振问题没有显著影响;孔隙-I锥壳

的振幅最小,孔隙-II锥壳的振幅最大;随着孔隙系

数的增加,振幅逐渐增大,随着GPLs质量分数的

增加,幅度逐渐减小.
图5中分别研究了轴向速度和初始几何缺陷

的影响.从中可以看出,随着轴向速度或初始几何

缺陷的增加,振幅逐渐增大,共振域减小.

4.2 分岔和混沌分析
  

在本节中,考虑1∶2内共振条件,初始条件被

假定为:Y10=-0.34,X10=0.19,Y20=0.41,X20

=-0.23.
  

从图6可以看出,随着外激励F 的增加,其运

动状态依次呈现出混沌(点A)、单周期运动(点B)

和混沌(点C)的现象,这意味着外部激励过大或过

小都会导致系统呈现混沌状态,图6(a)和图6(b)

有相同的运动趋势,但一阶振动模态下的振幅

更大.

图6 不同外部激励下的分岔曲线

Fig.6 Bifurcation
 

under
 

different
 

external
 

excitation

图7 当F=4时,时程历程图、相轨迹和庞加莱截面

Fig.7 Time
 

history
 

diagram,
 

phase
 

trajectory
 

and
 

Poincare
 

interface
 

at
 

F=4

  图7和图8分别研究了在F=4和F=6时的

时间历程、相轨迹和庞加莱截面.显然,当 F=4
时,系统表现出单一的周期性运动,时间历程图表

现出稳定的周期运动,其相轨迹投影呈现出稳定

环,其庞加莱截面有四个点.相反,系统在F=6时

表现出混沌状态,系统的最大振幅是不稳定的,庞
加莱截面上密集地布满了斑块,表明运动状态是混

沌的.
  

从图9中可以看出,对于一阶模态,随着迟滞

系数σ1的增加,系统呈现出单周期(A点)-双周
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图8 F=6时程历程图、相轨迹和庞加莱截面

Fig.8 Time
 

history
 

diagram,
 

phase
 

trajectory
 

and
 

Poincare
 

interface
 

at
 

F=6

图9 不同失谐参数下的分岔曲线σ1
Fig.9 Bifurcation

 

phenomenon
 

under
 

different
 

σ1

图10 当σ1=0.07时,时间历程图、相轨迹和庞加莱截面

Fig.10 Time
 

history
 

diagram,
 

phase
 

trajectory
 

and
 

Poincare
 

interface
 

at
 

σ1=0.07
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图11 当σ1=0.4时,时间历程图、相轨迹和庞加莱截面

Fig.11 Time
 

history
 

diagram,
 

phase
 

trajectory
 

and
 

Poincare
 

interface
 

at
 

σ1=0.4

图12 轴向运动壳体在不同阻尼系数下的分岔曲线

Fig.12 Bifurcation
 

phenomenon
 

of
 

axially
 

moving
 

shell
 

under
 

different
 

damping
 

coefficients

图13 当μ=0.22时,时间历程图、相轨迹和庞加莱截面

Fig.13 Time
 

history
 

diagram,
 

phase
 

trajectory
 

and
 

Poincare
 

interface
 

at
 

μ=0.22

期(B点)-多周期(C点)-混沌(D点)-双周期 (E点)的运动趋势.相反,对于二阶模态,系统经历
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了单周期(点A)-多周期(点B)-混沌(点C)-
多周期(点D)-混沌(点E)的过程.这表明,当σ1
一定时,一阶和二阶振动模态下的圆锥壳可能表现

出不同的运动状态,这与图6所示的现象不同.
  

在图10中,锥壳在第一阶和第二阶振动模态

下都表现出单一的周期性运动.时间历程图和相轨

迹相对稳定,庞加莱截面只有两点,可以确定运动

状态是周期性的.当σ1=0.4时(图11),运动形式

都呈现出混沌运动.
图12研究了阻尼系数的影响.对于一阶振动

模态,随着阻尼系数的增加,系统大致呈现混沌(A
点)-单周期(B点)-混沌(C点)运动状态.然而,

二阶振动模态呈现出与一阶振动模态不同的运动

状态,系统呈现出的运动趋势依次是混沌(A点)-
多周期(B点)-单周期(C点)-混沌(D点).从图

13中可以看出,当阻尼系数u=0.22时,圆锥壳呈

现出明显的混沌现象.

5 总结
  

本文研究了具有初始几何缺陷和轴向运动的

石墨烯片增强金属泡沫圆柱壳的1∶2内共振行

为,利用 Galerkin原理对前两阶模态的运动方程

进行离散化处理.然后,采用多尺度法求解控制方

程,得到了前两阶模态的内共振响应曲线.最后,利
用龙格-库塔法对控制方程进行数值求解,获得了

1∶2内共振条件下圆锥壳结构的动态响应,研究

了系统的分岔与混沌现象,得到的结论如下:
(1)轴向运动速度对圆锥壳的1∶2内共振行

为有显著影响,较高的轴向速度可能导致结构不稳

定.
(2)在1∶2内共振条件下,初始几何缺陷的存

在会使圆锥壳的振幅增大,导致结构失稳.
(3)材料参数可以改变圆锥壳的刚度,从而影

响1∶2内共振行为.
(4)在1∶2内共振条件下,外力、阻尼和迟滞

系数显著影响圆锥壳结构的分岔和混沌行为.
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