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跃迁系数对旋转Timoshenko梁弯曲振动的影响*
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摘要 在不同梁模型中,轴向力对剪切力的贡献不同,该特性可以使用跃迁系数进行描述.本文讨论了当旋

转导致轴向离心力存在时,其跃迁系数对Timoshenko梁弯曲振动的影响.首先推导了含跃迁系数的旋转

Timoshenko梁弯曲振动微分方程.然后使用微分变换法(DTM)对弯曲振动微分方程进行求解,得到了系统

的固有频率和振型.最后分析了跃迁系数、转速、截面形状、高跨比等参数对系统振动的影响.结果表明,跃

迁系数对旋转Timoshenko梁的固有频率和振型均有影响,尤其在高转速、薄壁截面和大高跨比的情况下影

响更加显著.
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Abstract In
 

different
 

beam
 

models,
 

the
 

contribution
 

of
 

axial
 

force
 

to
 

shear
 

force
 

varies,
 

and
 

this
 

charac-
teristic

 

can
 

be
 

described
 

by
 

using
 

transition
 

parameter.
 

This
 

paper
 

studies
 

the
 

influence
 

of
 

the
 

transition
 

parameter
 

on
 

the
 

flap-wise
 

bending
 

vibration
 

of
 

Timoshenko
 

beams
 

when
 

rotational
 

effects
 

induce
 

axial
 

centrifugal
 

force.
 

At
 

the
 

beginning
 

of
 

the
 

study,
 

the
 

flap-wise
 

bending
 

vibration
 

differential
 

equations
 

for
 

the
 

rotating
 

Timoshenko
 

beam
 

were
 

derived,
 

which
 

considered
 

the
 

transition
 

parameter.
 

In
 

the
 

following
 

section,
 

the
 

differential
 

equations
 

were
 

solved
 

by
 

using
 

differential
 

transformation
 

method
 

(DTM).
 

At
 

the
 

same
 

time,
 

the
 

natural
 

frequencies
 

and
 

mode-shapes
 

of
 

system
 

were
 

obtained.
 

In
 

the
 

end,
 

the
 

effects
 

of
 

transition
 

parameter,
 

rotating
 

speed,
 

cross
 

section
 

shape,
 

and
 

height-to-length
 

ratio
 

were
 

discussed.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

transition
 

parameter
 

has
 

an
 

impact
 

on
 

the
 

natural
 

frequencies
 

and
 

mode-shapes
 

of
 

rotating
 

Timoshenko
 

beams,
 

with
 

a
 

more
 

significant
 

effect
 

observed
 

at
 

high
 

rotating
 

speed,
 

thin-walled
 

cross
 

section,
 

and
 

large
 

height-to-length
 

ratio.
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引言
  

工程领域之中存在大量的旋转结构,如风力发

电机叶片[1]、涡轮发动机叶片[2]、旋转机械臂[3,4]、

直升机旋翼[5]等,这些结构都可以简化为旋转梁模

型.由于旋转带来的离心刚化[6]效果,旋转梁的固

有频率、振型等振动特性与非旋转梁均不同.旋转

结构往往长时间服役于恶劣的工作情况之下,如:

涡轮发动机叶片在燃烧室受到高温高压的气动载

荷作用[7],直升机旋翼在冻雨天气受到表面结冰带

来的附加质量作用[8],风力发电机叶片在海上受支

撑平台六自由度运动产生的惯性荷载作用[9],这些

因素都会严重影响旋转结构的动力学行为.建立合

理的旋转梁模型,对旋转梁的弯曲振动行为进行准

确求解分析,已经成为工业领域中的一项值得关心

的问题.
学术界对于旋转梁模型进行了大量的研究,采

用的 梁 模 型 主 要 基 于 Euler-Bernoulli理 论[10]、

Rayleigh梁理论[11]和Timoshenko梁理论[12-15].梁

受到离心力作用的同时,往往会受到较大的气流扰

动,气流扰动会带来横向的弯曲载荷.当梁高速旋

转且高跨比较大时,需要将剪切变形与转动惯量对

弯曲 振 动 产 生 的 影 响 进 行 考 虑.Du等[12]基 于

Timoshenko梁理论对带有末端质量的旋转梁进行

研究并与Euler-Bernoulli梁的结果进行了对比.

Han等[13]利用 Hamilton原理建立了旋转 Timo-

shenko梁弯-扭耦合振动的动力学模型,分析了

科氏力对振动响应的影响.Zhu[14]研究了轮毂半径

比、转速比、高跨比等对旋转锥形 Timoshenko梁

固有频率和各阶模态振型的影响.
  

高速旋转时,由于离心效应,梁会受到极大的

轴向离心力.由于剪切变形的存在,轴向离心力在

横截面上的分量会对剪切力造成影响.Arboleda-

Monsalve等[15]认为,在 Timoshenko梁的剪切变

形过程中,轴向力作用方向有两种:一种是垂直于

变形后的横截面,此时横截面上的轴向力分量为轴

向力与横截面法线斜率的乘积;另一种是与中性轴

相切,此时轴向力分量为轴向力与中性轴斜率的乘

积.Chen等[16]认为轴向力的作用方向位于两种方

向之间,提出了跃迁系数以量化轴向力对剪切力的

贡献.在这之后,Li和Su[17]将跃迁系数引入轴向

受压的表面层纳米线振动控制方程中,发现跃迁系

数对临界屈曲载荷影响较大,具体取值应根据实验

确定.王续宏等[18]对考虑了跃迁系数Timoshenko
梁模型的静力弯曲和屈曲问题进行了研究.轴向受

载时,跃迁系数对 Timoshenko梁的振动、屈曲等

行为有显著影响.然而对于旋转 Timoshenko梁,

尚未有关于跃迁系数的研究工作.
  

对于旋转梁的弯曲振动,其离心力沿轴向变

化,系统方程是变系数的微分方程.这类方程直接

进行解析计算比较困难,往往需要进行降阶和近似

处理,常用的方法有伽辽金法[19]、瑞利里兹法[20]、

有限元法[21]、传递矩阵法[22]、微分变换法[23-27]等.
使用伽辽金法和瑞利里兹法时,需要根据边界条件

选取合适的试函数;使用有限元法和传递矩阵法求

解时,需要将结构离散为小单元或分段.微分变换

法(DTM,
 

Differential
 

Transform
 

Method)不需要

离散结构,或是猜测试函数,它通过将微分项及边

界条件转化为代数方程,对振动特性进行求解,适
合计算机编程,且效率较高.DTM法基于泰勒级数

展开,最早由Zhou[23]在1986年提出并用于解决电

路分析中的线性和非线性初值问题.随着该方法的

发展,一些学者将DTM法扩展到旋转梁问题的求

解.Ozdemir和Kaya[25]使用DTM 法对旋转锥形

Timoshenko梁的弯曲振动进行了研究.滕兆春

等[26]基于Timoshenko梁理论对功能梯度旋转梁

进行了动力学建模,使用DTM 法对自由振动进行

了研究.Chen和 Ho[27]对轴向加载作用下的旋转

Timoshenko梁进行了研究,使用DTM 法研究了

旋转、轴向加载和预扭转角对弯曲振动的影响.
  

本文将探讨跃迁系数对旋转 Timoshenko梁

弯曲振动的影响.将跃迁系数引入剪切力表达式

中,推导旋转 Timoshenko梁的弯曲振动微分方

程,使用DTM法对固有频率与振型进行求解.通
过数值计算讨论跃迁系数对旋转 Timoshenko梁

弯曲振动的影响,讨论转速、高跨比、截面形状对跃

迁系数作用效果的影响.

1 动力学建模

1.1 统一模型
  

在笛卡尔坐标系O-xyz中,考虑一个长为L,

宽为b,高为h 的等截面梁.其中x 轴经过梁截面

中心;z 轴为转轴,转速为Ωrad/s.梁左端固支,右
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端为自由.梁的其他参数为:杨氏模量E,剪切模量

G,密度ρ,横截面面积A,惯性矩I,剪切修正因子

k,泊松比v.

图1 轴向离心力作用下Timoshenko梁模型

Fig.1 The
 

model
 

for
 

Timoshenko
 

beam
 

under
 

axial
 

centrifugal
 

force
 

loading

图2 微段受力示意图

Fig.2 Force
 

analysis
 

diagram
 

for
 

a
 

differential
 

element
 

图2为长dx 的等截面梁微段受力示意图(假
设梁的弯曲变形仅发生在O-xz 平面),其中θ 为

梁横截面转角,w 为挠度,γ 为剪切角,轴向离心力

P 的表达式为

P(x)=∫
L

x
ρAxΩ2dx (1)

剪切力V 由截面剪切力Q=kGAγ 和轴向离心力

P 的分量组成[15-19],其表达式为

V=kGAθ-
∂w
∂x  -P ∂w

∂x +αθ-
∂w
∂x  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

(2)
式(2)中轴向离心力对剪切力V 的贡献由跃迁系

数α∈[0,1]控制,当α=0时,剪切力V 为

V=kGAθ-
∂w
∂x  -P∂w∂x

(3)

当α=1时,剪切力V 为

V=kGAθ-
∂w
∂x  -Pθ (4)

弯矩M 表达式为

M =EI∂θ∂x
(5)

  

由式(2)和式(5),可得图2中微段的运动微分

方程

-ρA
∂2w
∂t2

+
∂
∂x P ∂w

∂x +αθ-
∂w
∂x  􀭠

􀭡
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁􀪁  +
 ∂∂x kGA ∂w

∂x -θ  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =0 (6)

-ρI
∂2θ
∂t2

+
∂
∂x EI∂θ∂x  +ρIΩ2θ+

 kGA-αP  ∂w∂x -θ  =0 (7)

式(6)和式(7)中ρIΩ2θ为截面转角、转动惯量和绕

z轴的旋转的耦合项[25].式(6)和式(7)为旋转

Timoshenko梁的弯曲振动方程.若令转速Ω=0,
轴向离心力P 替换为轴向压力-P,则方程退化为

Chen等 人 的 跃 迁 系 数 模 型[16];若 令 跃 迁 系 数

α=0,则方程退化为Ozdemir和Kaya的旋转梁模

型[25].式(6)和式(7)对应的边界条件为

x=0: w 0,t  =θ0,t  =0 (8)

x=L: 
V =kAGθ-

∂w
∂x  -P ∂w

∂x+αθ-
∂w
∂x    =0

M =EI∂θ∂x =0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(9)

1.2 简谐假设与无量纲化处理
  

假设w(x,t)和θ(x,t)以固有频率ω 做正弦

变化,令

w(x,t)=w~(x)eiωt,θ(x,t)=θ
~(x)eiωt (10)

将式(10)代入式(6)、式(7)中,消去时间t可得

ρAω2w~ +
d
dx P dw~

dx +αθ
~
-
dw~

dx  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  +
 d
dx kGA dw~

dx -θ
~  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =0 (11)

ρIω2θ
~
+
d
dx EIdθ

~

dx  +ρIΩ2θ
~
+

 (kGA-αP)dw
~

dx -θ
~  =0 (12)

引入以下无量纲参数

x- =
x
L
,w- =

w~

L
,θ
-
=θ

~,r2=
I

AL2
,s2=

EI
kAGL2

,

ω-2=ρAL4ω2

EI
,Ω

-2=ρAL4Ω2

EI
,λ=

h
L

(13)

式(13)中r 为无量纲惯性矩,s 为无量纲弯曲刚
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度,ω- 为无量纲固有频率,Ω
-

为无量纲转速,λ 为高

跨比.将式(13)和式(10)代入式(11)和式(12)中,

得到轴向离心力作用下考虑跃迁系数α 的Timo-
shenko梁无量纲弯曲振动微分方程

ω-

Ω
-  

2

w- +
d
dx-

1
2-

x-2

2  dw
-

dx-
+αθ

-
-
dw-

dx-  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁  +

1
sΩ

-  
2 d
dx-

dw-

dx-
-θ

-  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =0 (14)

r2 ω-2+Ω
-2  θ

-
+
d
dx-

dθ
-

dx-  +
1
s2

+
1
2αΩ

-2 x-2-1  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dw

-

dx-
-θ

-  =0 (15)

式(8)、式(9)对应的无量纲形式为

x- =0: w- =θ
-
=0 (16)

x- =1: 
dw-

dx-
-θ

-
=0,
dθ

-

dx-
=0 (17)

2 弯曲振动微分方程及其边界条件的DTM
变换

2.1 DTM 法原理
  

DTM法是求解微分方程的一种近似方法,它

将微分方程的解使用泰勒级数进行逼近.DTM 法

的原理主要涉及微分变换与微分逆变换.以函数

f(x)为例,f(x)的微分变换为

F k  =
1

k!
dkf(x)
dxk

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

x=0
(18)

式(18)中F[k]为f(x)的第k 阶微分变换.F[k]
的微分逆变换为

f(x)=∑
�

k=0
xkF k  (19)

结合式(18)和式(19)可得

f(x)=∑
�

k=0

xk

k!
dkf(x)
dxk

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

x=0
(20)

式(20)为f(x)在x=0处的泰勒级数,当级数项

数n➝∞时有

f(x)=∑
�

k=n+1

xk

k!
dkf(x)
dxk

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

x=0
≈0 (21)

因此f(x)可以表示为有限多项式的求和

f(x)=∑
n

k=0

xk

k!
dkf(x)
dxk

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

x=0
=∑

n

k=0
xkF k  

(22)

  

实际求 解 关 于 f(x)的 微 分 方 程 时,应 将

f(x)及其各阶微分替换为对应的微分变换f[k],
进而通过求解f[k]以及式(22),得到函数f(x).
在此过程中,关于f(x)的微分方程特征值,亦可转

换为关于f[k]的特征值问题进行近似求解.表1
展示了微分变换的一些基本性质.

表1 微分变换基本性质
Table

 

1 Basic
 

laws
 

of
 

differential
 

transformation

Original
 

function Transformed
 

function

f(x)=λy(x) F[k]=λY[k]

f(x)=y(x)+z(x) F[k]=Y[k]+Z[k]

f(x)=
dny
dxn

F[k]= (k +1)(k +2)…(k +
n)Y[k+n]

f(x)=y(x)z(x) F[k]=∑
k

l=0
Y[l]Z[k-l]

f(x)=xm F[k]=δ(k-m)=
1 k=m
0 k≠m 

2.2 DTM 变换
  

使用DTM法对弯曲振动进行求解,首先需要

对弯曲振动微分方程和边界条件进行微分变换,即

将式(14)和式(15)中w-(x-)和θ
-(x-)的各阶导数替

换为对应微分变换,得

 
1
sΩ

-  
2

+
1-α
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (k+1)(k+2)W[k+2]+

ω-

Ω
-  

2

-
1-α
2 k(k+1)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 W[k]+

α
2-

1
sΩ

-  
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (k+1)Θ[k+1]-

α
2
(k+1)Θ[k-1]=0 (23)

 (k+1)(k+2)Θ[k+2]+

r2(ω-2+Ω
-2)-

1
s2

+
α
2Ω

-2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 Θ[k]-

α
2Ω

-2Θ[k-2]+
1
s2

-
α
2Ω

-2  (k+1)W[k+1]+

α
2Ω

-2k-1  W k-1  =0 (24)

式(23)和式(24)中W[k]和Θ[k]分别是w-(x-)

和θ
-(x-)的微分变换.对式(23)、式(24)进行整理

可得

W[k+2]=

1-α
2 k(k+1)-

ω-

Ω
-  

2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

c1
W[k]+
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1
sΩ

-  
2

-
α
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (k+1)

c1
Θ[k+1]+

 

α
2
(k+1)

c1
Θ[k-1] (25)

Θ(k+2)=

1
s2

-
α
2Ω

-2-r2ω-2+Ω
-2  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

c2
Θk  +

 αΩ
-2

2c2
Θ[k-2]+

 

α
2Ω

-2-
1
s2  (k+1)

c2
W[k+1]+

 αΩ
-2(1-k)
2c2

W[k-1] (26)

式(25)和式(26)中

c1=
1
sΩ

-  
2

+
1-α
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (k+1)(k+2)

c2=(k+1)(k+2) (27)

对边界条件式(16)、式(17)进行微分变换

x- =0: W 0  =Θ[0]=0 (28)

x- =1: ∑
�

k=0

(kW[k]-Θ[k])=0,∑
�

k=0
kΘ[k]=0

(29)

  

接下来,将微分方程及边界条件的微分变换结

果转换为代数方程组.由式(25)和式(26)易知,

W[k]和Θ[k]为W[1]和Θ[1]的线性组合.将式

(25)、式(26)代入式(28)、式(29)可得到

f11 f12

f21 f22

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 W 1  

Θ 1  

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =0 (30)

式(30)中fij(i,j=1,2)为包含ω- 的多项式.令式

(30)的系数行列式为零,此时ω- 的解为ω-i(i=1,

2,…),即系统的第i阶固有频率,其对应的微分变

换W[k]和Θ[k]记为Wi[k]和Θi[k].
  

取Wi[1]为任意常数c,则

Θi[1]=-
f12

f11
c. (31)

将ω-i、式(27)、式(31)代入式(25)、式(26)中,便可

求得Wi[k](k=2,3,…,n)的值(若计算过程中出

现微分变换阶次k-m<0(m=1,2)的情况,则取

对应的Wi[k-m]和Θi[k-m]为0).
  

由式(22)则可以得到ω-i 对应的模态振型

w-i(x-)表达式为

w-i(x-)=∑
n

k=0
x-kWi[k] (32)

3 计算结果与分析

3.1 方法有效性验证
  

为验证当前计算方法及程序的有效性,首先取

跃迁系数α=0,即退化到轴向力方向为中性轴切

线方向的情况,并与Ozdemir的工作进行对比[25].
表2给出了旋转Timoshenko梁在不同转速下前

三阶固有频率的对比结果,本文解与文献结果完全

吻合,说明本文方法有效.

表2 前三阶固有频率对比(r=0.06,λ=0.2078,h/b=1,k=2/3,v=0.3,E/G=8/3)
Table

 

2 Comparison
 

of
 

the
 

first
 

three
 

natural
 

frequencies
 

(r=0.06,λ=0.2078,h/b=1,k=2/3,v=0.3,E/G=8/3)

Natural
 

frequencies
Ω
-
=4 Ω

-
=8 Ω

-
=12

Present Ref.[25] Present Ref.[25] Present Ref.[25]
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

ω- 5.395
 

42 5.395
 

42 8.920
 

85 8.920
 

85 12.672
 

4 12.672
 

4

ω- 19.966
 

2 19.966
 

2 25.836
 

2 25.836
 

2 33.267
 

2 33.267
 

2

ω- 43.736
 

5 43.736
 

5 51.415
 

4 51.415
 

4 61.601
 

1 61.601
 

1

3.2 跃迁系数对振动特性的影响
  

图3绘制了跃迁系数α 取0和取1两种情况

下旋转Timoshenko梁前三阶固有频率随转速变

化的情况.在相同转速下,跃迁系数α=0时旋转

Timoshenko梁的固有频率相较于α=1时更高,且
差距随转速增大而增大.对式(6)和式(7)观察可

得,造成该现象的原因是非零跃迁系数使得式(6)中
与轴向离心力相关的项(P-αP)∂2w/∂x2 中∂2w/∂
x2 系数由P 变成P(1-α),造成等效轴向拉力小于

α=0时的等效轴向拉力,进而使得固有频率有减小

的效应;同时,分析式(7)中和剪切力相关的项(kGA
-αP)(∂w/∂x-θ),其等效剪切修正因子由k变成

k-αP/GA,这也会使得固有频率减小.
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图3 α=0和α=1时前三阶固有频率随转速Ω
-

的变化
(λ=0.3,h/b=1,k=5/6,v=0.3,E/G=8/3)

Fig.3 Variation
 

of
 

the
 

first
 

three
 

natural
 

frequencies
 

with
 

rotating
 

speed
 

Ω
-

 

for
 

α=0
 

and
 

α=1
(λ=0.3,h/b=1,k=5/6,v=0.3,E/G=8/3)

图4绘制了跃迁系数α取0和取1两种情况下

旋转Timoshenko梁的前三阶振型.对归一化振型进

行对比,可以发现α的取值会对振型产生轻微影响.

图4 前三阶振型

(λ=0.3,h/b=1,k=5/6,v=0.3,E/G=8/3,Ω
-
=8)

Fig.4 Mode-shapes
 

of
 

the
 

first
 

three
 

modes
 

(λ=0.3,h/b=1,k=5/6,v=0.3,E/G=8/3,Ω
-
=8)

非零跃迁系数会影响等效剪切修正因子,进而

影响振动特性.为进一步分析不同剪切修正因子k
下跃迁系数对固有频率的影响,本文考虑了相同高

跨比下四种不同截面的梁,其截面及对应剪切修正

因子如图5所示[28,29].表3给出了跃迁系数α=0
和α=1时不同截面梁基频随转速的变化.定义基

频相对误差为

RD=
ω-α=1-ω-α=0

ω-α=0
×100% (33)

式中,ω-α=0 为跃迁系数取0时的系统基频,ω-α=1 为

跃迁系数取1时的系统基频.表3中当转速为8
时,薄壁截面梁RD 可达8.76%.图6展示了不同

截面形状下RD 随转速的变化.在相同转速和剪切

模量下,薄壁截面k最小,RD 最大;圆形截面k 最

大,RD 最小;而正方形截面和长方形截面k 相近,

RD 相近,面积却相差一半.这主要是因为系统的

等效剪切因子为k-αP/GA,而αP/GA 远小于k,
所以面积A 的影响可以忽略,RD 主要受k影响.

表4给出了跃迁系数α=0和α=1时不同转

速下梁基频随高跨比的变化,图7对RD 的变化进

行了绘制.由图7观察可得,λ 越大,基频相对误差

RD 越大.当λ较大时,旋转梁为粗梁,剪切变形占

总变形的比例较大,因此跃迁系数α在大高跨比的

情况下对固有频率的影响更明显.

图5 截面形状几何示意图

Fig.5 Schematic
 

figures
 

of
 

cross
 

sections
 

with
 

various
 

geometries

图6 不同截面梁的相对误差RD 随着转速Ω
-

的变化
(λ=0.2,L=1m,v=0.3,E/G=8/3)

Fig.6 Variation
 

of
 

the
 

relative
 

difference
 

RD
 

with
 

rotating
 

speed
 

Ω
-

 

for
 

beams
 

of
 

different
 

cross
 

sections
(λ=0.2,L=1m,v=0.3,E/G=8/3)
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表3 α=0和α=1时不同截面梁基频随转速Ω
-
的变化(λ=0.2,L=1m,v=0.3,E/G=8/3)

Table
 

3 Variation
 

of
 

fundamental
 

natural
 

frequency
 

with
 

rotating
 

speed
 

Ω
-

 

for
 

beams
 

of
 

different
 

cross
 

sections
 

while
 

α=0
 

and
 

α=1
 

(λ=0.2,L=1m,v=0.3,E/G=8/3)

Ω
-

Fundamental
 

natural
 

frequency
 

/
 

ω-

Square Rectangle Circle Thin-walled
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

α=0 α=1 α=0 α=1 α=0 α=1 α=0 α=1
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

0 3.4078 3.4078 3.4108 3.4108 3.5111 3.5111 3.2131 3.2131

2 4.0182 4.0167 4.0212 4.0198 4.1318 4.1318 3.8227 3.8079

4 5.4295 5.4220 5.4329 5.4259 5.5775 5.5775 5.2109 5.1366

6 7.1472 7.1223 7.1515 7.1284 7.3497 7.3496 6.8892 6.6481

8 8.9739 8.9096 8.9793 8.9197 9.2418 9.2417 8.6798 7.9178

表4 α=0和α=1时不同转速下梁基频随高跨比λ的变化(L=1m,h/b=1,k=5/6,v=0.3,E/G=8/3)
Table

 

4 Variation
 

of
 

fundamental
 

natural
 

frequency
 

with
 

height-to-length
 

ratioat
 

λ
 

different
 

rotating
 

speed
 

while
 

α=0
 

and
 

α=1
 

(L=1m,h/b=1,k=5/6,v=0.3,E/G=8/3)

λ

Fundamental
 

natural
 

frequency
 

/
 

ω-

6 8 10
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

α=0 α=1 α=0 α=1 α=0 α=1
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

0 7.3604 7.3604 9.2568 9.2568 11.2023 11.2023

0.06 7.3386 7.3383 9.2262 9.2256 11.1609 11.1594

0.12 7.2766 7.2730 9.1414 9.1319 11.0503 11.0292

0.18 7.1833 7.1665 9.0196 8.9758 10.8997 10.8041

0.24 7.0696 7.0216 8.8784 8.7548 10.7341 10.4555

0.3 6.9452 6.8408 8.7305 8.4564 10.5663 9.7763

  图7 不同转速下相对误差RD 随高跨比λ的变化
(L=1m,h/b=1,k=5/6,v=0.3,E/G=8/3)

Fig.7 Variation
 

of
 

the
 

relative
 

difference
 

RD
 

with
 

height-to-length
ratio

 

λ
 

under
 

different
 

rotating
 

speeds
(L=1m,h/b=1,k=5/6,v=0.3,E/G=8/3)

4 结论
  

本文建立了考虑跃迁系数的旋转Timoshenko
梁动力学模型,并使用DTM 法对弯曲振动微分方

程进行求解,得到了固有频率与振型函数,分析了

转速、高跨比、截面形状以及跃迁系数对系统弯曲

振动的影响,得到以下结论:
  

(1)系统的固有频率因考虑跃迁系数而降低,
跃迁系数对固有频率的影响随转速增加而增大.

  

(2)剪切修正因子影响跃迁系数对系统固有频

率的作用效果.剪切修正因子k 较小时,如薄壁截

面情况下,跃迁系数将具有更显著的作用效果.
  

(3)跃迁系数对系统固有频率的影响随高跨比

的增大而增大.相对于细梁,粗梁的剪切变形更明

显,跃迁系数对固有频率的影响更大.
  

由于跃迁系数在高转速、薄壁截面和大高跨比

等情况下对系统频率影响较大,在实际建模过程

中,可以使用跃迁系数对建模误差进行校正.
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