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摘要 为了分析存在摩擦力情况下柔性腿无缘轮的运动步态,分析了柔性腿无缘轮黏滞与滑动两种运动状

态相互转换的条件,通过拉格朗日第一类方程建立了系统的动力学模型,在建模时解除了单支撑阶段的切

向约束条件,增加了摩擦力项以实现当摩擦力不足时的滑动状态建模.分析了不同摩擦因数下柔性腿无缘

轮的运动步态情况,发现了最多可能产生4种运动行为.研究了不同步态对于系统能量的影响,并发现滑动

的产生增加了系统在单支撑阶段的动能.利用 Newton-Raphson迭代法和庞加莱映射发现了4种运动行为

均存在不动点并且轨迹稳定,同时发现柔性腿无缘轮具有滑动的步态有着良好的鲁棒性.通过研究不同初

始动能对系统滑动步态的影响,发现了系统动能或者角速度在一定的范围内存在一个极小的停滞区间,使

得系统单支撑阶段在通过直立平衡面附近时会产生长时间的滑动,导致系统的不稳定.
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Abstract In
 

order
 

to
 

analyze
 

the
 

motion
 

gait
 

of
 

the
 

flexible
 

leg
 

rimless
 

wheel,
 

the
 

conditions
 

for
 

the
 

transition
 

between
 

the
 

two
 

motion
 

states
 

of
 

viscosity
 

and
 

sliding
 

of
 

the
 

flexible
 

leg
 

rimless
 

wheel
 

were
 

analyzed.
 

The
 

dynamic
 

model
 

of
 

the
 

system
 

was
 

established
 

through
 

the
 

first-order
 

Lagrange
 

equation.
During

 

modeling,
 

the
 

tangential
 

constraint
 

condition
 

during
 

the
 

single-support
 

phase
 

was
 

removed,
 

and
 

the
 

friction
 

term
 

was
 

added
 

to
 

achieve
 

the
 

modeling
 

of
 

sliding
 

state
 

when
 

the
 

friction
 

force
 

was
 

insuffi-
cient.

 

The
 

motion
 

gait
 

of
 

the
 

flexible
 

leg
 

rimless
 

wheel
 

under
 

different
 

friction
 

coefficients
 

was
 

analyzed,
 

and
 

it
 

is
 

found
 

that
 

up
 

to
 

four
 

possible
 

motion
 

behaviors
 

could
 

occur.
 

The
 

influence
 

of
 

different
 

gaits
 

on
 

the
 

energy
 

of
 

the
 

system
 

was
 

studied,
 

and
 

it
 

is
 

found
 

that
 

the
 

occurrence
 

of
 

sliding
 

increased
 

the
 

kinetic
 

energy
 

of
 

the
 

system
 

during
 

the
 

single-support
 

phase.
 

Using
 

Newton-Raphson
 

iteration
 

method
 

and
 

Poincare
 

mapping,
 

it
 

is
 

found
 

that
 

all
 

four
 

motion
 

behaviors
 

had
 

fixed
 

points
 

and
 

stable
 

trajectories,
 

and
 

it
 

is
 

also
 

found
 

that
 

the
 

gait
 

with
 

sliding
 

of
 

the
 

flexible
 

leg
 

rimless
 

wheel
 

had
 

good
 

robustness.
 

By
 

stud-
ying

 

the
 

influence
 

of
 

different
 

initial
 

kinetic
 

energy
 

on
 

the
 

system􀆶s
 

sliding
 

gait,
 

it
 

is
 

found
 

that
 

there
 

is
 

a
 

very
 

small
 

stagnation
 

interval
 

when
 

the
 

kinetic
 

energy
 

or
 

angular
 

velocity
 

of
 

the
 

system
 

is
 

within
 

a
 

cer-
tain

 

range,
 

which
 

makes
 

the
 

single
 

support
 

stage
 

of
 

the
 

system
 

slide
 

for
 

a
 

long
 

time
 

near
 

the
 

vertical
 

e-
quilibrium

 

surface,
 

resulting
 

in
 

instability
 

of
 

the
 

system.
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引言
     

早在1989年 Mcgeer就提出了被动行走的概

念[1],并简要研究了一种无框车轮的二维运动[2],

如果将条件限制在二维则无缘轮是有周期性运动

的,并提出建立在重力驱动的极限环是机器模拟人

类行走的一种方法.Morawski的相关研究也证明

了这一点[3].始于对人类行走动力学的兴趣Cole-
man团队[4]对六辐条无缘轮在三维条件下的稳定

性进行了分析,并指出被动机械系统渐进稳定性的

两个已知机制是散耗和非完整约束.Asano[5]以刚

性无缘轮为模型,分析了加速度和减速度的变化对

于步态稳定性的影响.并设计了由两个相同的八条

腿无缘轮组成的被动组合无缘轮[6],通过控制在车

身框架上质量块的上下运动研究了间接激励对于

半被动行走的影响,最终通过高频率的振动产生频

率夹带使得系统实现了相应的加速.为了更贴近于

人类的行走状态,Asano团队用具有黏弹性的伸缩

腿代替了刚性腿[7],使得无缘轮在行走过程中增加

了双支撑阶段,并通过数值分析研究了单双支撑阶

段的典型步态.张奇志教授[8]在以上研究的基础上

提出了用广义独立坐标建立的动力学模型,并对柔

性腿的结构和物理性质进行分析,得到腿与地面的

冲击阶段伸缩腿的切向发生冲击,而径向不传递冲

击力的结论从而改进了碰撞时的冲击模型,提高了

能量的利用率,使得模型更适合于人体行走研究,
对研究被动动态行走机理和特征具有重要意义.为
了讨论被动动态行走摩擦力不足的情况,Gamus[9]

在对刚性无缘轮在无滑动约束条件下能够稳定周

期行走的坡度限制进行了数值分析之后,指出在某

些特定条件下刚性无缘轮要保持与地面接触不滑

动所需要的摩擦因数需求很高,在实践中很难实

现,所以沿斜坡运动可能会演变为向前滑动,并分

析出了在一定系统条件和有限的摩擦因数下具有

黏滑过度的刚性无缘轮存在稳定的周期解.由于在

零速度附近的强非线性行为,黏滑摩擦的模拟十分

困难,所以 Karnopp[10]提出了一种直接表示和模

拟摩擦效应的方法,并通过计算机模拟了机械动力

学系统黏滑摩擦的基本模型.对于摩擦接触的问题

张洪武等[11]给出了基于 NCP函数的非内点光滑

化算法.段文杰等[12]采用线性互补的方法研究了

圆滑足被动行走器的支撑足与地面的摩擦因数对

于行走步态的影响,分析出较大的摩擦因数有利于

被动行走器实现稳定的步态行走.郑鹏等[13]又研

究了滚动摩阻对被动行走器的动力学行为影响,认
为当摩擦因数减小到一定程度时,系统会产生混沌

现象,并且当产生滑动时滚阻系数会对被动行走器

某些动力学特性产生较大的影响.对于含摩擦的空

间多刚体系统的冲击问题,姚文莉等[14]分析了含

滑动-黏滞的冲击过程,得到了受到打击的空间离

散系统考虑库仑摩擦时的动力学的求解方法.Kato
等[15]对实际机床导轨上运动元件在各种滑动条件

下的黏滑运动进行了实验研究,阐明了黏滑运动的

基本特征,并基于实验结果,具体研究了黏滑期静

摩擦和滑动期动摩擦的特性,以阐明黏滑过程.刑
航等[16]以含非光滑柱铰链平面多刚体系统为研究

对象,用LuGre摩擦模型描述柱铰链内的摩擦.李
国芳等[17]研究了一种以频率自驱动的两自由度含

干摩擦无足系统的动力学模型,分析并描述了系统

在不同的简谐激励作用下与地面间产生不同频率

振动时的运动特性.冯欣炜等[18]研究了一级小车

倒立摆由起摆到稳摆的时滞切换控制,分析了时滞

对系统瞬态时域性能的影响.由于无缘轮也可以看

作一种倒立摆,所以对于无缘轮的时滞研究同样很

有意义,也是未来可能进行研究的方向.
关于被动行走的问题大部分都是基于假设支

撑腿与地面接触无滑动而进行的研究,关于机械摩

擦的研究也很少涉及被动行走,但是在实际的应用

中摩擦力不可避免,采用不同摩擦因数产生的步态

与无滑动的步态有着很大的差距,同样影响了控制

算法与控制器的设计.柔性腿无缘轮相较于刚性无

缘轮在支撑腿上增加了新的变量,使得运动行为更

为复杂.为了建立与实际情况更贴合的模型,分析

更真实的类人行走特征以及分析柔性腿被动无缘

轮在各种复杂条件下的行走状态,本文在上述研究

的基础上考虑了将
 

Coulomb摩擦模型[19]引入动

力学方程建模.研究了柔性腿无缘轮黏滞-滑动状

态的转换,分析了具有黏滞-滑动状态转换的柔性

腿无缘轮的行走特点,并通过庞加莱映射分析了具

有黏滞-滑动状态转换情况下的系统稳定性.
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1 动力学模型
 

1.1 参数描述
   

系统的简易模型如图1所示,整体的柔性腿无

缘轮框架由8根辐条作为支撑腿,忽略单个支撑腿

的质量,系统总体的质量为m,每根辐条同时具有

刚度为k和阻尼为u 的弹性缓冲器.在系统进行运

动的过程中由单根辐条和两根辐条交替循环作为

支撑腿,取每个支撑腿的原长为L0,单支撑阶段接

触腿长度为L1,转换为双支撑阶段时后腿长度为

L2,前腿长度为L1,斜面的倾斜角度设为ϕ,腿部

与斜面接触时的滑动摩擦因数与最大静摩擦因数

同时设为μ.取斜面与垂直于斜面的法线为空间直

角坐标系的X 轴与Y 轴,设柔性腿无缘轮8根辐

条的中心点坐标为(x,y).支撑腿与斜面垂线的夹

角为θ.

图1 柔性腿无缘轮简易模型

Fig.1 Simple
 

model
 

of
 

flexible
 

rimless
 

wheel

1.2 黏滞-摩擦的转换条件
  

系统在行进的过程中不断地进行着单双腿与

足地之间的接触与分离,同时足地间黏滞-滑动状

态的改变使得系统的运动状态发生改变,其相应的

动力学模型也发生变化.图2(a)为单个支撑腿黏滞

图2 单个支撑腿在黏滞与滑动状态下的受力分析

Fig.2 Force
 

analysis
 

of
 

a
 

single
 

support
 

leg
 

in
 

sticking
 

and
 

sliding
 

states

状态的受力分析,图2(b)是单个支撑腿滑动状态

的受力分析.其中FT 是单个支撑腿在黏滞状态下

所受的切向约束力也就是限制系统滑动所需要的

最小摩擦力,Ff 是单个支撑腿在滑动状态下受到

的动滑动摩擦力,FN 是腿部所受的法向支持力,v
是腿部支撑点与接触面的相对速度.

  

这里应当指出的是,虽然实际上的静摩擦因数

一般略大于动摩擦因数,但是本文主要是研究对于

考虑摩擦的情况下存在的不同运动步态的分析,所
以采用相同的滑动摩擦因数与最大静摩擦因数不

会对运动步态产生影响,同时可以简便对于运动过

程的分析,减少了一些麻烦.
  

系统黏滞-滑动状态以及转换存在4种情况,

见表1.

表1 黏滞与滑动状态相互转换的四种情况

Table
 

1 Four
 

situations
 

of
 

mutual
 

conversion
 

between
 

sticking
 

and
 

sliding
 

states

State Condition

Stick |v|=0 μFN≥|FT
 |

Stick
 

to
 

Slip |v|=0 μFN<|FT
 |

Slip |v|>0 μFN=|Ff |

Slip
 

to
 

Stick |v|=0 μFN≥|FT
 |

  

当单个支撑腿的静摩擦力μFN 大于等于切向

约束力FT 时系统处于黏滞状态;当单个支撑腿的

摩擦力μFN 小于切向约束力时系统由黏滞向滑动

转换;滑动状态的动摩擦力等于μFN;当单个支撑

腿与地面的相对速度v 减小为0时,如果这个时刻

相同条件下黏滞模型的切向约束力FT 小于等于

摩擦力μFN 则系统由滑动状态转换为黏滞状态,

反之则维持滑动状态.

1.3 系统整体动力学方程
  

由于摩擦力与腿部的法向支持力相关,判定黏

滞-滑动的依据又与切向力有关,同时模型又满足

单边约束,所以选择带有拉式乘子的第一类拉格朗

日方程进行建模分析,选择q=[x,y,θ,L1,L2]T

作为系统的广义坐标.
1.3.1 系统滑动状态整体动力学方程

M(q)q
··
+M(q,q

·)

 =τ(q,q
·)+Q(q,q

·)+JT(q)λ (1)
  

J(q)q
·
=0 (2)
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式中,M(q)为质量矩阵,h(q,q
·)为包含重力项、科

氏力项、τ(q,q
·)表示作用在腿部的黏性弹力和阻

尼力项,J(q)为约束的雅可比矩阵。与不考虑摩

擦的模型相比J(q)解除了切向约束的约束条件,

增加了摩擦力项Q(q,q
·).

  

摩擦力为非保守力,每个广义力坐标qi 对应

一个广义力定义为(i=1,…,N)

Qi=∑
j
F(a)

i
∂rj

∂qi
(3)

  

其中Qi 为广义力,F(a)
i 是作用点为rj 的主动力(即

非约束力)所以摩擦力项Q(q,q
·)的表达式为

Q(q,q
·)=∑Fi

∂xi

∂q
(4)

其中Fi 是作用在柔性腿上的摩擦力,xi 是腿与地

面的接触点的横坐标.
因为Fi 是λ 的函数所以可以令

Q(q,q
·)+JT(q)λ=G(q,q

·)λ (5)

将式(4)代入式(1)可得

M(q)q
··
+h(q,q

·)=τ(q,q
·)+G(q,q

·)λ (6)

对式(2)求导可得

J(q)q
··
+J

·
(q,q

·)q
·
=0 (7)

将式(6)代入式(5)中得

q
··
=M-1(q)[τ(q,q

·)-h(q,q
·)+G(q,q

·)λ]
 

(8)

将式(7)代入式(6)

J(q)q
··
=J(q)M-1(q)[τ(q,q

·)-h(q,q
·)+

 G(q,q
·)λ]=-J

·
(q,q

·)q
· (9)

由式(8)可得

λ=X-1(q,q
·){J(q)M-1(q)[h(q,q

·)-

 τ(q,q
·)]-J

·
(q,q

·)q
·} (10)

式中:

X(q,q
·)=J(q)M(q)-1G(q,q

·) (11)

将式(9)代入式(5)可得系统整体动力学方程

 M(q)q
··
= [I5-G(q,q

·)X-1(q,q
·)J(q)M-1(q)]×

[τ(q,q
·)-h(q,q

·)]-G(q,q
·)X-1(q,q

·)J
·
(q,q

·)q
·

(12)

1.3.2 系统黏滞状态整体动力学方程

M(q)q
··
+h(q,q

·)=τ(q,q
·)+J’T(q)λ

 

(13)

J’(q)q
·
=0 (14)

 

式(13)为完整约束条件.将式(11)中的G(q,q
·)改为

J’T(q)就是该系统整体的动力学方程

 M(q)q
··
= [I5-J’T(q)X-1(q,q

·)J’-1(q)M(q)]×

[τ(q,q
·)-h(q,q

·)]-J’T(q)X-1(q,q
·)J
·
’(q,q

·)q
·

(15)

1.4 系统各阶段动力学方程

1.4.1 系统双支撑阶段黏滞状态动力学方程
  

双支撑阶段的简易模型如图3所示,由于在非

独立坐标系下双支撑阶段的切向约束力解不唯一,

并且与单支撑阶段相比,双支撑阶段在实际中更不

容易出现滑动,所以本文在双支撑阶段暂不考虑滑

动问题,也就是只假设双支撑阶段系统的两条腿与

地面铰接.

图3 双支撑阶段简易模型

Fig.3 Simple
 

model
 

of
 

dual
 

support
 

stage

系统动能

k=
1
2mH(x

·2+y
·2)+

1
2Iθ

·2 (16)

弹性势能

pk=
1
2k1

(L1-L0)2+
1
2k2

(L2-L0)2 (17)

重力势能取初始位置平面x=0为零势能面

PG=mHg(ycosϕ-xsinϕ) (18)
系统阻尼的散耗能

D=
1
2c1L

·2
1+
1
2c2L

·2
2 (19)

拉格朗日函数L=K-P 代入到第一类拉格

朗日方程

d
dt
∂L
∂q
·  -∂L∂q+

∂D
∂q
· =JT(q)λ (20)

约束方程

γ(q)=

x+L1sinθ

y-L1cosθ

x-L2sin(α-θ)

y-L2cos(α-θ)

=

γ1

γ2

γ3

γ4

=0 (21)

其中γ1 和γ2 是前腿在切向和法向上的约束,γ3

和γ4 是后腿在切向和法向上的约束.
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式(20)中

J(q)=
∂γ(q)
∂q

(22)

得到系统动力学方程

mHx
··

-mHgsin(ϕ)=λ1+λ3

mHy
··
+mHgcos(ϕ)=λ2+λ4

Iθ
··
=L1cos(θ)λ1+L1sin(θ)λ2+

 L*
2cos(45°-θ)λ3-L*

2sin(45°-θ)λ4

k1(L1-L0)-c1L
·

1=sin(θ)λ1-cos(θ)λ2

k2(L2-L0)-c2L
·

2=-sin(α-θ)λ3-

 cos(α-θ)λ4

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(23)

1.4.2 系统单支撑阶段黏滞状态动力学方程
  

单支撑阶段简易模型如图4所示,系统的动能

和重力势能与双支撑阶段相同.

图4 单支撑阶段简易模型

Fig.4 Simple
 

model
 

for
 

single
 

support
 

stage

弹性势能

pk=
1
2k1

(L1-L0)2 (24)

系统阻尼的散耗能

D=
1
2c1L

·2
1 (25)

约束方程

γ(q)=
x+L1sinθ

y-L1cosθ
=

γ1

γ2
=0 (26)

得到系统动力学方程

mHx
··

-mHgsin(ϕ)=λ1

mHy
··
+mHgcos(ϕ)=λ2

Iθ
··
=L1cos(θ)λ1+L1sin(θ)λ2

k1(L1-L0)-c1L
·

1=sin(θ)λ1-cos(θ)λ2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(27)

1.4.3 系统单支撑阶段滑动状态动力学方程
  

滑动状态比黏滞状态增加了摩擦力耗能,表达

式为

Q=∑Fixi i∈1,2,3...... (28)

其中Fi=μFN,FN 为腿部的法相支持力,xi 为腿

与地面接触点的切向坐标.
拉格朗日函数L=K-P 代入到第一类拉格

朗日方程

d
dt
∂L
∂q
·  -∂L∂q+

∂D
∂q
· +
∂Q
∂q=JT(q)λ (29)

并且约束方程去除了切向约束力

γ(q)= y-L1cosθ = γ2 (30)

得到动力学方程

mHx
··

-mHgsin(ϕ)=μλ2

mHy
··
+mHgcos(ϕ)=λ2

Iθ
··
=[L1sin(θ)+μL1cos(θ)Sgn(λ1)]λ2

k1(L1-L0)-c1L
·

1=[-cos(θ)+
 μsin(θ)Sgn(λ1)]λ2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(31)

其中

Sgn(λ1)=
1 λ1 ≥0

-1 λ1 <0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (32)

当系统由黏滞向滑动状态转变时,滑动状态摩

擦力的方向与黏滞状态的切向约束力一致.

1.5 瞬时冲击阶段方程
  

系统冲击阶段的过渡模型如图5所示,在单支

撑转换为双支撑的瞬间,腿L2 继承了单支撑阶段

腿L1 的状态,而因为弹性缓冲器的作用,双支撑

阶段腿L1 的状态也不存在突变,即q与q
· 变为q*

=[x-,y-,α-θ-,L0,L-
1]T 与q

·* =[x
·-,y

·-,θ
·-,

0,L
·-
1]T.

图5 冲击阶段过渡模型
Fig.5 Impact

 

stage
 

transition
 

model
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冲击瞬时阶段方程如下

M(q*)q
·+=M(q*)q

·* +J*(q*)Tλ* (33)

J*(q*)q+=0 (34)

式(33)与式(34)中的J*(q)与式(20)中的J(q)
相同.

2 黏滞-滑动仿真分析

2.1 步态分析
   

当柔性腿无缘轮的腿与地面接触时,如果最大

静摩擦力小于完整约束下的切向约束力,也就意味

着摩擦力的大小不足以限制腿在切向的运动趋势,

所以腿的运动状态就会由黏滞向滑动转换,因此系

统模型的转换与摩擦因数的大小有关,选取在无滑

动状态下柔性腿无缘轮腿部的切向约束力λT 与法

向约束力λN 之比表示为

μ* =
λT

λN
(35)

如果系统想由黏滞进入滑动状态必须满足关

系式

|μ*(t)|≥μ (36)

对于一个给定参数的系统,存在一个临界摩擦

因数μc 是满足不等式的最大μ.参考文献[7]采用

龙格-库塔法,使用表2所示的参数设置进行仿真.

表2 系统仿真参数

Table
 

2 Simulation
 

parameters
 

of
 

the
 

system

Paramaterm/kgα/radϕ/rad L0/m K/(N/m)C/(Ns/m)

Value 20 π/4
 

0.3 1 1000 100
  

首先选择相同的初始值在不同角度的斜坡下

进行模拟实验,当系统进入稳定的周期轨道后记录

单支撑阶段的μ*值,得出μ*随时间变化的曲线如

图6所示.
从图6中可以看出在单支撑阶段切向约束力

与法相约束力的比值随着时间减小,当摩擦因数μ
小于图中的曲线时系统就会产生滑动,穿过曲线后

就会在滑动状态下向黏滞状态转换,而当系统的摩

擦因数μ小于图中曲线的最小值时,系统将会在整

个阶段持续滑动.当选取实验中最常见的坡度ϕ=
0.3时系统所需的摩擦因数必须满足μ>0.45时

才能保证单支撑阶段不产生滑动,而随着坡度的增

加这个临界值会继续上升,当坡度到达ϕ=0.8时

图6 不同坡度下随时间变化的曲线

Fig.6 Curve
 

of
 

over
 

time
 

at
 

different
 

slopes

就需要满足μ>0.85才可以保证单支撑阶段不产

生滑动.所以可以预测在单支撑阶段不同的μ 值会

产生不同的运动步态.
   

简单地取μ<0.17时为A 步态,由于摩擦因

数小于临界值所以支撑腿一直保持滑动状态,同时

由于重力对系统的影响大于摩擦力的影响,系统与

地面的相对速度会一直增大.
   

取0.17≤μ<0.45时为B1 步态和B2 步态,
这个区间的摩擦因数会在整个运动周期内穿过临

界值,系统会从滑动状态向黏滞状态转变.其中B1

步态的摩擦因数较小,支撑腿会一直保持滑动并且

在与地面的相对速度到达极值后减小,B2 步态的

摩擦因数较大,支撑腿则会在速度达到极值后减小

到0从而由滑动转换为黏滞.
取μ≥0.45时为C 步态,这部分的摩擦因数

过大,足以让支撑腿与地面始终保持黏滞状态不

滑动.
值得指出的是如果增加黏性摩擦模型可能会

改变滑动时的摩擦力,这只关系到B 步态中B1 步

态和B2 步态的时间长短,不会从根本上改变步态

的特征.
图7(a)是系统在相同初始条件下单支撑阶段

一个周期内取不同μ 值时支撑腿与地面相对速度

的变化曲线,可以看出当根据图7(a)的数值μ 分

别取0.1、0.2、0.3以及0.5这4组数值时与之前

预测的A、B1、B2 和C 这4种步态相吻合.产生

B1 和B2 状态的原因是滑动状态下减速阶段的持

续时长不足以支撑到腿与地面的相对速度减小为

0就进行了单支撑到双支撑的步态转换.同时可以

由图中的曲线看出μ 值的减少会延长单支撑阶段

的持续时间,产生这种现象的原因是当系统滑动时

腿与地面产生了相对速度,抵消了部分质心在斜坡

上的速度分量,也就是减缓了角度的变换,减慢了
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单支撑向双支撑的转换.
图7(b)是系统在相同初始条件下一个周期内

单支撑阶段取不同μ 值时支撑腿长度的变化曲线,

结合图7(a)可以看出由于单支撑阶段的持续时间

延长,在切换到双支撑阶段之前支撑腿的最大长度

会变小,也就是说支撑腿会被压缩得更短,使得更

多的能量转换为弹性势能.

图7 一个周期内相同初始条件时不同μ 值系统单支撑阶段腿L1
和地面的相对速度变化与腿L1 长度的变化曲线

Fig.7 Changes
 

in
 

relative
 

velocity
 

between
 

leg
 

L1 and
 

ground
 

during
 

the
 

single
 

support
 

stage
 

of
 

the
 

system
 

and
 

changes
 

in
 

leg
 

L1 length
 

under
 

the
 

same
 

initial
 

value
 

with
 

different
 

μ
 

values
 

within
 

a
 

cycle

2.2 能量分析
   

图8
 

(a)是在相同初始条件下一个周期内的系

统取不同μ 值时系统动能随时间变化的曲线图,图

8
 

(b)是系统在相同初始条件下一个周期内取不同

μ 值的重力势能减少的变化量,由以上的图可以看

出当系统在单支撑阶段产生滑动时如果摩擦力不

足以抵消系统滑动的趋势,那么系统会产生一个相

对于地面的加速度,使得系统的动能增加.从图8
(b)中也可以看出当单支撑阶段产生滑动时,因为

系统整体的下移以及弹簧腿更多的压缩量导致系

统重力势能的变化量增加,所以会有更多的能量转

换为除重力势能以外的机械能.

图8 一个周期内相同初始值下不同μ 值的各系统的能量变化

Fig.8 Energy
 

variation
 

of
 

each
 

system
 

under
 

the
 

same
 

initial
 

value
 

with
 

different
 

μ
 

values
 

within
 

a
 

cycle

2.3 稳定性分析

2.3.1 不同摩擦因数的周期行走稳定性
  

为了更好地研究系统的稳定性,采用庞加莱映

射[20]将系统是否存在稳定性的周期解的问题转化

为是否存在稳定的不动点的问题,这里选取了系统

双支撑阶段转换为单支撑阶段时的超平面作为庞

加莱截面 Σ.选取ζ=[y,θ,L1,L2,y
·,θ

·
,L
·

1,L
·

2]T

为庞加莱截面上的8维状态变量.庞加莱映射关系

为

ζi+1=P(ζi) (37)

状态变量不包括质心的位置x,是因为x 为水

平位置的状态变量,单调增加不成周期.如果存在

周期解那么庞加莱截面上的状态变量即为不动点,
那么式(37)就变为

ζ* =P(ζ*) (38)

通过 Newton-Raphson
 

迭代法得到的不动点

如图9(a)所示,可以看出当单支撑阶段存在滑动

时系统不动点的y 值、θ 值、L1 值、x· 的绝对值、θ
·

的绝对值和L
·

1 的绝对值都会随着μ 值的减少而增

大,这里正对应着之前所得出的μ 值越小系统的机
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械能越大的结论,但是不动点的这些变化很小几乎

可以省略不计,其原因在于冲击阶段能够很好地将

单支撑阶段获得的能量消耗掉,同时无滑动的双支

撑阶段也对系统的稳定运行起到了很大的作用.
 

最终求出不同步态不动点的雅可比矩阵的最

大特征值|λ|如图9(b)所示,A、B1、B2 和C 四种

步态|λ|的最大值分别为
 

0.72、0.66、0.64和

0.26.可以看出四种步态全部满足最大|λ|<1所

以四种步态在不动点附近都是渐近稳定的,但同样

可以看出滑动的出现使得最大|λ|的值升高,随着

μ 值的减小使得系统有着向不稳定状态变化的趋

势.

图9 当ϕ=0.3时不同μ 值下系统的不动点以及不动点
所对应的雅可比矩阵的最小特征值

Fig.9 The
 

fixed
 

point
 

of
 

the
 

system
 

and
 

the
 

minimum
 

eigenvalue
 

of
 

the
 

Jacobian
 

matrix
 

corresponding
 

to
 

the
 

fixed
 

point
 

with
 

different
 

μ
 

values
 

when
 

ϕ=0.3

图10(a)是A、B1、B2、和C 四种步态腿倾角θ
的稳定极限环相平面图,可以看出滑动状态的出现

减缓了角度的变化速度,同时由于单支撑阶段持续

时间的延长以及腿长的减小导致了系统在状态切换

之前θ值的变化更小,但是如果单支撑阶段的滑动

状态最终能够转换为黏滞状态也就是B2 步态,那么

在单支撑阶段结束时系统的角速度和角度位置就会

收敛到与C 步态相同的角速度和角度位置.
图10(b)中的虚线是系统从C 步态(μ=0.5)

腿倾角θ的稳定极限环,实线则是系统以C 步态

的稳定不动点为初始条件,向A 步态(μ=0.1)腿
倾角θ的稳定极限环收敛过程的相平面图,我们可

以看出尽管系统由完全黏滞状态转换到了完全滑

动状态但是仍然在5个周期之内系统就从C 步态

收敛到了A 步态的稳定极限环,这证明当系统由

于滑动而产生的新的步态具有很强的鲁棒性.

图10 不同μ 值下系统的稳定极限环和系统从μ=0.5的
稳定极限环向μ=0.1的稳定极限环收敛的过程

Fig.10 Stability
 

limit
 

cycle
 

of
 

the
 

system
 

with
 

different
 

μ
 

values
 

and
 

The
 

process
 

of
 

system
 

convergence
 

from
 

the
 

stability
 

limit
 

cycle
 

of
 

μ=0.5
 

to
 

the
 

stability
 

limit
 

cycle
 

of
 

μ=0.1

由图11(a)
 

中4种步态在稳定极限环下的角

速度变化曲线可以看出当系统在稳定的周期轨迹

运行时,虽然单支撑阶段的滑动状态会减慢角度的

变化,但是无滑动的双支撑阶段会弥补这种损失.
图11(b)是4种步态在稳定极限环下的角度位置

变化曲线,可以看出在每个行走周期内角度的变化

曲线会产生带宽但是在周期结束阶段又重新收敛

成一条直线.结合图11(a)和图11(b)
 

可以看出,
当4种步态都处于稳定的轨迹时,虽然在运动的过

程中角度的变化会由于单支撑阶段角速度的不同

出现偏差,但是最终会在双支撑阶段的弥补下收敛

在一个相同的角度.经过计算可以得出A、B1、B2、

C 四种 步 态 的 单 支 撑 阶 段 分 别 占 一 个 周 期 的

35.03%,33.80%,32.22%以及32.07%,但是在
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双支撑阶段无滑动时稳定的整个行走周期时间几

乎相同,约为0.53s.

图11 系统在不同μ 值下角度与角速度随时间周期变化的曲线

Fig.11 Curve
 

of
 

system
 

angle
 

and
 

system
 

angular
 

velocity
 

over
 

time
 

period
 

with
 

different
 

μ
 

values

2.3.2初始动能对系统步态的影响
   

如果单支撑阶段存在滑动的情况,那么系统需

要更多的初始动能来确保当系统穿过直立平衡面,

即θ=α时满足θ
·
<0或者系统满足质心在斜坡方

向的速度大于支撑腿支撑点沿着斜面的滑动速度,
否则系统会向后倾斜.如果当系统初始的动能仅可

以保证在穿过直立平衡面时满足θ
·
<0但是不足以

快速地通过直立平衡面,那么系统就会维持在直立

平衡面附近的角度滑行一段距离,这会大量地增加

系统单支撑阶段结束时的动能.
  

图12是系统在单支撑阶段的A 步态以不同

的角速度通过直立平衡面时整个阶段滑动的时间

与阶段结束时最终系统总机械能的曲线图,从图中

可以看出在正常情况下,也就是角速度可以保证系

统快 速 地 通 过 垂 直 平 衡 面 时,这 里 角 速 度 取

-0.7rad/s,系 统 单 支 撑 阶 段 的 滑 动 时 间 仅 有

0.62s同时阶段结束时的机械能只有51J,而当角

速度在-0.5050rad/s~-0.4985rad/s之间时系

统的滑动时间会成倍的提升,可以达到2s~3.5s
是正常情况的3.2倍~5.6倍,同时单支撑阶段结

束时的系统总机械能会增加到166J~536J是正常

情况的3.2倍~10.5倍.所以当系统在通过垂直

平面时如果系统动能处在停滞区间会导致系统的

滑动时间过长,机械能增加过量,最终导致系统的

不稳定,这样的不稳定甚至会导致系统出现混沌现

象.而如果系统在通过垂直平衡面时θ
·

过小或者系

统动能不足以突破垂直平衡面,系统就会在单支撑

阶段向后运动导致系统停摆.

图12 不同角速度在直立平衡面时滑动的时间
与阶段结束时最终机械能的曲线

Fig.12 The
 

curve
 

between
 

the
 

sliding
 

time
 

of
 

different
 

angular
 

velocities
 

on
 

an
 

upright
 

equilibrium
 

surface
 

and
 

the
 

final
 

mechanical
 

energy
 

at
 

the
 

end
 

of
 

the
 

stage

3 结论
  

本文采用第一类拉格朗日方程建立了带有摩

擦力的柔性腿无缘轮系统的动力学模型.通过对不

同的摩擦因数进行分析,得出了系统单支撑阶段的

四种步态,分别是:
   

步态A 系统在整个阶段内滑动并且不减速;
   

步态B1 系统在整个阶段内滑动并且速度达

到极值后减速但不停止;
   

步态B2 系统在整个阶段初期滑动并到后期

转换为黏滞;
   

步态C 系统在整个阶段内无滑动.
   

之后通过庞加莱映射证明了四种步态的轨迹

稳定性,证明了带有滑动的步态具有良好的鲁棒

性,还通过数值仿真得出结论:当系统稳定时,如果

单支撑阶段存在滑动,那么其持续时间会随着摩擦

因数的减小而增加,如果单支撑阶段存在滑动,那
么最终的动能会随着摩擦因数的减小而增加.

   

最后,分析出系统的单支撑阶段滑动状态存在

停滞区间,如果当系统在通过垂直平衡面时动能或

者角速度处于小范围的停滞区间,系统就会产生长
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时间的滑动,并且变得极不稳定.
   

本文只是在系统中加入了简单的Coulomb摩

擦模型用于分析运动步态,以后会考虑采用更复杂

的摩擦模型如Stribeck模型,更细致地分析不同介

质下的复杂运动模型.
   

由于采用非独立广义坐标建立系统动力学方

程的限制,在双支撑阶段不能准确地得出系统切向

约束力的有效数据,所以后续的研究会尝试其他方

法如采用独立的广义坐标建立系统的动力学方程

来进一步地研究系统双支撑阶段可能会产生的黏

滞与滑动步态行为.
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