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摘要 针对目前飞行器刚性耦合系数矩阵算法中按照单元节点规律排列的质量矩阵数据处理难度大,运算

维度高的问题,本文提出一种非离散化方法的刚性耦合系数矩阵优化算法,利用在三维模型中可以直接获

取的柔性部件质量特性,替代高维度的质量矩阵参与计算,避免了模型离散化误差,在简化刚性耦合系数计

算流程的同时,具有提高计算结果准确度的效果,增强了工程设计中的便利性.
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Abstract The
 

calculation
 

of
 

the
 

rigid
 

coupling
 

coefficient
 

matrix
 

of
 

the
 

aircraft
 

is
 

complex
 

and
 

time-con-
suming

 

as
 

the
 

finite
 

element
 

method
 

requires
 

operations
 

of
 

data
 

in
 

the
 

high-dimensional
 

mass
 

matrix
 

ar-
ranged

 

with
 

the
 

element
 

nodes.An
 

optimization
 

algorithm
 

based
 

on
 

non-discrete
 

method
 

is
 

proposed
 

in
 

this
 

paper.
 

The
 

inertia
 

characteristics
 

of
 

flexible
 

components
 

of
 

the
 

three-dimensional
 

model
 

could
 

be
 

di-
rectly

 

obtained
 

in
 

this
 

calculation,
 

and
 

replace
 

the
 

high-dimensional
 

mass
 

matrix.The
 

error
 

from
 

model
 

discretization
 

could
 

be
 

also
 

avoided.
 

The
 

calculation
 

process
 

is
 

simplified
 

and
 

the
 

accuracy
 

of
 

the
 

calcula-
tion

 

results
 

is
 

also
 

improved,
 

which
 

brings
 

convenience
 

in
 

engineering
 

design
 

for
 

the
 

aircraft.
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引言
  

由中心刚体和柔性部件组成的飞行器刚柔耦

合系统,需要考虑中心刚体和柔性部件间的耦合运

动[1-3],在动力学模型的建立过程中不能忽略结构

刚柔特性的影响,模型中的耦合系数矩阵的准确性

决定了飞行器控制系统的有效性[4,5].王巧等[6]采

用混合坐标法的欧拉-拉格朗日动力学方程描述

飞行器刚柔耦合动力学系统,飞行器本体采用姿态

坐标系,采用固连于部件的模态坐标描述柔性部件
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的弹性变形.钱航等[7]采用混合坐标法推导了柔性

太阳帆的柔性振动方程,分析了帆板受光压力引起

的帆板振动问题,进一步研究了振动方程中的耦合

系数矩阵对姿态控制的影响.蒋建平等[8]针对航天

器在高速旋转的情况,考虑了航天器的挠性部件变

形位移场的耦合作用,根据拉格朗日方程推导了系

统的刚柔耦合动力学一次近似模型,并采用 Wil-
son方法进行了仿真.葛东明等[9]通过拉格朗日方

程给出了基于刚柔耦合系数矩阵的面向控制的解

析动力学表达式,用于设计双回路控制结构,实现

航天器俯仰轴和偏航轴的控制,对执行机构的设计

具有重要的工程价值.
有限元方法的引入,能够处理一些复杂结构与

机构的动力学问题,极大地推动了飞行器刚柔耦合

动力学与飞行器控制系统设计的结合,使控制系统

设计更加贴近实际的工程问题.史纪鑫等[10]采用

混合坐标法和子结构模态综合法,建立了可变构型

复合柔性结构航天器低阶动力学模型,结合有限元

法获取部件系统模态并计算了耦合系数矩阵,用于

控制系统设计与仿真.杜超凡[11]基于浮动坐标系

推导了中心刚体-柔性梁结构的动力学方程,结合

有限元法获取了耦合系数矩阵,并对离散化方法的

仿真结果进行计算效率和计算精度的分析.张志

平[12]针对中心刚体加柔性部件的飞行器,基于拉

格朗日原理推导了其动力学方程,通过有限元法对

柔性部件进行了模态分析和耦合系数矩阵的计算.
罗文[13]使用混合坐标方法建立了带太阳翼飞行器

的欧拉-拉格朗日动力学方程,基于动力学方程,

采用有限元方法分析了不同铰链刚度下的耦合系

数矩阵.梁月华[14]结合有限元法和混合坐标法,建
立了飞行器与大型柔性索网天线刚柔耦合动力学

模型,结合天线的模态矩阵、质量矩阵及天线与飞

行器本体的坐标转换关系,计算了飞行器的耦合系

数矩阵.
基于有限元法计算飞行器刚性耦合系数矩阵,

随着计算模型复杂程度的增大,有限元模型节点数

量巨大,现有的刚性耦合系数矩阵算法需要质量矩

阵参与运算,将极大消耗计算资源,计算效率低

下[15].本文提出一种非离散化方法的刚性耦合系

数矩阵算法,降低刚性耦合系数矩阵的计算维度,

提高其计算的准确度,增强了工程设计中的便利

性.

1 带柔性部件飞行器动力学模型
  

本文以卫星的太阳帆板为例构建带柔性部件

飞行器动力学模型,如图1所示.B 为飞行器本

体,Ai 为 飞 行 器 的 第i 个 柔 性 部 件.坐 标 系

Oxiyizi 为惯性坐标系,记作{i}系,原点O 为飞行

器质心的标称位置,坐标轴是飞行器在轨飞行的标

称姿态轴.坐标系Obixiyizi 是飞行器本体坐标系,

记作{b}系,坐标原点Ob 位于飞行器质心位置,坐
标轴 为 飞 行 器 在 轨 飞 行 的 姿 态 轴.坐 标 系

Paixiyizi 是柔性部件坐标系,记作 {ai}系,原点

Pai 点是柔性部件与飞行器本体的连接点.

图1 带柔性部件飞行器动力学模型示意图
Fig.1 The

 

diagram
 

of
 

dynamic
 

model
 

of
 

aircraft
 

with
 

flexible
 

components

用模态坐标描述柔性部件在 {ai}系的弹性变

形ηai ,可得到带柔性部件飞行器的动力学方程:

MsX
··

+∑
N

i=1
Rtaiω

·
ai+∑

N

i=1
Ftaiη

··
ai=P

-
s

Iaiω
·
ai+RT

taiX
··

+RT
saiω
·
s+Faiη

··
ai=Mai,

i=1,2,…,N

Isω
·
s+ω~sIsωs+∑

N

i=1
Rsaiω

·
ai+∑

N

i=1
Fsaiη

··
ai= M

-
s

η
··

ai+2ξaiΩaiη
·
ai+Λaiηai+FT

taiX
··

+FT
saiω
·
s+

 FT
aiω
·
ai=Pmai,  i=1,2,…,N

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
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(1)

式中,Ms 为飞行器的总质量,P
-
s 为作用在飞行器

上的外力,M
-
s 为作用在飞行器上的外力矩;Mai

为作用在柔性部件i上的外力矩;Pmai 为作用在柔

性部件i上的模态力;Ωai 是柔性部件i的模态频

率对角阵,且Ω2
ai=Λai ;∑

N

i=1
Rtaiω

·
ai 、FT

aiω
·
ai 为柔性

部件的转动相关量;∑
N

i=1
Ftaiη

··
ais 为柔性部件弹性变

75



动 力 学 与 控 制 学 报 2024年第22卷

形相关量;RT
taiX
··
、FT

taiX
··

为飞行器质心摄动运动相

关量;RT
saiω
·
s、FT

saiω
·
s为飞行器姿态运动相关量;其

中的Rtai 为中心刚体平动与部件转动的刚性耦合

系数矩阵;Rsai 为中心刚体转动与部件转动的刚性

耦合系数矩阵.Rtai 、Rsai 的传统计算公式如下:

Rtai ≈-CaiT
b∫

Ai

r~aidm=TtaimraiTT
ai (2)

Rsai ≈CaiT
b∫

Ai

Cai
br~piCaiT

b +r~ai  r~Taidm

 =TsaimraiTT
ai (3)

式中,Ttai ,Tsai ,Tai 分别为相应的转换矩阵,mrai

为部件Ai 的刚体模态质量阵,其中mrai 表达式为:

mrai=
∑
j
mai,j ∑

j
mai,jr

~T
ai,j

∑
j
mai,jr

~
ai,j ∑

j
mai,jr

~
ai,jr

~T
ai,j

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  

质量矩阵mai 的维度是6n×6n(n 为柔性部

件有限元模型的单元节点数),而在获取刚体模态

质量阵mrai 的过程中需要对质量矩阵mai 的数据

进行二次操作,当单元节点较多时,按照单元节点

规律编程处理质量矩阵的运算维度十分庞大,需要

消耗大量的计算资源,并容易引入人为的操作错

误,对刚性耦合系数矩阵计算结果的准确性造成风

险.

2 优化计算方法
  

通过引入虚拟单位加速度阵AE ,将式(2)中

Rtai 的积分式CaiT
b∫

Ai

r~Taidm 转化为求和形式[16],即:

Rtai·AE ≈-CaiT
b ∑

N

j=1
r~ai,jdfai,j (4)

式中,dfai,j 为柔性部件i上任意一点dmai,j 的惯

性力,∑
N

j=1
r~ai,jdfai,j 为柔性部件所有点的惯性力对

ai  系原点即Pai 点的合力矩,根据合力矩定理,

存在作用在柔性部件质心 Moai 的合力fmai ,使得

∑
N

j=1
r~ai,jdfai,j =fmai·r~mai ,则Rtai 可写作:

Rtai ≈-CaiT
b Mmai·r~mai (5)

式中,Mmai 为柔性附件总质量,r~mai 为柔性部件质

心Moai 坐标向量在 ai  系中的坐标方阵.式(5)

中的Mmai 、r~mai 均可在三维模型软件中直接读取,

计算Rtai 过程中不需要将模型进行离散化处理,避

免了质量矩阵参与计算,大大降低计算维度.
  

在Rtai 的基础上,进而计算Rsai .当Pai 点位

置确定后,式(3)中的Cai
br~piCaiT

b 为一常数矩阵,其

中r~pi 为连接点Pai 点在坐标系 b  下的坐标方

阵.∫
Ai

r~air~Taidm 表示柔性部件相对Pai 点的转动惯

量,用Imai 表示,Imai 可以在三维模型中直接读取,

结合式(2),Rsai 可写作:

Rsai ≈Cai
br~piCaiT

b Rtai+CaiT
b Imai (6)

  

式(5)、式(6)分别为刚性耦合系数矩阵Rtai 、Rsai

的优化计算方法,从表达式中可以看出,优化后的

刚性耦合系数矩阵计算方法并不涉及质量矩阵的

计算,计算维度由传统方法的6n×6n 降至3×3,

计算效率明显提升,同时避免了对三维模型离散化

以及计算质量矩阵过程中操作误差,计算精度得到

了提高.

3 计算实例

3.1 结构参数
  

图2是飞行器太阳帆板的展开状态,{ai}系

在A轴初始状态下与 {b}系指向相同,在A轴的

最右端P点与飞行器本体固连,可以看做是刚性连

接,约束该位置的6个自由度.帆板厚度为0.02m,

图2 帆板结构示意图
Fig.2 The

 

diagram
 

of
 

sailboard
 

structure
 

表1 帆板材料力学性能参数
Table

 

1 The
 

mechanical
 

performance
 

parameters
 

of
 

sailboard
 

materials
 

参数 蜂窝芯材料参数 碳纤维材料参数

密度/kg􀅰m-3 44 1.3

泊松比 0.3 0.3

模量E11/MPa 0.0001 20000

模量E22/MPa 0.0001 7000

模量G12/MPa 10 4300

模量G13/MPa 90 4300

模量G23/MPa 63 4300
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上下表面为0.5mm的碳纤维材料,中间层为蜂窝

板,帆板材料属性见表1.A轴与B轴为铝合金圆

柱形长筒,内径为0.008m,外径为0.01m,泊松比

为λ=0.3,杨氏模量E=7.1×1010Pa,材料密度为

μ=2.7×103kg/m3,支撑梁均为刚性杆.
为了方便计算,在三维模型中将连接点P设为原

点,读取飞行器本体质心坐标为(0.063,0.48,0.03)
(单位:mm),太阳帆板的质量特性(参考系)见表2.

表2 帆板惯性特性参数

Table
 

2 The
 

inertia
 

characteristic
 

parameters
 

of
 

sailboard

参数 数值

总质量/kg 15.0

质心X,Y,Z/m -2.32,3.72×10-3,-8.57×10-3

主轴转动惯量Ixx/kg􀅰m
2 2.23

主轴转动惯量Iyy/kg􀅰m
2 97.79

主轴转动惯量Izz/kg􀅰m
2 100.00

3.2 刚性耦合系数矩阵
  

由于A轴初始状态下 {ai}系与{b}系指向相

同,因此坐标变换方阵CaiT
b 等于单位矩阵,从表2

中可以确定太阳帆板的总质量 Mmai 和坐标方阵

r~mai :

Mmai=15kg

r~mai=
0 8.57e-3 3.72e-3

-8.57e-3 0 2.32

-3.72e-3 -2.32 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 m

根据式(5)计算系数矩阵:

Rtai=

0 0.13 0.06

-0.13 0 34.80

-0.06 -34.80 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 kg·m

  

根据所求得的系数矩阵Rtai ,进一步计算出系

数矩阵Rsai .飞行器本体质心坐标方阵r~pi 为:

r~pi=

0 -0.03 0.48
0.03 0 -0.063

-0.48 0.063 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 m

  

从表2中可以确定太阳帆板在 {ai}系中的惯

量矩阵Imai :

Imai=

2.33 0 0
0 97.78 0
0 0 100.00

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 kg·m

2
  

根据式(6)计算系数矩阵Rsai :

Rsai=

2.23 -0.0039 0.027

-0.0039 97.78 -2.19
0.027 -2.19 100.00

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 kg·m

2

3.3 对比分析
  

对比优化算法与传统算法在耦合系数计算结

果中的差异,采用有限元法对 A轴初始状态下的

太阳帆板进行模态分析,采用 Quad4单元对太阳

翼结构进行网格划分,并赋予表1中的材料参数.
支撑梁采用刚性单元,A、B轴采用Bar2单元,P点

添加固定边界条件.模型包含33500的节点,共

32890个单元,总质量15.0kg.太阳帆板有限元模

型如图3所示.

图3 太阳帆板离散化网格模型

Fig.3 The
 

discretization
 

grid
 

model
 

of
 

sailboard
    

提取太阳帆板前6阶模态振型,如图4所示.
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图4 太阳帆板前六阶模态振型图

Fig.4 The
 

diagram
 

of
 

first
 

six
 

order
 

modal
 

shape
 

for
 

sailboard
  

经过有限元求解后提取模型的质量矩阵mai ,
经过数据整理后按照式(2)计算 A轴初始状态系

数矩阵Rtai :

Rtai=

0 0.13 0.06

-0.13 0 35.19

-0.06 -35.19 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 kg·m

  

按照式(3)计算A轴初始状态系数矩阵Rsai :

Rsai=

2.25 -0.43 0.72

-0.26 95.56 0
0.330 -0.063 97.83

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 kg·m

2
  

优化算法与传统算法的计算结果对比见表3.
从表中可以看出,采用两种方法分别计算的结果接

近,最大差异值出现在Rsai(2,2)项,差值为2.22,
与传统算法计算结果相差2.32%.最小差异值出

现在Rsai(1,1)项,差值为0.02,与传统算法计算

结果相差0.89%.

表3 算例中耦合系数矩阵的差异
Table

 

3 The
 

difference
 

of
 

coupling
 

coefficient
 

matrix
 

in
 

the
 

example

主要差异项 优化算法数值 传统算法数值 差异值

Rtai(2,3)/kg􀅰m 34.80 35.19 0.39

Rtai(1,1)/kg􀅰m
2 2.23 2.25 0.02

Rtai(2,2)/kg􀅰m
2 97.78 95.56 2.22

Rtai(3,3)/kg􀅰m
2 100.00 97.83 2.17

表4 耦合系数矩阵计算中的差异
Table

 

4 The
 

differences
 

of
 

coupling
 

coefficient
 

matrix
 

in
 

the
 

calculation

主要差异 优化算法数值 传统算法数值

是否离散化 否 是

矩阵运算维度 3×3 201000×201000

求解时间 <1s 约25min
  

本文所采用的计算机配置为Intel(R)
 

Core
(TM)i7-10700

 

CPU@2.9Ghz
 

2.9Ghz,内存16GB,

16位操作系统.从表4中可以看出,优化算法较传

统算法优势明显:避免了对结构模型进行离散化处

理,其矩阵运算维度较传统算法明显降低,求解时

间缩短至1s以内.
 

通过以上分析,两种计算方法得到了一致的系

数矩阵计算结果,证明了本文提出的优化算法的正

确性.优化算法避免了结构模型网格划分过程中的

离散化误差问题,计算结果更精确,并且在求解耦

合系数矩阵的过程中未引用质量矩阵,求解效率较

传统算法具有明显优势.

4 结论
  

本文提出一种非离散化方法的刚性耦合系数

矩阵计算方法,推导出了刚性耦合系数Rtai、Rsai 的

一般表达式,采用三维模型中可以直接获取的质量

特性参数代替质量矩阵,解决了传统的基于有限元

方法中对高维质量矩阵进行数据操作复杂、易出错

的问题.以飞行器太阳帆板为算例,与传统计算方

法进行对比分析,结果表明本文提出的优化方法在

保证刚性耦合系数矩阵精度的同时,极大提高求解

效率,可以在刚性耦合系数矩阵的工程计算中推广

应用.
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