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具有环状运动约束的悬臂输流管道的非线性振动特征*
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摘要 本文对具有环状运动约束的悬臂输流管道的空间弯曲振动进行研究,目的在于考察约束刚度系数、

约束放置位置对管道的两类周期运动(包括平面周期运动和空间周期运动)及其稳定性的影响规律.首先,

在已有文献的基础上,将运动约束对管道的作用模拟成非线性立方弹簧模,得出振动方程.其次,运用Galer-

kin方法将振动方程离散成常微分方程组,结合基于中心流形—范式理论的投影法与平均法,给出了决定系

统定性动力学性质的相关系数(包括临界特征值随流速的变化率及非线性共振项),取模态截断数为6,在几

组约束刚度值和约束位置处计算了上述系数,据此考察了运动约束对管道的周期运动的影响,总结出了如

下结论:在约束位置取定时增加约束刚度,或在约束刚度取定时增大约束位置至管的固定端的距离,均会使

得管道的稳定平面周期运动对应的质量比区间减小,稳定空间周期运动对应的质量比区间增大;约束位置

距管的固定端越远,约束刚度的变化对管道动力学行为的影响越明显.最后,对上述通过投影法和平均法得

出的结论,本文在特定的质量比处数值求解了原振动方程的6模态Galerkin离散化方程,绘制了位形图、相

图和Poincaré映射图,计算了频率,从而验证了相关的分析.

关键词 输流管道, 平面周期运动, 空间周期运动, 约束, 弹簧, 稳定
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Abstract In
 

this
 

paper,
 

the
 

spatial
 

bending
 

vibration
 

of
 

a
 

cantilevered
 

fluid-conveying
 

pipe
 

with
 

circular
 

motion
 

constraints
 

was
 

studied
 

to
 

explore
 

the
 

influence
 

of
 

constraint
 

stiffness
 

coefficient
 

and
 

constraint
 

placement
 

position
 

on
 

the
 

two
 

kinds
 

of
 

periodic
 

motion
 

of
 

pipeline
 

(including
 

planar
 

periodic
 

motion
 

and
 

spatial
 

periodic
 

motion)
 

and
 

their
 

stabilities.
 

Firstly,
 

the
 

vibration
 

equation
 

was
 

obtained
 

by
 

simulating
 

the
 

action
 

of
 

the
 

motion
 

constraint
 

on
 

the
 

pipeline
 

as
 

a
 

nonlinear
 

cubic
 

spring
 

mode
 

based
 

on
 

the
 

existing
 

literature.
 

Secondly,
 

the
 

vibration
 

equation
 

was
 

discretized
 

into
 

a
 

system
 

of
 

ordinary
 

differential
 

equa-
tions

 

by
 

the
 

Galerkin
 

method.
 

The
 

relevant
 

coefficients
 

(including
 

the
 

rate
 

of
 

change
 

of
 

critical
 

eigenval-
ue

 

with
 

velocity
 

and
 

the
 

nonlinear
 

resonant
 

term)
 

that
 

determine
 

the
 

qualitative
 

dynamical
 

properties
 

of
 

the
 

system
 

were
 

given
 

in
 

combination
 

with
 

the
 

projection
 

method
 

based
 

on
 

the
 

center
 

manifold
 

-
 

normal
 

form
 

theory
 

and
 

averaging
 

method.
 

By
 

setting
 

the
 

truncated
 

mode
 

numbers
 

to
 

6,
 

the
 

aforementioned
 

co-
efficients

 

were
 

calculated
 

at
 

several
 

sets
 

of
 

constrained
 

stiffness
 

values
 

and
 

constrained
 

positions.
 

And
 

then,
 

the
 

influence
 

of
 

motion
 

constraints
 

on
 

the
 

periodic
 

motion
 

of
 

the
 

pipeline
 

was
 

studied.
 

The
 

follow-
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ing
 

conclusions
 

were
 

drawn:
 

Increasing
 

the
 

constraint
 

stiffness
 

at
 

a
 

fixed
 

constraint
 

position
 

or
 

increasing
 

the
 

distance
 

from
 

the
 

constraint
 

position
 

to
 

the
 

fixed
 

end
 

of
 

the
 

pipeline
 

while
 

keeping
 

the
 

constraint
 

stiffness
 

constant,
 

both
 

will
 

reduce
 

the
 

mass
 

ratio
 

interval
 

corresponding
 

to
 

the
 

stable
 

planar
 

periodic
 

motion
 

of
 

the
 

pipeline,
 

and
 

increase
 

the
 

mass
 

ratio
 

interval
 

corresponding
 

to
 

the
 

stable
 

spatial
 

periodic
 

motion;
 

the
 

farther
 

the
 

constraint
 

position
 

from
 

the
 

fixed
 

end
 

of
 

the
 

pipeline,
 

the
 

more
 

significant
 

the
 

in-
fluence

 

of
 

the
 

changes
 

in
 

the
 

constraint
 

stiffness
 

on
 

the
 

dynamic
 

behavior
 

of
 

the
 

pipeline.
 

Finally,
 

the
 

6-
mode

 

Galerkin
 

discretization
 

equation
 

of
 

the
 

original
 

vibration
 

equation
 

was
 

numerically
 

solved
 

at
 

some
 

specific
 

mass
 

ratios
 

to
 

calculating
 

the
 

oscillation
 

frequencies
 

and
 

generating
 

the
 

configuration
 

diagrams,
 

phase
 

diagrams,
 

and
 

Poincaré
 

mapping
 

diagrams,
 

which
 

validates
 

the
 

relevant
 

conclusions
 

obtained
 

by
 

projection
 

and
 

averaging
 

methods.

Key
 

words fluid-conveying
 

pipe, planar
 

periodic
 

motion, spatial
 

periodic
 

motion, constraint, 
springs, stability

引言
  

输流管道广泛应用于工程实践中,如飞机的空

中加油、水电核电、化工装置、石油工业、海洋工程,

以及微纳机电力学系统等,学者们对其动力学行为

的研究,历经了从运动方程的建立和管道的线性振

动[1-3]到管道的非线性振动[4-7],从管道的平面振

动[8,
 

9]到管道的空间振动[10-12],从宏观管到微纳尺

度管[13-17],从简单形状管到复杂形状管[18-20]的发展

过程,取得了大量的研究成果[21].
  

在实际应用中,管道通常放置于一定的工作

环境,其周围的相关元件因对管道的运动有约束作

用,故称为“运动约束”.当管内流体的流速超过一

定值时,输流管道会发生屈曲[22]或颤振[23],在运动

约 束 的 作 用 下,展 现 出 丰 富 的 动 力 学 现 象.
Païdoussis等[24]最早研究了含有运动约束的悬臂

输流管的非线性振动,文中方程的“非线性项”仅来

源于被模拟为立方弹簧的运动约束.结果表明,管
道通 过 周 期 倍 化 分 岔 进 入 混 沌.Païdoussis和

Semler[25]在文献[24]的基础上加入了管道大振幅

运动引起的几何非线性,对比研究了将运动约束分

别模拟成立方弹簧和立方三折线弹簧时管道动力

学行为的异同,并探讨了在用 Galerkin方法研究

该系统时,不同的模态截断数所对应的计算结果的

差别.Jin[26]将文献[24]中的运动约束模拟为线性

弹簧和立方弹簧的和,并通过考察原方程的Galer-
kin离散化方程的线性部分分析了管道的高余维

分岔.Wang和 Ni[27]研究了文献[26]中的管为倒

立时的动力学特征.Guo[28]研究了具有对称运动约

束的微尺度悬臂输流管的非线性振动,基于投影法

及数值模拟,微尺度效应对管道分岔阈值和混沌阈

值的影响得以刻画.Wang等[29]和Peng等[30]对运

输脉动流的两端支撑管模型考虑了运动约束的影

响.以上文献中的力学模型均是在某个“点”处放置

了运动约束的管,对于沿管的轴向均存在运动约束

的情形,Ni等[31]最先对其中的悬臂管模型的动力

学行为进行了研究,探讨了失稳后的管在后续的运

动过程中与运动约束的接触模式及管内流体速度

对接触模式的影响.在文献[31]的基础上,王乙坤

和王琳[32]进一步研究了管内流体为脉动流时悬臂

管道的参数振动问题.以上文献考虑的都是受有运

动约束的管道的平面振动,Wang等[33]研究该类悬

臂管道的空间振动问题,分别考虑了平行条运动约

束和环状运动约束两种运动约束模式,对每一种约

束模式,又将其分别模拟为立方弹簧和立方三折线

弹簧,分析了质量比、流速等参数对管道的平面运

动、非平面运动,以及粘滞行为的影响.
  

从文献综述可以看到,管道与运动约束之间一

般视为弹性接触,运动约束通常被模拟为非线性弹

簧,制作管道及运动约束的材料的软硬特性表现在

该弹簧的刚度系数上.另外,运动约束须根据具体

情况放置在管道的不同位置.因此,有必要考察约

束刚度和放置位置对输流管道动力学行为的影响.
此前的研究主要基于管道离散化方程的数值求解,

但是当模态截断数较多时,常微分方程组的数值求

解相对耗时,若能根据离散化方程的系数判定出管

道的周期运动模式,则有助于较快了解管道的动力

学性质.有鉴于此,本文运用投影法(该法基于中心
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流形-范式理论)及平均法对该问题进行研究:第

1节给出了具有环状运动约束的悬臂输流管的空

间弯曲振动方程及边界条件,此处该运动约束被模

拟为立方非线性弹簧;在第2节中,考虑到该模型

的边界条件,选择悬臂梁的模态函数为基函数,运
用Galerkin方法对振动方程进行离散,得到一组

常微分方程,并在此基础上给出降维方程及系数表

达式,给出了周期运动类型及稳定性与降维方程系

数的关系;在第3节中,具体地取模态截断数为6,

在“约束放置位置”及“非线性弹簧刚度”取不同值

时分别计算了降维方程的系数,考察了两者对管道

的两类周期运动(包括平面周期运动和空间周期运

动)的稳定性随质量比的分布,揭示了约束位置和

约束刚度这两个因素对悬臂输流管道的周期运动

的影响规律.

1 力学模型与运动方程

研究图
 

1所示的系统.如图
 

1(a)所示,直管的

长度为L,单位长度的质量为m,管材料密度为ρ,
拉伸弹性模量为E,剪切弹性模量为G,管内的不

可压缩流体的速度大小为V,单位长度的质量为

M,管在X=Sb 处受有运动约束;管做空间弯曲振

动[图
 

1(b)];为便于描述管的运动,以管未变形时

的形心线为 X 轴,管内流体的流向为 X 轴的正

向,悬臂端面为YZ 平面,管形心线和YZ 平面的交

点为坐标原点O,建立拉格朗日坐标系O-XYZ,用

图1 (a)具有环状运动约束的悬臂输流管道;
 

(b)三维弯曲振动;
 

(c)坐标系;
 

(d)环状运动约束在YOZ 面的投影图;
 

(e)管道的O(2)对称横截面
Fig.1 (a)

 

The
 

cantilevered
 

fluid-conveying
 

pipe
 

with
 

circular
 

motion
 

constraint;(b)
 

Three
 

dimensional
 

flexural
 

vibration;(c)
 

Coordinate
 

systems;(d)
 

The
 

projection
 

of
 

circular
 

motion
 

constraint
 

on
 

the
 

YOZ
 

plane;(e)
 

The
 

O(2)
 

symmetric
 

cross-section
 

of
 

the
 

pipe

于描述管未变形时其上任一物质点的初始位置;管
变形后,用另一个坐标系(即欧拉坐标系o-xyz

 

,其
与拉格朗日坐标系O-XYZ 重合[34])描述管在运

动过程中其上任一物质点的瞬时位置[图
 

1(a)~
图

 

1(c)];从X 轴正向看到的管道及运动约束的视

图如图
 

1(d)所示;管具有O(2)对称的横截面[图
 

1
(e)],其形状和面积Ap 沿轴向不变,抗弯刚度为

EI.
  

管上任一物质点 (X,Y,Z)在t 时刻的位移

(u1,u2,u3)可通过该点的拉格朗日坐标(X,Y,Z)

和欧拉坐标(x,y,z)表示为[35]:

u1(X,Y,Z,t)=x-X,

u2(X,Y,Z,t)=y-Y,

u3(X,Y,Z,t)=z-Z (1)

图2 轴线不可伸缩:
 

(a)
 

变形前;
 

(b)
 

变形后

Fig.2 The
 

centroid
 

line
 

of
 

the
 

pipe
 

is
 

not
 

stretchable:
 

(a)
 

before
 

the
 

deformation;
 

(b)
 

after
 

the
 

deformation
  

如图
 

2所示[20],沿管的形心线引入曲线坐标

s,
 

因无初始轴力,所以悬臂管的形心线在运动过

程中通常被认为是没有伸缩的,即s=X[34],从而

管形心线上任一点(X,0,0)也可表示为(s,0,0),
 

其在t时刻的位置矢量记为:

r=r(s,t)=(s+u,v,w) (2)
其中u=u1(s,0,0,t),v=u2(s,0,0,t),以及w=
u3(s,0,0,t).悬臂梁无伸缩即[34]:

1+
∂u
∂s  

2

+
∂v
∂s  

2

+
∂w
∂s  

2

=1 (3)
  

采用欧拉-伯努利梁模型,文献[36]已给出了

图
 

1所示的系统在不含运动约束时的空间弯曲振

动方程[式(7)]和边界条件[式(8)],其中的无量纲

参数如下:

ξ=
s
L
,η=

w
L
,ζ=

v
L
,τ=

EI
m+M  

1
2 t
L2
,

ν=
M
EI  

1
2

VL,β=
M

m+M
,l0=

Apl2G
2EI

(4)

上式中的l是刻画微尺度效应的材料长度尺寸参

数[37],在本文中仅考虑宏观管,所以l和l0等于零.
方程(7)、(8)

 

中的“点”表示相应的量对无量纲时
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间τ 求导,即(̇ )=∂/∂τ,“撇”表示相应的量对无

量纲弧长ξ 求导,即()'=∂/∂ξ,下文中的“点”和

“撇”的含义均是如此.
  

本文将运动约束模拟为刚度系数为K 的立方

弹簧[24,25,28,29,31,32],将其对管道的作用力添加到运

动方程(7)中,得到最终的振动方程(9),其中,无量

纲约束位置

ξb =sb/L (5)

δ(ξ-ξb)是Dirac函数,无量纲刚度

k=
KL5

EI
(6)

  η
··+ν2η″ +2βνη

·' +(2l0+1)η
(4)+

3
2
[η″3+η″ζ″2+2η'η″η‴ +2η'ζ″ζ‴]-

 η″∫
1

ξ∫
ξ

0
[η
·'2+2βνη

·'η″ +ζ
·'2+2βνζ

·'ζ″ +ν2(η″2+ζ″2)+η″η
(4)+ζ″ζ

(4)]dξdξ+

 η'∫
ξ

0
[η
·'2+2βνη

·'η″ +ζ
·'2+2βνζ

·'ζ″ +ν2(η″2+ζ″2)+η″η
(4)+ζ″ζ

(4)]dξ+

 l0[-η'2η
(4)+2η'η″η‴ +2η″3+2η″ζ″2-η″ζ'ζ‴ +3η'ζ″ζ‴ -η'ζ'ζ

(4)+

 2η'∫
ξ

0
(η″η

(4)+ζ″ζ
(4))dξ-2η″∫

1

ξ∫
ξ

0
(η″η

(4)+ζ″ζ
(4))dξdξ]=0 (7a)

  ζ
··
+ν2ζ″ +2βνζ

·' +(2l0+1)ζ
(4)+

3
2
[ζ″3+η″2ζ″ +2ζ'ζ″ζ‴ +2ζ'η″η‴]-

 ζ″∫
1

ξ∫
ξ

0
[ζ
·'2+2βνζ

·'ζ″ +η
·'2+2βνη

·'η″ +ν2(η″2+ζ″2)+η″η
(4)+ζ″ζ

(4)]dξdξ+

 ζ'∫
ξ

0
[ζ
·'2+2βνζ

·'ζ″ +η
·'2+2βνη

·'η″ +ν2(η″2+ζ″2)+η″η
(4)+ζ″ζ

(4)]dξ+

 l0[-ζ'2ζ
(4)+2ζ'ζ″ζ‴ +2ζ″3+2ζ″η″2-ζ″η'η‴ +3ζ'η″η‴ -ζ'η'η

(4)+

 2ζ'∫
ξ

0
(η″η

(4)+ζ″ζ
(4))dξ-2ξ″∫

1

ξ∫
ξ

0
(η″η

(4)+ζ″ζ
(4))dξdξ]=0 (7b)

 
η(0,τ)=η'(0,τ)=η″(1,τ)=η‴(1,τ)=0

ζ(0,τ)=ζ'(0,τ)=ζ″(1,τ)=ζ‴(1,τ)=0 (8)

η
··+ν2η″ +2βνη

·' +η
(4)+

3
2
[η″3+η″ζ″2+2η'η″η‴ +2η'ζ″ζ‴]-η″∫

1

ξ∫
ξ

0
[η
·'2+

 2βνη
·'η″+ζ

·'2+2βνζ
·'ζ″ +ν2(η″2+ζ″2)+η″η

(4)+ζ″ζ
(4)]dξdξ+η'∫

ξ

0
[η
·'2+

 2βνη
·'η″+ζ

·'2+2βνζ
·'ζ″ +ν2(η″2+ζ″2)+η″η

(4)+ζ″ζ
(4)]dξ+

 k(η2+ζ2)3 η
η2+ζ2

δ(ξ-ξb)=0 (9a)

ζ
··
+ν2ζ″ +2βνζ

·' +ζ
(4)+

3
2
[ζ″3+η″2ζ″ +2ζ'ζ″ζ‴ +2ζ'η″η‴]-ζ″∫

1

ξ∫
ξ

0
[ζ
·'2+

 2βνζ
·'ζ″+η

·'2+2βνη
·'η″ +ν2(η″2+ζ″2)+η″η

(4)+ζ″ζ
(4)]dξdξ+ζ'∫

ξ

0
[ζ
·'2+

 2βνζ
·'ζ″ +η

·'2+2βνη
·'η″+ν2(η″2+ζ″2)+η″η

(4)+ζ″ζ
(4)]dξ+

 k(η2+ζ2)3 ζ
η2+ζ2

δ(ξ-ξb)=0 (9b)

2 Galerkin离散化方程及降维方程

2.1 Galerkin离散化方程
  

因悬臂梁的模态函数满足边界条件(8),可选

取其为基函数[2,23,25,26],根据 Galerkin方法,设方

程(9)的解为

η(ξ,τ)=∑
n

i=1
φi(ξ)qi(τ)

ζ(ξ,τ)=∑
n

i=1
ψi(ξ)pi(τ)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(10)

其中φi(ξ)、ψi(ξ)是悬臂梁的第i阶模态函数,
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qi(τ)、pi(τ)是管道在两个横向上振动的广义坐

标,n 为模态截断数.φi(ξ)、ψi(ξ)的表达式为:

 

φi(ξ)=ψi(ξ)=coshλiξ-

 cosλiξ-σi(sinhλiξ-sinλiξ),

σi=(sinhλi-sinλi)/(coshλi+

 cosλi),(i=1,2,...,n)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(11)

λi 是悬臂梁的第i阶频率.
  

将式(10)代入方程(9),用φi(ξ)、ψi(ξ)分别

乘以方程(9a)和方程(9b)两边,并从0到1积分可

得:

  

q··i+cijq
·
j +kijqj +Aijklqjqkql +Bijklqjqkq·l +Cijklqjq

·
kq·l +Lijklqjpkpl +

 Mijklqjpkp
·
l +Nijklqjp

·
kp
·
l =0

p
··

i+cijp
·
j +kijpj +Aijklpjpkpl +Bijklpjpkp

·
l +Cijklpjp

·
kp
·
l +Lijklpjqkql +

 Mijklpjqkq·l +Nijklpjq
·
kq·l =0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(12)

其中

cij =2νβ∫
1

0
φiφ'

jdξ,kij =∫
1

0
φ
(4)
i φjdξ+ν2∫

1

0
φiφ″

jdξ

Aijkl =∫
1

0
φi·[ν2(φ'

j∫
ξ

0
φ″

kφ″
ldξ-φ″

j∫
1

ξ∫
ξ

0
φ″

kφ″
ldξdξ)+

3
2
(2φ'

jφ″
kφ‴

l +φ″
jφ″

kφ″
l)+

 φ'
j∫

ξ

0
φ″

kφ
(4)
l dξ-φ″

j∫
1

ξ∫
ξ

0
φ″

kφ
(4)
l dξdξ]dξ+kφi(ξb)φj(ξb)φk(ξb)φl(ξb)

Bijkl =∫
1

0
φi·2νβ(φ'

j∫
ξ

0
φ″

kφ'
ldξ-φ″

j∫
1

ξ∫
ξ

0
φ″

kφ'
ldξdξ)dξ

Cijkl =∫
1

0
φi·(φ'

j∫
ξ

0
φ'

kφ'
ldξ-φ″

j∫
1

ξ∫
ξ

0
φ'

kφ'
ldξdξ)dξ

Lijkl =∫
1

0
φi·[ν2(φ'

j∫
ξ

0
ψ″

kψ″
ldξ-φ″

j∫
1

ξ∫
ξ

0
ψ″

kψ″
ldξdξ)+

3
2
(φ″

jψ″
kψ″

l +2φ'
jψ″

kψ‴
l)+

 φ'
j∫

ξ

0
ψ″

kψ
(4)
l dξ-φ″

j∫
1

ξ∫
ξ

0
ψ″

kψ
(4)
l dξdξ]dξ+kφi(ξb)φj(ξb)ψk(ξb)ψl(ξb)

Mijkl =∫
1

0
φi·2νβ(φ'

j∫
ξ

0
ψ″

kψ'
ldξ-φ″

j∫
1

ξ∫
ξ

0
ψ″

kψ'
ldξdξ)dξ

Nijkl =∫
1

0
φi·(φ'

j∫
ξ

0
ψ'

kψ'
ldξ-φ″

j∫
1

ξ∫
ξ

0
ψ'

kψ'
ldξdξ)dξ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(13)

i,
 

j,
 

k和l的值取遍1到n.
  

令

 qi=xi,q
·
i=xi+n,pi=xi+2n,p

·
i=xi+3n (14)

将方程(12)化成一阶常微分方程组:

X
·
=LX+N(X) (15)

其中

L=

0 I 0 0

-K -C 0 0
0 0 0 I
0 0 -K -C

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(16)

 X= q1,…qn
︸n

,q
·
1,…q

·
n
︸n

,p1,…pn
︸n

,p
·
1,…p

·
n
︸n

  T= x1,…xn
︸

n

,xn+1…,x2n􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
n

,x2n+1,…x3n􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
n

,x3n+1…,x4n􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
n

  T (17)

K 的元素为kij,C 的元素为cij,I为n 阶单位矩阵,0为n 阶零矩阵.N(X)表示非线性项:

N(X)=0,…0
︸1~n

,N1(X),…,Nn(X),0,…0︸1~n

,N1+n(X),…,N2n(X)  T (18)

其中Ni(X)、Ni+n(X)分别为:

Ni(X)=-Aijklxjxkxl -Bijklxjxkxl+n -Cijklxjxk+nxl+n -Lijklxjxk+2nxl+2n -
 Bijklxjxk+2nxl+3n -Cijklxjxk+3nxl+3n (19a)

Ni+n(X)=-Aijklxj+2nxk+2nxl+2n -Bijklxj+2nxk+2nxl+3n -Cijklxj+2nxk+3nxl+3n -
 Lijklxj+2nxkxl -Bijklxj+2nxkxl+n -Cijklxj+2nxk+nxl+n (19b)
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2.2 降维方程

2.2.1 临界流速
  

通过考察方程(15)的线性部分

X
·

=LX (20)

的退化性可给出临界流速.式(20)可以写成:

X
·

1

X
·

2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

L1 0

0 L2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 X1

X2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (21)

式(21)中的“0”为2n 阶元素全为零的矩阵,

L1=L2=
0 I

-K -C
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

L1、L2 中的“0”为n阶元素全为零的矩阵.
 

式(21)

中的X1、X2 分别为

X1=[q1,…qn
︸n

,q
·
1,…q

·
n
︸n

]T=[x1,…,x2n]T ,

X2=[p1,…pn􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁n

,p
·
1,…p

·
n􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁n

]T=[x2n+1,…,x4n]T
  

观察可知方程(21)中的 X1 和 X2 是不耦合

的,其可以分写为

X
·

1=L1X1 (22)

X
·

2=L2X2 (23)
 

考虑到L1=L2,方程(22)、(23)在形式上是一

样的,不管参数如何变化,L1、L2 的特征值是全同

的,从而方程(22)、(23)同时退化.因为(22)、(23)

这类 悬 臂 输 液 管 系 统 的 失 稳 方 式 为 发 生 颤

振[38,
 

39],因此方程(22)、(23)的退化形式为L1、

L2,同时具有一对相等的纯虚数特征根,等价于矩

阵L 的退化为具有两对“半简单”纯虚数特征根 ±
iω0,±iω0 的退化.所以,临界流速即:在给定的质

量比β处,矩阵L 具有两对纯虚数特征根时所对应

的流速值(记为vc).纯虚数特征根的虚部ω0 称为

“临界频率”,其为此时管道的自振频率.对于一个

加工好的管道,其长度L、单位长度的质量m、抗弯

刚度EI是既定的,但管内流体的物理性质[从而

方程(4)中的β 值(由定义式知其在0到1之间)]

则取决于具体的使用场合,因此在考察临界流速时

应研究其随质量比β 的变化规律,即绘出“临界流

速 — 质量比曲线”.
2.2.2 降维方程

   

在给定的质量比β处,当流速在临界值vc 附近

有改变量ε时,将原方程写成:

X
·

=L(υc +ε)X+N(X) (24)
     

记L0=L(νc);以 <·,·> 表示内积,定义为

<x,y>=xTy- ,“T”和“-”分别表示取转置与取

共轭;L*
0 表示L0 的共轭算子,满足 <L0x,y>=

<x,L*
0y>,实际上对于矩阵而言,L*

0 =L
-T
0.线性算

子的特征值集和其共轭算子的特征值集相同,但是

特征向量却需要另外讨论.此处,将L0 的对应特征

值iω0(-iω0)的特征向量记为w(i)
0 (w-

(i)
0 )

 

,将L*
0

的对 应 特 征 值iω0(-iω0)的 特 征 向 量 记 为

q(i)
0 (q-

(i)
0 ),即:

L0w
(1)
0 =iω0w

(1)
0 ,L0w-

(1)
0 =-iω0w-

(1)
0 ,

L0w
(2)
0 =iω0w

(2)
0 ,L0w-

(2)
0 =-iω0w-

(2)
0 ,

L*
0q

(1)
0 =-iω0q

(1)
0 ,L*

0q-
(1)
0 =iω0q-

(1)
0 ,

L*
0q

(2)
0 =-iω0q-

(2)
0 ,L*

0q
(2)
0 =iω0q-

(2)
0 (25)

  

可以按照文献[36]的方法将高维 (具体来说

是4n维,n是模态截断数)常微分系统(15)或(24)

降维、简化为4维方程(z1,z2 是复数)

z·1=iω0z1+ελ'
εz1+F2100z21z-1+

 F1011z1z2z-2+F0120z-1z22+O(…)

z·2=iω0z2+ελ'
εz2+H0021z22z-2+

 H1110z1z-1z2+H2001z21z-2+O(…)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(26)

其中

λ'
ε =<L'

εw
(1)
0 ,q

(1)
0 >=<L'

εw
(2)
0 ,q

(2)
0 > (27)

L'
ε =

0 0 0 0

-K' -C' 0 0
0 0 0 0
0 0 -K' -C'

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

K'、C' 均 为 n 阶 矩 阵,其 元 素 分 别 为:k'
ij =

2vc∫
1

0
ϕiϕ″

jdξ,c'
ij =2β∫

1

0
ϕiϕ'

jdξ.
  

方程(26)中的系数 F2100,F1011,F0120,H0021,

H1110,H2001 由下式确定

F2100=
1
2 <q(1)

0 ,C(w
(1)
0 ,w

(1)
0 ,w-

(1)
0 )>,

F1011=<q(1)
0 ,C(w

(1)
0 ,w

(2)
0 ,w-

(2)
0 )>,

F0120=
1
2 <q(1)

0 ,C(w-
(1)
0 ,w

(2)
0 ,w

(2)
0 )>,

H0021=
1
2 <q(2)

0 ,C(w
(2)
0 ,w

(2)
0 ,w-

(2)
0 )>,

H1110=<q(2)
0 ,C(w

(1)
0 ,w-

(1)
0 ,w

(2)
0 )>,

H2001=
1
2 <q(2)

0 ,C(w
(1)
0 ,w

(1)
0 ,w-

(2)
0 )>. (28)
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其中C(·,·,·)为由N(X)所确定的多重对称

线性型.根据多重对称线性型的定义[40],对于任意

的4n 维向量:

α=[α1,…,α4n]T,β=[β1,…,β4n]T,

γ=[γ1,…,γ4n]T.
考虑到N(X)的形式(18),可设

C(α,β,γ)=[0,…0︸1~n

,C1(α,β,γ),…,

Cn(α,β,γ),0,…0︸1~n

,C1+n(α,β,γ),…,

C2n(α,β,γ)]T (29)

直接由定义可知[40]
 

 
Ci(α,β,γ)=∑

4n

j,k,l=1

∂3Ni(X)
∂xj∂xk∂xl X=0

αjβkγl

Ci+n(α,β,γ)=∑
4n

j,k,l=1

∂3Ni+n(X)
∂xj∂xk∂xl X=0

αjβkγl

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(30)
根据方程(19)可具体计算出:

Ci(α,β,γ)=-Aijkl(αjβkγl +αjβlγk +αkβjγl +
αlβjγk +αkβlγj +αlβkγj)-Bijkl(αjβkγl+n +
αjβl+nγk +αkβjγl+n +αl+nβjγk +αkβl+nγj +
αl+nβkγj)-Cijkl(αjβk+nγl+n +αjβl+nγk+n +
αk+nβjγl+n +αl+nβjγk+n +αk+nβl+nγj +
αl+nβk+nγj)-Lijkl(αjβk+2nγl+2n +αjβl+2nγk+2n +
αk+2nβjγl+2n +αl+2nβjγk+2n +αk+2nβl+2nγj +
αl+2nβk+2nγj)-Mijkl(αjβk+2nγl+3n +αjβl+3nγk+2n +
αk+2nβjγl+3n +αl+3nβjγk+2n +αk+2nβl+3nγj +
αl+3nβk+2nγj)-Nijkl(αjβk+3nγl+3n +αjβl+3nγk+3n +
αk+3nβjγl+3n +αl+3nβjγk+3n +αk+3nβl+3nγj +
αl+3nβk+3nγj) (31)

Ci+n(α,β,γ)=-Aijkl(αj+2nβk+2nγl+2n +
αj+2nβl+2nγk+2n +αk+2nβj+2nγl+2n +
αl+2nβj+2nγk+2n +αk+2nβl+2nγj+2n +
αl+2nβk+2nγj+2n)-Bijkl(αj+2nβk+2nγl+3n +
αj+2nβl+3nγk+2n +αk+2nβj+2nγl+3n +
αl+3nβj+2nγk+2n +αk+2nβl+3nγj+2n +
αl+3nβk+2nγj+2n)-Cijkl(αj+2nβk+3nγl+3n +
αj+2nβl+3nγk+3n +αk+3nβj+2nγl+3n +
αl+3nβj+2nγk+3n +αk+3nβl+3nγj+2n +
αl+3nβk+3nγj+2n)-Lijkl(αj+2nβkγl+αj+2nβlγk+
αkβj+2nγl +αlβj+2nγk +αkβlγj+2n +
αlβkγj+2n)-Mijkl(αj+2nβkγl+n +αj+2nβl+nγk +
αkβj+2nγl+n +αl+nβj+2nγk +αkβl+nγj+2n +
αl+nβkγj+2n)-Nijkl(αj+2nβk+nγl+n +

αj+2nβl+nγk+n +αk+nβj+2nγl+n +αl+nβj+2nγk+n +
αk+nβl+nγj+2n +αl+nβk+nγj+2n) (32)

  

至此,方程(29),即C(α,β,γ)的具体形式已

知.结合L0 的特征向量w(1)
0 ,w-

(1)
0 ,w

(2)
0 ,w-

(2)
0 以及

L*
0 的特征向量

 

q(1)
0 ,q-

(1)
0 ,q

(2)
0 ,q-

(2)
0 ,方程(26)的具

体系数(27),(28)可计算出,从而可得方程(26)的
具体形式.
2.2.3 周期运动及其稳定性

  

对方程(26),我们有下面的结论[36].取极坐标

变换z1=r1e
iθ1,z2=r2e

iθ2,式(26)可以写成

r·1=εRe(λ'
ε)r1+ReF2100r31+ReF1011r1r22+

 [ReF0120cos(2θ2-2θ1)-ImF0120sin(2θ2-

 2θ1)]r1r22

r·2=εRe(λ'
ε)r2+ReH0021r32+ReH1110r2r21+

 [ReH2001cos(2θ2-2θ1)+

 ImH2001sin(2θ2-2θ1)]r2r21

θ
·

1=ω0+εIm(λ'
ε)+ImF2100r21+ImF1011r22+

 [ReF0120sin(2θ2-2θ1)+ImF0120cos(2θ2-

 2θ1)]r22

θ
·

2=ω0+εIm(λ'
ε)+ImH0021r22+ImH1110r21+

 [-ReH2001sin(2θ2-2θ1)+

 ImH2001cos(2θ2-2θ1)]r21

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(33)

     

当εRe(λ'
ε)>0时,管道才可发生颤振。考虑

到振 幅 较 小,因 此 作 变 换r1 → ε r1,r2 →

ε r2,从而方程(33)可以写成:

r·1= ε {Re(λ'
ε)r1+ReF2100r31+

 ReF1011r1r22+[ReF0120cos(2θ2-2θ1)-

 ImF0120sin(2θ2-2θ1)]r1r22}

 r·2= ε {Re(λ'
ε)r2+ReH0021r32+

 ReH1110r2r21+[ReH2001cos(2θ2-2θ1)+

 ImH2001sin(2θ2-2θ1)]r2r21}

 θ
·

1=ω0+ ε {sign(ε)Im(λ'
ε)+ImF2100r21+

 ImF1011r22+[ReF0120sin(2θ2-2θ1)+

 ImF0120cos(2θ2-2θ1)]r22}

 θ
·

2=ω0+ ε {sign(ε)Im(λ'
ε)+ImH0021r22+

 ImH1110r21+[-ReH2001sin(2θ2-2θ1)+

 ImH2001cos(2θ2-2θ1)]r21}

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(34)
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记φ=θ2-θ1,运用平均化方法并结合时间尺

度变换τ→ετ,可将方程(34)其化为

r·1= αr1+a1r31+a2r1r22+[a3cos(2φ)-

 b3sin(2φ)]r1r22

r·2= αr2+a1r32+a2r2r21+[a3cos(2φ)+

 b3sin(2φ)]r2r21

φ
·
=[-a3sin(2φ)+b3cos(2φ)+b2-b1]r21+

 [b1-b2-a3sin(2φ)-b3cos(2φ)]r22

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(35)

其中,(̇ )表示对慢时间求导,相关系数由方程

(26)中的系数确定:

α=Re(λ'
ε),

a1=ReF2100=ReH0021,b1=ImF2100=ImH0021,

a2=ReF1011=ReH1110,b2=ImF1011=ImH1110,

a3=ReF0120=ReH2001,b3=ImF0120=ImH2001.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(36)

方程(35)的稳定(不稳定)平衡点对应方程(26)的
稳定(不稳定)周期解.

  

根据文献[36],不管α 是正或负,空间周期运

动和平面周期运动的其中一个特征值都是负的:当

α>0时为-2α,当α<0时为2α.从而两类周期

运动的稳定性由其余的特征值确定,具体而言:对
空间周期运动,当a3/a2>0时稳定,当a3/a2<0
时不稳定;对平面周期运动,当a3/a1 >0时不稳

定,当a3/a1 <0时稳定.

3 数值仿真
  

本文中,在用Galerkin方法对原振动方程(9)

进行离散时,式(10)中的模态截断数n取为6[33,
 

41]

(在已有参考文献中,其通过递增地取模态截断数

并作分岔图,发现n=6时结果已经收敛),即式

(12)是12个自由度的二阶常微分方程组,式(15)

是24维的一阶常微分方程组.结合上文“2.2.1”的叙

述,通过计算可绘出“临界流速—质量比曲线”,如
图3(a)所示.对给定的质量比β,当流速跨越临界

值时,管道将发生颤振,做平面周期运动或空间周

期运动.为了说明下文中周期运动的频率,此处还

给出了ω0[见式(25)]随质量比的变化曲线,即“临
界频率—质量比曲线”,如图3(b)所示.

  

在文献[24]中,无量纲刚度k[见式(6)]的取

值为100,在文献[31,32]中,k 的取值为105.本文

k对的取值介于这两者之间,考察k 增加时对周期

运动的影响.另外,如上文所述[式(23)下方的文

字],在不同的应用场合,质量比β 可有不同的值,

因此应考察β对管道周期运动的影响.

图3 (a)
 

临界流速—质量比曲线;
 

(b)
 

临界频率—质量比曲线
Fig.3 (a)

 

The
 

critical
 

flow
 

velocity-mass
 

ratio
 

curve;
 

(b)
 

The
 

critical
 

frequency-mass
 

ratio
 

curve
  

根据上文中“2.2.3
 

周期运动及其稳定性”部
分的分析,在无量纲刚度k 分别等于100、200、

500,以及无量纲约束位置ξb[见图
 

1及式(5)]分
别为0.2、0.4、0.82时,通过计算a1,a2,a3 的值及

判断a3/a2、a3/a1 的正负,两类周期运动--平面

周期运动和空间周期运动的稳定性关于质量比β
的分布形式如图

 

4所示.值得一提的是,管道在做

平面周期运动时自由端的轨迹近似是一条线段,类
似数字“1”,所以把平面周期运动表示在纵坐标为

“1”的位置;而管道在做空间周期运动时自由端的

轨迹是一个圆周,类似数字“0”,所以把空间周期运

动表示在纵坐标为“0”的位置.两类周期运动的稳

定性的分布受参数k及ξb 的影响,具体而言,对给

定的ξb,k增加时,稳定平面(或空间)周期运动和

不稳定平面(或空间)周期运动的左分界点往左移

动,中间分界点往右移动或保持不变,右分界点往

左移动;对给定的k,ξb 增加时,稳定平面(或空间)
周期运动和不稳定平面(或空间)周期运动的左分

界点往左移动,中间分界点往右移动或保持不变,
右分界点往左移动.进一步观察可知,图

 

4(a→b→
c)的变化和图

 

4(d→e→f)的变化不甚明显,但图
 

4
(g→h→i)的变化较为明显,即约束距离悬臂端越

远(对应ξb 越大),弹簧刚度的变化对管道动力学

行为的影响越明显.从图
 

4(a→d→g)、图
 

4(b→e→
h)、图

 

4(c→f→i)的变化趋势看,对给定的k,比较

ξb 从0.2增加到0.4以及从0.4增加到0.82时管

道动力学性质的变化,后者更为明显;且k 越大,ξb

从0.2增加到0.4、再增加到0.82时,管道动力学

性质的变化越显著.
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图4 k和ξb 取不同值时两类周期运动的稳定性随质量比的变化

Fig.4 The
 

variation
 

of
 

the
 

stability
 

of
 

two
 

types
 

of
 

periodic
 

motion
 

with
 

the
 

mass
 

ratio
 

for
 

different
 

values
 

of
 

k
 

and
 

ξb

  根据图
 

4可制出表1和表2,从这两个表可以

看出,在ξb 一定时增大k,或在k一定时增大ξb,均
会使得稳定的平面周期运动所对应的质量比区间

变小,稳定的空间周期运动所对应的质量比区间变

大.总的来讲,k和ξb 的增加会使得稳定的平面周

期运动所对应的质量比区间减小,稳定的空间周期

运动所对应的质量比区间增大.下面分别取定几组

具体的参数,对方程(12)进行数值计算,并将计算

结果代入方程(10)得到η、ζ及相应的η
·、ζ

·
,从而验

证图
 

4所示的稳定周期运动的类型.

表1 稳定的平面周期运动所对应的质量比β的区间总长

Table
 

1 The
 

total
 

length
 

of
 

interval
 

of
 

mass
 

ratio
 

corresponding
 

to
 

stable
 

planar
 

periodic
 

motions

ξb k=100 k=200 k=500

0.2 0.5232 0.52314 0.52295

0.4 0.52238 0.52152 0.51897

0.82 0.49817 0.47772 0.42919

表2 稳定的空间周期运动所对应的质量比β的区间总长

Table
 

2 The
 

total
 

length
 

of
 

interval
 

of
 

mass
 

ratio
 

corresponding
 

to
 

stable
 

spatial
 

periodic
 

motions

ξb k=100 k=200 k=500

0.2 0.4768 0.47686 0.47705

0.4 0.47762 0.47848 0.48103

0.82 0.50183 0.52228 0.57081

取k=100,ξb=0.82,β=0.19,根据图4(g)的

预测,此时管道做稳定的平面周期运动.在该组参

数下,数值求解方程(12)并结合方程(10)可得η、

ζ、η
· 及ζ

·,其相互间的关系如图5(a)~图5(d)所

示.需要说明的是,为便于数值模拟,在图5~图8
中,流速跨越临界值的增量均取为0.2;另外,在图

5~图8中,彩色的线或点的含义是:蓝色对应管道

的瞬态解,红色对应管道的稳态解,品红色表示管

道的轴线,子图(a)~图(d)的含义是:(a)管道自由

端在两个横向上的位移关系,(b)整个管道做稳态振

23
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图5 (a)管道自由端在两个方向上的位移关系;(b)整个管道的
稳态振动;(c)管道自由端在η方向上的位移-速度关系;

(d)管道自由端在ζ方向上的位移-速度关系;

(e,f)
 

Poincaré截面上η与ζ及ζ与ζ
·
的关系

Fig.5 (a)
 

The
 

position
 

relationship
 

of
 

the
 

free
 

ends
 

of
 

the
 

pipe
 

in
 

two
 

directions;(b)
 

The
 

steady-state
 

vibration
 

of
 

the
 

whole
 

pipe;
 

(c)
 

The
 

velocity-displacement
 

elationship
 

diagram
 

of
 

the
 

free
 

ends
 

of
 

the
 

pipe
 

in
 

η
 

direction;(d)
 

The
 

velocity-displacement
 

relationship
 

diagram
 

of
 

the
 

free
 

ends
 

of
 

the
 

pipe
 

in
 

ζ
 

direction;
 

(e,f)
 

The
 

η-ζ
 

and
 

ζ-ζ
·

 

relationship
 

diagrams
 

on
 

the
 

Poincaré
 

section

动时的位形图,(c)η 方向上的位移-速度关系,
(d)为ζ 方向上的速度-位移关系.以η

·=0为

Poincaré截面作映射图,该截面上η与ζ及ζ与ζ
·
的

关系如图5(e)~图5(f)所示,可见映射收敛到不

动点.综合图
 

5可知,k=100,ξb =0.82,β=0.19
时管道做稳定的平面周期运动,与图4(g)的预测

一致.关于振动频率:在该质量比(即β=0.19)处,
流速取临界值5.4901[如图

 

3(a)]时,由图3(b)知
管道的临界频率为13.7516;当流速超过临界值

0.2(为小扰动)时,通过数值计算可得管的自振频

率为13.9101,与临界频率颇为接近.
  

取k=500,ξb=0.82,β=0.19,根据图
 

4(i)的
预测,此时管道做稳定的空间周期运动.通过方程

(12)和方程(10)的数值解所得到的η、ζ、η
· 及ζ

·
的

关系如图6(a)~图6(d)所示,以η
·=0为Poincaré

截面作映射图,该截面上η与ζ及ζ与ζ
·
的关系如图

6(e)~图6(f)所示,映射收敛到不动点.图6表明,

图6 (a)管道自由端在两个方向上的位移关系;(b)整个管道的
稳态振动;(c)管道自由端在η方向上的位移-速度关系;

(d)管道自由端在ζ方向上的位移-速度关系;

(e,f)
 

Poincaré截面上η与ζ及ζ与ζ
·
的关系

Fig.6 (a)
 

The
 

position
 

relationship
 

of
 

the
 

free
 

ends
 

of
 

the
 

pipe
 

in
 

two
 

directions;
 

(b)
 

The
 

steady-state
 

vibration
 

of
 

the
 

whole
 

pipe;
 

(c)
 

The
 

velocity-displacement
 

relationship
 

diagram
 

of
 

the
 

free
 

ends
 

of
 

the
 

pipe
 

in
 

η
 

direction;
 

(d)
 

The
 

velocity-displacement
 

relationship
 

diagram
 

of
 

the
 

free
 

ends
 

of
 

the
 

pipe
 

in
 

ζ
 

direction;
 

(e,
 

f)
 

The
 

η-ζ
 

and
 

ζ-ζ
·

 

relationship
 

diagrams
 

on
 

the
 

Poincaré
 

section

管道做稳定的空间周期运动,与图4(i)的预测一

致.图6和图5相比,只有k的值改变了,说明k的

增加使得原本稳定的平面周期运动变成了稳定的

空间周期运动,印证了上文中关于“k 的变化对周

期运动的影响”的陈述.关于振动频率:此处质量比

β 仍 为 0.19,临 界 流 速、临 界 频 率 仍 分 别 为

5.4901、13.7516
 

(如图3所示);当流速超过临界

值0.2(为小扰动)时,通过数值计算可得管道的自

振频率为13.9968,与临界频率也很接近,但与图5
中的自振频率13.9101有微小差别,表明不同k值

所引起的非线性项的差异影响了管道的自振频率.
  

取k=500,ξb =0.2,β=0.58,根据图
 

4(c)的
预测,此时管道做稳定的平面周期运动.基于方程

(12)和方程(10)的数值解所得到的η、ζ、η
· 及ζ

·
的

关系如图7(a)~图7(d)所示,在Poincaré截面η
·

=0上,η与ζ及ζ与ζ
·
的关系如图7(e)、图7(f)所

示,蓝色的瞬态点收敛到红色的稳态不动点.由图7
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图7 (a)管道自由端在两个方向上的位移关系;(b)整个管道的
稳态振动;(c)管道自由端在η方向上的位移-速度关系;

(d)管道自由端在ζ方向上的位移-速度关系;

(e,f)
 

Poincaré截面上η与ζ及ζ与ζ
·
的关系

Fig.7 (a)
 

The
 

position
 

relationship
 

of
 

the
 

free
 

ends
 

of
 

the
 

pipe
 

in
 

two
 

directions;
 

(b)
 

The
 

steady-state
 

vibration
 

of
 

the
 

whole
 

pipe;
 

(c)
 

The
 

velocity-displacement
 

relationship
 

diagram
 

of
 

the
 

free
 

ends
 

of
 

the
 

pipe
 

in
 

η
 

direction;
 

(d)
 

The
 

velocity-displacement
 

relationship
 

diagram
 

of
 

the
 

free
 

ends
 

of
 

the
 

pipe
 

in
 

ζ
 

direction;
 

(e,f)
 

The
 

η-ζ
 

and
 

ζ-ζ
·

 

relationship
 

diagrams
 

on
 

the
 

Poincaré
 

section

知管道做稳定的平面周期运动,与图4(c)的预测

一致.在振动的频率方面,此时的质量比(即β=
0.58)对应的临界流速[如图

 

3(a)]和临界频率[如
图

 

3(b)]分别为9.8530和26.4882;当流速超过临

界值0.2(为小扰动)时,通过数值计算所得到的管

的自振频率为26.8972,接近临界频率.
  

取k=500,ξb=0.82,β=0.58,根据图
 

4(i)的
预测,此时管道做稳定的空间周期运动.方程(12)

和方程(10)的数值解所给出的η、ζ、η
· 及ζ

·
的关系

如图8(a)~图8(d)所示,以η
·=0为Poincaré截面

作映射图,其给出的η 与ζ 及ζ
·
及ζ

·
的关系如图8

(e)、图8(f),蓝色的瞬态点收敛到红色的稳态不动

点.图
 

8表明管道做稳定的空间周期运动,与图
 

4
(i)的预测一致.图

 

8与图
 

7在参数上的差别仅为

ξb,但运动形式却有改变,其表明:ξb 的增加使得原

本稳定的平面周期运动变成了稳定的空间周期运

动,印证了上文中关于“ξb的变化对周期运动的影

图8 (a)管道自由端在两个方向上的位移关系;(b)整个管道的
稳态振动;(c)管道自由端在η方向上的位移-速度关系;

(d)管道自由端在ζ方向上的位移-速度关系;
(e,f)

 

Poincaré截面上η与ζ及ζ与ζ
·的关系

Fig.8 (a)
 

The
 

position
 

relationship
 

of
 

the
 

free
 

ends
 

of
 

the
 

pipe
 

in
 

two
 

directions;
 

(b)
 

The
 

steady-state
 

vibration
 

of
 

the
 

whole
 

pipe;
 

(c)
 

The
 

velocity-displacement
 

relationship
 

diagram
 

of
 

the
 

free
 

ends
 

of
 

the
 

pipe
 

in
 

η
 

direction;
 

(d)
 

The
 

velocity-displacement
 

relationship
 

diagram
 

of
 

the
 

free
 

ends
 

of
 

the
 

pipe
 

in
 

ζ
 

direction;
 

(e,
 

f)
 

The
 

η-ζ
 

and
 

ζ-ζ
·

 

relationship
 

diagrams
 

on
 

the
 

Poincaré
 

section

响”的陈述.在振动的频率方面,图8中的质量比、

临界流速和临界频率和图7中的相同,分别为

0.58、9.8530和26.4882;当流速超过临界值0.2
(为小扰动)时,通过数值计算所得到的管的自振频

率为27.0361,虽也接近临界频率,但和图7中的

自振频率26.8972有微小差别,原因在于两图所对

应的ξb 值不同,从而非线性项不同,最终导致管道

的自振频率有区别.

4 结论
  

本文研究了具有环状运动约束的悬臂输流管

道,侧重从 Galerkin离散化方程的系数出发判定

管道的周期运动类型(包括平面周期运动和空间周

期运动)及稳定性,即式(13)、式(26)、式(28)、式
(29)、式(31)、式(32)、式(36).基于振动方程的6
模态 Galerkin离散化方程,对不同的约束刚度系

数和约束放置位置,考察了该系统的两类周期运动
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的稳定性随质量比的变化情况,总结了两者对管道

的两类周期运动及其稳定性的影响规律.具体而

言:通过递增地取定约束刚度的值k=100,k=
200,k=500,以及递增地取定约束位置距管道的固

定端的值ξb =0.82,ξb =0.4,ξb =0.82,分析了管

道的平面周期运动和空间周期运动的稳定性沿质

量比β的分布情况,发现k 和ξb 的增加会使得管

道稳定的平面周期运动所对应的质量比区间减小,

稳定的空间周期运动所对应的质量比区间增大,且
运动约束到管道固定端的距离ξb 越大,弹簧刚度

的变化对管道动力学行为的影响越明显.借助常微

分方程的数值解、位形图、相图和Poincaré映射图,

相关结果得到了验证.
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