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摘要 MSF,即主稳定函数,是一种使用Lyapunov指数理论来确定复杂同型网络同步状态的稳定性的工

具.负的 MSF值表明网络可以同步.我们构建了一种双变量 HR模型来描述神经元在电场作用下的同步行

为,将神经元尺寸和外加电场作为影响电场作用的调控因素,利用简化的 MSF方法,研究主稳定函数 MSF
和电荷尺寸及外加电场的关系.结果显示,电场效应对神经网络同步的作用是丰富的.施加较强的恒定电场

可以促进网络同步,而施加交变电场则会抑制同步.另外,神经元半径也会影响电场效应的作用结果,在较

大的神经元半径下,神经网络会更容易同步.
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Abstract MSF,
 

or
 

main
 

stability
 

function,
 

is
 

a
 

method
 

that
 

uses
 

Lyapunov
 

exponent
 

theory
 

to
 

deter-
mine

 

the
 

stability
 

of
 

synchronization
 

states
 

in
 

complex
 

homogeneous
 

networks.
 

A
 

negative
 

MSF
 

value
 

indicates
 

that
 

the
 

network
 

can
 

synchronize.
 

In
 

this
 

paper,
 

a
 

two-variable
 

HR
 

model
 

is
 

proposed
 

to
 

de-
scribe

 

the
 

synchronization
 

behavior
 

of
 

neurons
 

under
 

the
 

effect
 

of
 

an
 

electric
 

field
 

by
 

a
 

simplified
 

MSF
 

method,
 

with
 

the
 

neuron
 

size
 

and
 

applied
 

electric
 

field
 

as
 

regulatory
 

factors.
 

The
 

relationship
 

among
 

the
 

main
 

stability
 

function
 

MSF,
 

the
 

charge
 

size
 

and
 

applied
 

electric
 

field
 

is
 

studied.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

electric
 

field
 

has
 

a
 

rich
 

effect
 

on
 

neural
 

network
 

synchronization.
 

A
 

strong
 

constant
 

electric
 

field
 

can
 

promote
 

network
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while
 

An
 

alternating
 

electric
 

field
 

can
 

inhibit
 

synchronization.
 

In
 

ad-
dition,

 

the
 

radius
 

of
 

the
 

neuron
 

also
 

affects
 

network
 

synchronization.
 

Under
 

a
 

larger
 

radius
 

of
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neu-
ron,
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neural
 

network
 

will
 

be
 

easier
 

to
 

synchronize.
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引言
  

神经元可以通过传递电信号来交换信息,兴奋

模式和静息模式实际上是通过电位差和频率来表

达的.因此,可以通过探索神经元的电信号模式来

研究神经元的信息传递模式.由于神经元具有非线
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性和复杂的放电节律模式,通过可控的数学模型模

拟神经元的放电信号来研究神经元的电活动是一

种有效途径,这有助于揭示影响神经元复杂动态行

为的因素[1-7].
同步是一种典型的耦合神经元系统的动力学

行为.神经元的同步行为可能与信息传递和处理有

关[8],同时大脑神经的反常同步现象也可能预示着

癫痫、帕金森等神经系统疾病[9,10].因此,研究耦合

神经元系统的同步现象对于理解神经系统的信息

处理和传递方式以及治疗神经系统疾病具有重要

意义.Pecora和Carroll[11,12]发现了两个耦合的混

沌系统可以发生同步.Casado[13]发现两个弱耦合

的神经元在内部噪声的作用下可以实现放电频率

和相位的同步.徐克生等[14]发现兴奋性神经元系

统的同步可能与兴奋细胞间的电突触耦合的数量

有关.
  

对神经元系统活动产生影响的参数有很多,近
年来研究发现,细胞内外离子浓度分布改变会改变

神经元的膜电位,对其电活动产生影响[15-21].神经

元膜表面可被视为具有均匀分布的电荷的带电体,

该带电体的电荷会产生电场.同时,外部电场也会

对神经元固有的电场空间分布产生影响.因此,电
场因素是在研究神经元电活动的变化规律中必须

考虑的,将电场因素引入神经元模型中是有必要

的.马军等[22]研究了电荷和极化变化引起的电场

效应,在不同种类的电场作用下,电场作用可以诱

导神经元放电模式改变.
 

电磁刺激技术是一种治

疗神经精神疾病的方法,利用电磁场对神经元的影

响,通过施加特定形式的电场调节神经元的生理活

动,从而影响神经系统的功能.该技术已广泛应用

于临床治疗癫痫、帕金森等疾病,并取得了较好的

疗效.1996年,Gluckman等人通过将弱直流外电

场应用于大脑海马区神经,发现施加直流电场对于

抑制癫痫疾病发作具有较好效果[23].Bikson等人

发现低幅值的直流均匀电场和电流刺激产生的局

部电场同样可以控制脑切片的癫痫样神经元活

动[24].因此,可以利用这种技术来治疗神经精神疾

病.
  

针对耦合神经元系统的同步状态判定问题,目
前已经提出了许多判定标准.MSF(主稳定函数)是

Pecora和Carroll[25]提出的一种用于定义同步流形

处的线性系统的稳定性的方法,它适用于由具有局

部线性化和块对角化耦合函数的任何动力系统构

成的一般恒等网络.这种新方法通过计算 Lya-

punov指数来预测模型的稳定性,负的 MSF值表

明网络可以同步,它的优势在于可以预测高维同步

流形的稳定性,但仍需要较长的计算时间[26].2012
年,Dabrowski[27]提出了一种快速而直接地计算横

向李雅普诺夫指数(TLE)的方法,以缩短 MSF的

数值模拟时间.2020年,Gambuzzaza等[28]使用广

义MSF方法,提出了一种新的基于误差的MSF计

算方法,可以有效简化 MSF的计算,在保证数值模

拟精度的要求下缩短计算时间.
  

在以上工作的基础上,我们提出了一种改进的

HR神经元模型,在模型中引入神经元半径r和外

部场强Eext作为调控参量,用以表示电场作用对神

经元模型的影响.构建耦合的神经元系统,考虑同

步流形处的线性系统的稳定性,以 MSF为判定同

步的标准,通过简化的 MSF计算方法,研究电场作

用对神经元网络同步的影响.

1 方法与模型

1.1 MFS方法
  

对于 MFS方法做简要解释:
  

根据文献中的定义[29],考虑一个由 N 个相同

的动力单元组成的复杂网络.每个单元包含一个非

线性振子的常微分方程,该方程表示为:

X
·

j =F(xj)-d∑
N

k=1
MjkG(xk) (1)

  

其中M 是一个耦合矩阵,它决定了网络的连接拓

扑.它是具有零行和严格正非对角项的对称拉普拉

斯矩阵,G确定通过它连接的耦合状态,d是耦合

参数.
  

同步流形应始终满足

S
·
=F(s) (2)

  

此状态可以被认为是稳定的.假设同步流形受

到扰动,扰动以0结束:

xj(t)=sj(t)+yj(t) (3)
  

代入式(1)则可得到

y·j =[DF(s)-d∑
N

k=1
MjkDG(s)]yj (4)

  

其中DF 和DG 是雅可比矩阵.借助于由矩阵 M
的特征向量构造的矩阵Q,等式变为:

z=Q-1y (5)
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z·j =[DF(s)-αjDG(s)]zj (6)
  

其中αj =dλj,λj 为矩阵Mjk 的特征值.
  

因而当z·j 为负时,y·j 为负,即扰动yj(t)将会

以0结束,网络可以达到同步.对于同一动力单元

组成的神经网络,只要其 MFS为负,网络就可以同

步.

1.2 HR模型
  

细胞或神经元中含有大量的带电离子,如钙、

钾、钠等,这些离子在细胞内传递,其中一些离子刚

好穿过膜通道形成跨膜电流.将神经元放置在外电

场中会产生一个感应电压,该电压导致细胞膜两侧

电荷的移动,从而改变膜两侧的离子浓度,跨膜的

离子电流改变了神经元细胞膜的膜电压.感应电压

的大小与神经元细胞质的特性相关,例如电阻率和

介电常数等,还与细胞的几何形状、极化率有关.膜

可视为具有一定均匀电荷分布的带电表面,从而产

生电场.假设膜面积为S,电荷数为q,介电常数为

ε,ε与介质的固有性质有关.则电场可由下式给出

E= q
2εS

(7)
  

电场E 和其产生的细胞膜去极化感应电压

ΔV 之间的关系为[30]

dΔV
dt +

ΔV
τ =

λ
τ

(8)

式中τ为 Maxwell-Wagner时间常数,代表电荷在

细胞膜上的累积速度.λ是极化长度.式(8)的解可

由下式给出[31]:

ΔV=rE (9)

其中r为视细胞为球形时的半径大小,ΔV 为板间

电压或细胞的膜电位.
  

HR神经元模型的数学模型由下式给出[32]:

dx
dt=y-3x3+3x2-z+a

dy
dt=1-5x2-y

dz
dt=bc(x+1.6)-bz

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(10)

其中变量x、y、z 分别描述了膜电位、与恢复变量

相关的快电流、自适应慢电流.a,b,c分别为参数

项.快变量y 对感应电场的变化非常敏感,考虑对

变量y 施加ΔV,分析电场对HR神经元的影响.

dx
dt=y-3x3+3x2-z+a

dy
dt=1-5x2-y+rE

dz
dt=bc(x+1.6)-bz

dE
dt=

1
2εS

dq
dt=

1
2εSy

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(11)
  

为简便起见,引入一个新的参数m 来描述极

化特性为m=1/2εS.此外,在外加电场作用下,神
经元内的电场被改变,其动力学方程可定义为

dx
dt=y-3x3+3x2-z+a

dy
dt=1-5x2-y+rE

dz
dt=bc(x+1.6)-bz

dE
dt=my+Eext

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(12)

Eext表示外部电场,m 为参数项.在本次实验中分

别取a=3.2;b=0.006;c=4;m=1.
  

外部场强有两种施加方式:
(1)恒定场强:
  

即Eext 的值不随时间改变,Eext=A,A 为固

定值;
(2)交变场强:
  

即Eext 的值随时间周期性变化,如公式(13)
所示:

Eext=Acos(ωt) (13)
其中A 表示最大场强,即阈值,ω 表示周期.

   

根据公式(6),改进的HR模型相应的MSF方

程为

z·1

z·2

z·3

z·4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

-d+(6x-3x2) 1 -1 0

-10x -1 0 r
bc 0 b 0
0 m 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

z1
z2
z3
z4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(14)
其中d 为耦合系数.

  

在本次实验中,用于调控电场效应的参数有两

个,分别是神经元半径r 和外部场强Eext.为了探

究电场效应对神经网络同步的影响,我们将讨论以

下三种情形:(1)不施加外部电场,不同的神经元半

径r下,MSF随耦合强度d 的变化情况;(2)固定

神经元半径,施加恒定的外部场强Eext 下,MSF随
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耦合强度d 的变化情况;(3)固定神经元半径,施
加交变电场Eext下,MSF随耦合强度d 的变化情

况.

2 模拟

2.1 神经元半径
  

在本次实验中,将神经元半径r 作为调控参

数,观察在不同的耦合强度d 下,MSF值随神经元

半径r的变化情况.数值仿真采用欧拉算法,时间

步长为0.1,计算T=1000个时间单位.选择的耦

合强度d 的取值范围为[0,3],取值间隔为0.01,

神经元半径r的取值范围为[0,0.05],取值间隔为

0.0005.
  

在图1中,我们给出了不同的神经元半径r
下,MSF

 

随耦合强度d 的变化情况.从图中可以观

察到,当耦合强度d 增大时,MSF逐渐减小,并过

零点,这意味着,在 HR模型中,耦合强度d 增大

可以促使耦合神经元系统发生同步.
  

在图2中,我们绘制了以神经元半径r及耦合

强度d 为调控参数,MSF的三维曲面图.从图中可

图1 不同r值下的d 与 MSF的2D图

Fig.1 The
 

2D
 

plot
 

for
 

d
 

vs
 

MSF
 

for
 

various
 

values
 

of
 

r
 

图2 r与d 对 MSF的联合效应3D图
Fig.2 The

 

3D
 

plots
 

displaying
 

the
 

combined
 

effect
 

of
 

r
 

and
 

d
 

on
 

the
 

MSF

图3 r与d 对 MSF的联合效应平面图

Fig.3 The
 

image
 

plot
 

displaying
 

the
 

combined
 

effect
 

of
 

r
 

and
 

d
 

on
 

the
 

MSF

以观察到,当耦合强度d 不变时,主稳定性函数

(MSF)随着神经元半径r的增大,产生先增大后减

小的变化,甚至包括由负值转变为正值再转变为负

值的情况,即原本在该耦合强度下可以产生同步的

神经元系统,由于神经元半径r 的增加,会出现无

法产生同步的情况.这说明神经元半径r 增大,对
神经网络的同步具有抑制作用.

  

另外,我们绘制了耦合强度d 和神经元半径r
的平面图,如图3中所示,可以更直观地展示神经

元半径r增大对神经网络的同步的抑制作用.从图

中可以看到,当r取值范围在[0,0.04]时,MFS随

着神经元半径r增大而增大.且当神经元半径r取

值范围在[0.035,0.04]时,图像颜色发生显著变

化,这意味着这一范围内,电场对耦合神经元同步

的抑制作用较为明显.当神经元半径r取值范围在

[0.04,0.045],MFS下降,尤其是耦合强度d 的取

值范围在[1.5,3]时.当神经元半径r 取值范围在

[0.045,0.05],MFS再次增大.

2.2 恒定电场
  

在本次实验中,将外部电场Eext 作为调控参

数,神经元半径r 固定为0.02,为表示恒定电场,
令Eext=A,A 为场强.观察在不同的耦合强度d
下,MSF值随A 的变化情况.数值仿真采用欧拉

算法,时间步长为0.1,计算T=1000个时间单位.
选择的耦合强度d 的取值范围为[0,3],取值间隔为

0.01.选择A 的取值范围为[0,10],取值间隔为0.1
在图4中,我们给出了不同的恒定场强A 下,

MSF随耦合强度d 的变化情况.从图中可以观察

到,当耦合强度d 增大时,MSF逐渐减小.这意味

着,在HR模型中,耦合强度d 增大可以促使耦合

神经元系统发生同步.
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图4 不同A 值下的d 与 MSF的2D图(恒定电场)
Fig.4 The

 

2D
 

plot
 

for
 

d
 

vs
 

MSF
 

for
 

various
 

values
 

of
 

A
 

(constant
 

electric
 

field)

图5 A 与d 对 MSF的联合效应3D图(恒定电场)
Fig.5 The

 

3D
 

plots
 

displaying
 

the
 

combined
 

effect
 

of
 

A
 

and
 

d
 

on
 

the
 

MSF
 

(constant
 

electric
 

field)

图6 r与d 对 MSF的联合效应平面图(恒定电场)
Fig.6 The

 

image
 

plot
 

displaying
 

the
 

combined
 

effect
 

of
 

r
 

and
 

d
 

on
 

the
 

MSF
 

(constant
 

electric
 

field)
  

在图2中,我们绘制了以恒定场强A 及耦合

强度d 为调控参数,MSF的三维曲面图.从图中可

以观察到,当耦合强度d 不变时,MSF随着A 的

增大而逐渐减小,尤其在耦合强度较小时,下降幅

度更为明显.这说明当施加恒定电场时,场强增大,

对神经网络的同步具有促进作用.
  

同样地,我们绘制了耦合强度d 和恒定场强A
的平面图,如图6中所示,可以更直观地展示A 增

大对神经网络同步的促进作用.从图中可以看到,

当A 取值范围在[0,4],耦合强度d 的取值范围在

[0,1]时,MFS图像颜色较浅.当 A 取值范围在

[4,10]时,图像颜色显著变深,这意味着这一范围

内,电场对耦合神经元同步的促进作用较为明显.
而当耦合强度d 大于1时,图像颜色变化不明显,

这意味着恒定场强对神经系统同步的促进作用可

能存在限制.

2.3 交变电场
  

在本次实验中,将外部电场Eext 作为调控参

数,神经元半径r 固定为0.02,为表示交变电场,

外部场强Eext由公式(14)给出

Eext=Acos(ωt) (14)
  

在实验中,取ω=0.2.
  

数值仿真采用欧拉算法,时间步长为0.1,计
算T=1000个时间单位.选择的耦合强度d 的取

值范围为[0,3],取值间隔为0.01.选择A 的取值

范围为[0,3000],取值间隔为50.
  

在图7中,我们给出了不同的场强阈值A 下,

MSF随耦合强度d的变化情况.从图中可以观察

图7 不同A 值下的d 与 MSF的2D图(交变电场)
Fig.7 The

 

2D
 

plot
 

for
 

d
 

vs
 

MSF
 

for
 

various
 

values
 

of
 

A
 

(alternating
 

electric
 

field)

图8 A 与d 对 MSF的联合效应3D图(交变电场)
Fig.8 The

 

3D
 

plots
 

displaying
 

the
 

combined
 

effect
 

of
 

A
 

and
 

d
 

on
 

the
 

MSF
 

(alternating
 

electric
 

field)
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图9 r与d 对 MSF的联合效应平面图(交变电场)
Fig.9 The

 

image
 

plot
 

displaying
 

the
 

combined
 

effect
 

of
 

A
 

and
 

d
 

on
 

the
 

MSF
 

(alternating
 

electric
 

field)

到,当耦合强度d 增大时,MSF逐渐减小.这意味

着,在HR模型中,耦合强度d 增大可以促使耦合

神经元系统发生同步.
  

在图8中,我们绘制了以场强阈值A 及耦合

强度d 为调控参数,MSF的三维曲面图.从图中可

以观察到,当耦合强度d 不变时,MSF随着A 的

增大而逐渐增大,尤其在耦合强度较小时,上升幅

度更为明显.这说明当施加交变电场时,场强阈值

增大,对神经网络的同步具有抑制作用.
  

同样地,我们绘制了耦合强度d 和交变场强

Eext的平面图,如图9中所示,可以更直观地展示

A 增大对神经网络同步的抑制作用.从图中可以看

到,当耦合强度d 的取值范围在[0,1]时,MFS图

像颜色随着场强阈值A 的增大而逐渐变浅,这意

味着当耦合强度d 小于1时,电场对耦合神经元同

步具有较好的抑制作用.与施加恒定电场时的情况

类似,当耦合强度d 大于1时,图像颜色变化不明

显.

3 结论
  

在本文中,我们研究了电场作用对神经元模型

的网络同步的影响.我们提出了一种改进的HR神

经元模型,在模型中引入神经元半径r和外部场强

Eext作为调控参量,用以表示电场作用对神经元模

型的影响,将 MSF(主稳定性函数)值作为判断网

络是否同步的衡量标准,计算主稳定性函数 MSF
随着耦合系数d 变化的变化.我们设计了三种电

场作用对神经元影响的情形:(1)不施加外部电场,

不同的神经元半径r 下,MSF随耦合强度d 的变

化情况;(2)固定神经元半径,施加恒定的外部场强

Eext下,MSF随耦合强度d 的变化情况;(3)固定

神经元半径,施加交变电场Eext 下,MSF随耦合强

度d 的变化情况.分别对以上三种情形下的模型

进行了数值模拟.结果表明:(1)不施加外部电场

时,当神经元半径r增加,
 

HR模型的主稳定性函

数 MSF总体上均呈现上升趋势,并伴随由负转正

的情况,即神经网络从同步状态转变为不同步状

态.当神经元半径r
 

取值范围在[0.04,0.045]时,

MFS出现了下降的情况,神经元半径r 对网络同

步产生促进作用.而r在其他范围内均对网络同步

产生抑制作用.(2)施加恒定的外部电场Eext 时,

HR模型的主稳定性函数 MSF随着场强增大而减

小,尤其在耦合强度d 小于1时改变明显.施加较

大的恒定电场会对神经网络同步产生促进作用.
(3)施加交变电场Eext=Acos(ωt)时,HR模型的

主稳定性函数 MSF随着场强增大而增大,尤其在

耦合强度d 小于1时效果明显.施加较强的恒定电

场会对神经网络同步产生抑制作用.以上研究结果

表明,电场效应对神经网络同步的作用是丰富的,

通过施加不同的外部电场,可以对神经网络的同步

产生截然不同的效果.施加较强的恒定电场可以促

进网络同步,而施加交变电场则会抑制同步.另外,

神经元半径也会影响电场效应的作用结果,当神经

元半径在[0.04,0.045]范围内,神经网络会更容易

同步.
 

研究结果对神经网络同步的影响因素以及

控制神经网络同步状态具有重要意义,
 

根据本文

采用的模型研究结果可知,通过对大脑施加特定的

电场,其可以改变神经元的放电特性,进而对神经

元活动产生影响,可以使神经网络更容易达到同步

或不同步的状态,进一步结合神经系统疾病的发作

特性和机制,可以达到缓解和治疗神经系统疾病的

作用,为改善神经系统疾病的治疗方案提供帮助.
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