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摘要 本文以一种石墨烯与碳纤维协同增强三相复合材料圆柱壳为研究对象,研究了在任意边界条件下该

新型功能梯度三相复合材料圆柱壳的自由振动特性.首先,基于一阶剪切变形理论、Von-Karman几何非线

性关系和 Hamilton原理,推导了三相复合材料圆柱壳结构运动控制方程.然后,应用Galerkin法离散求解

三相复合材料圆柱壳的固有频率和模态振型.最后通过将本文方法与Abaqus仿真结果进行对比,验证了本

文方法的准确性.此外,本文进一步分析了石墨烯质量分数、功能梯度形式和边界条件等不同因素对新型三

相复合材料圆柱壳固有振动特性的影响.

关键词 圆柱壳, 三相复合材料, 石墨烯, 固有振动特性

中图分类号:O321 文献标志码:A

Free
 

Vibration
 

Charateristics
 

of
 

Functionally
 

Graded
 

Three-Phase
 

Composite
 

Cylindrical
 

Shells*

Duan
 

Jinqiu1 Liu
 

Tao1 Zheng
 

Yan2†

(1.
 

Faculty
 

of
 

Materials
 

and
 

Manufacturing,
 

Beijing
 

University
 

of
 

Technology,
 

Beijing 100124,
 

China)

(2.
 

College
 

of
 

Basic
 

Education,
 

Beijing
 

Institute
 

of
 

Graphic
 

Communication,
 

Beijing 102600,
 

China)

Abstract The
 

free
 

vibration
 

characteristics
 

of
 

a
 

cylindrical
 

shell
 

of
 

a
 

functionally
 

graded
 

three-phase
 

composite
 

are
 

investigated
 

under
 

arbitrary
 

boundary
 

conditions.
 

The
 

novel
 

three-phase
 

composite
 

is
 

com-
posed

 

of
 

graphene
 

platelets
 

(GPLs)
 

in
 

the
 

form
 

of
 

functional
 

gradient,
 

carbon
 

fibers
 

with
 

different
 

layup
 

angles
 

and
 

epoxy
 

resin
 

matrix.
 

Firstly,
 

the
 

governing
 

equations
 

of
 

motion
 

for
 

the
 

cylindrical
 

shell
 

struc-
ture

 

of
 

the
 

three-phase
 

composite
 

are
 

derived
 

based
 

on
 

the
 

first-order
 

shear
 

deformation
 

theory
 

(FSDT),
 

the
 

Von-Karman
 

geometric
 

nonlinear
 

relationship
 

and
 

Hamilton􀆶s
 

principle.
 

Then,
 

the
 

natural
 

frequen-
cies

 

and
 

mode
 

shapes
 

of
 

the
 

three-phase
 

composite
 

cylindrical
 

shell
 

were
 

discretely
 

solved
 

by
 

applying
 

the
 

Galerkin
 

method.
 

Finally,
 

the
 

accuracy
 

of
 

this
 

paper􀆶s
 

method
 

is
 

verified
 

by
 

comparing
 

it
 

with
 

Abaqus
 

simulation
 

results.
 

In
 

addition,
 

the
 

effects
 

of
 

GPLs
 

mass
 

fraction,
 

functional
 

gradient
 

form
 

and
 

bounda-
ry

 

conditions
 

on
 

the
 

intrinsic
 

vibration
 

characteristics
 

of
 

three-phase
 

composite
 

cylindrical
 

shells
 

are
 

ana-
lyzed.
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引言
  

为了减少碳排放、降低燃油成本,航空领域对

飞机结构轻量化提出更高的要求.由于复合材料具

有高比刚度、高比强度和良好的设计能力等特点,

大量使用复合材料可有效减轻飞机结构重量、降低

能耗并改善振动特性.复合材料圆柱壳结构是飞机

制造的常用结构件,其振动问题受到广泛关注.
传统复合材料主要有复合层合材料和功能梯

度复合材料等类型.层合复合材料大多由不同铺设

角度的纤维作为增强材料,以层合形式分布在基体

中.为了提高复合材料的综合力学特性,功能梯度

的概念被提出.功能梯度复合材料的增强体在基体

中的分布近似连续变化[1,2],这一特性使得功能梯

度复合材料大大减少了应力集中现象.此外,通过

改变增强体的功能梯度形式,可以使复合材料具有

不同的性能.
  

近年来,学者们对层合功能梯度复合材料结构

做了较多报道.杨佳慧等[3]研究了悬臂边界条件下

复合材料层合板的非线性动力学特性.郭翔鹰等[4]

研究了一边固支三边自由边界条件下正交铺设的

纤维层合复合材料壳结构的非线性动力学特性.
Zhong等[5]研究了层合复合材料截面薄壁圆柱壳

的振动特性.Wang等[6]基于一阶剪切变形壳理

论,采用混响射线矩阵法研究了任意边界条件下层

合复合材料圆柱壳结构的自由振动特性.Qin等[7]

采用一阶剪切变形理论和切比雪夫多项式逼近许

用函数的方法,求解了碳纳米管功能梯度复合材料

圆柱壳在任意边界条件下的自由振动问题.Thang
等[8]对一种同时考虑了中性面影响和空隙率的功

能梯度薄壁圆柱壳进行了自由振动分析.
  

本文的研究对象是一种特殊的功能梯度三相

复合材料,该材料由一种基体材料和两种增强体材

料共三种不同类型的物质复合而成.三种材料协同

作用,取长补短,使三相复合材料比传统两相复合

材料具有更丰富的力学性能且综合性能更加优异,

该材料在航空航天部件中具有广阔的应用前景.
学者们对三相复合材料结构振动方面报道较

少,且大多集中在梁和板方面.Ebrahimi等[9]采用

Halpin-Tsai模型和细观力学方法计算了聚合物、碳
纤维和碳纳米管三相复合材料的有效材料性能,对
三相复合材料板振动特性进行了分析.Ghorbanpour

 

Arani等[10]利用 Halpin-Tsai模型计算了由环氧树

脂基体、碳纳米管和碳纤维组成的三相复合材料有

效性能,研究了三相复合材料夹层梁在外磁场作用

下的振动行为.姜盼等[11]基于一阶剪切变形理论,

研究了简支边界条件下,石墨烯和压电纤维构成的

三相复合材料板的非线性动力学特性.郭翔鹰等[12]

基于一阶剪切板理论,研究了压电纤维复合材料

(MFC)悬 臂 板 的 非 线 性 动 力 学 特 性.
 

Al-Furjan
等[13]基于三阶剪切变形理论和Von-Karman非线性

关系,以碳纳米管和碳纤维作为增强体构成三相复

合材料,研究了湿热环境下三相复合材料环形圆盘

的非线性振动特性.然而,关于石墨烯碳纤维协同增

强三相复合圆柱壳自由振动特性的研究报道很少.
基于以上概况,本文以石墨烯纳米材料与碳纤

维协同增强的功能梯度三相复合材料圆柱壳为研

究对象,分析了功能梯度三相复合圆柱壳的自由振

动特性,并研究了石墨烯纳米片的质量分数、石墨

烯功能梯度分布形式等因素对三相复合材料圆柱

壳固有频率和模态振型的影响.研究结果可为工程

中的功能梯度三相复合圆柱壳结构设计与优化提

供理论指导.

1 几何模型和动力学建模

1.1 三相复合材料参数
  

本文中的三相复合材料由环氧树脂基体、石墨

烯纳米增强体和碳纤维宏观增强体构成,基体和增

强体材料属性见文献[14].
 

石墨烯纳米片以功能

图1 三相复合材料圆柱壳示意图

Fig.1 Schematic
 

diagram
 

of
 

a
 

three-phase
 

composite
 

cylindrical
 

shell
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梯度形式分布在环氧树脂基体中形成杂化基体.碳
纤维以层合的形式分布在石墨烯增强环氧树脂杂

化基体中.三相复合材料圆柱壳示意图如图1所

示.通过Halpin-Tsai方法[14]计算杂化基体力学特

性,通过 Mori-Tanaka方法[15]求碳纤维增强杂化

基体构成的三相复合材料的力学特性.

1.2 圆柱壳几何模型
  

本文所研究的功能梯度三相复合材料圆柱壳

的几何模型如图2所示.其中,圆柱壳的轴长、半径

和厚度分别为:L=2m、R=1m、h=0.05m.柱坐

标系建立在圆柱壳的中面.其中圆柱壳的轴向、周

向和径向的坐标分别用x、θ、z表示.u、v和w 分别

表示圆柱壳沿轴向、周向和径向的变形.在弹性约

束下的圆柱壳,由ku、kv 和kw 三个线弹簧分别限

制圆柱壳沿x 轴、θ轴和z轴方向的位移,由kφx 和

kφθ 两个扭转弹簧分别限制圆柱壳沿θ轴和x 轴方

向的扭转.

图2 圆柱壳的几何模型

Fig.2 Geometric
 

model
 

of
 

cylindrical
 

shell

1.3 动力学建模
  

根据一剪切变形理论,计算圆柱壳上任意一点

的位移场:

u(x,θ,z)=u0(x,θ)+zφx(x,θ) (1a)

ν(x,θ,z)=ν0(x,θ)+zφθ(x,θ) (1b)

w(x,θ,z)=w0(x,θ) (1c)
圆柱壳中面上沿轴x、θ 和轴z 的位移分别用u0、

v0、w0 表示.φx 和φθ 分别表示绕轴和轴的转角.
  

随后通过von-Karman几何非线性关系得到

应变分量,如下所示:
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其中:
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上式中,εxx 和εθθ 表示主应变,γxθ、γxz 和γθz 表

示切应变.本构关系为:
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虚动能δT、虚势能δU 和虚功δW 分别表示

为:

δT=∫V
ρ(u

·δu·+ν·δν·+w·δw·)dV (5)

δU=∫V
(σxxδεxx +σθθδεθθ +σxθδεxθ +

  σxzδεxz +σθzδεθz)dV (6)

δW =0 (7)
  

将式(5)~式(7)代入式(4)得到运动控制微分

方程,如下所示:

δu0:Nxx,x +
Nxθ,θ

R =I0u
··
0+I1φ

··
x (8a)

δν0:Nxθ,x +
Nθθ,θ

R +
Qθ

R =I0ν
··
0+I1φ

··
θ (8b)

δw0:-
Nθθ

R +Qx,x +
Qθ,θ

R =I0w
··
0

 (8c)

δφx:Mxx,x +
Mxθ,θ

R -Qx =I1u
··
0+I2φ

··
x (8d)
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δφθ:Mxθ,x +
Mθθ,θ

R -Qθ =I1ν
··
0+I2φ

··
θ (8e)

  

膜应力表示为Nxx、Nθθ、Qθ 和Qx,膜矩表示为

Mxθ 和Mθθ,Ii(i=0,1,2)表示质量惯性矩.
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􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

ε1xx

ε1θθ

γ1
xθ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (10)

Ii=∫
h
2

-
h
2

ziρeffdz
   

(I=0,1,2) (11)

(Aij,Bij,Dij)=∫
h
2

-
h
2

Qij(1,z,z2)dz (12)
    

三相复合材料圆柱壳的位移函数假设为以傅

里叶余弦级数和增补函数叠加的形式,如下所示:

u(x,θ,t)=U(x,θ)eiwt

=[∑
M

m=0
∑
N

n=0
Umncosλmxcos(nθ)+

     ∑
2

l=1
∑
N

n=0
a1nζl(x)cos(nθ)]eiwt (13a)

ν(x,θ,t)=V(x,θ)eiwt

=[∑
M

m=0
∑
N

n=0
Vmncosλmxsin(nθ)+

     ∑
2

l=1
∑
N

n=0
b1nζl(x)sin(nθ)]eiwt (13b)

w(x,θ,t)=W(x,θ)eiwt

=[∑
M

m=0
∑
N

n=0
Wmncosλmxcos(nθ)+

     ∑
2

l=1
∑
N

n=0
c1nζl(x)cos(nθ)]eiwt (13c)

φx(x,θ,t)=ψx(x,θ)eiwt

=[∑
M

m=0
∑
N

n=0
ψxmncosλmxcos(nθ)+

     ∑
2

l=1
∑
N

n=0
d1nζl(x)cos(nθ)]eiwt (13d)

φθ(x,θ,t)=ψθ(x,θ)eiwt

=[∑
M

m=0
∑
N

n=0
ψθmncosλmxsin(nθ)+

     ∑
2

l=1
∑
N

n=0
e1nζl(x)sin(nθ)]eiwt (13e)

其中,m 和n分别表示模态振型对应的轴向波数和

周向波数,w 表示三相复合材料圆柱壳的固有角频

率.ζl(x)(l=1,2)为增补函数,有:

λm =mπ/L (14)

ζ1(x)=x x
L -1  

2

,ζ2 x  =
x2

L
x
L -1  

(15)

  

弹性约束中三相复合材料圆柱壳的边界条件

的数学表达式如下所示:
  

当x=0时:

ku0u0=Nxx,kν0ν0=Nxθ,kw0w0=Qx

kφx0
φx =-Mxx,kφθ0

φθ =-Mxθ (16)
  

当x=L 时:

kulu0= -Nxx,kνlν0= -Nxθ,kwlw0= -Qx

kφxl
φx =Mxx,kφθl

φθ =Mxθ (17)
  

通过调节弹簧刚度的值,可以变换任意边界条

件.对于固支边界条件,可以通过调节所有边界弹

簧的刚度值为无穷大得到.相反,对于自由边界条

件,可以通过调节所有边界弹簧的刚度值为零得

到.对于简支边界条件,可以通过调节弹簧kφx 的

刚度值为零,而其余弹簧刚度值调节为无穷大得

到.
  

将假设的位移函数代入弹性边界条件的数学

表达式中,得到增补函数系数与广义坐标之间的关

系.再将位移函数代入运动控制偏微分方程,通过

Galerkin法离散得到常微分方程[16],求解特征方

程得到圆柱壳自由振动的固有频率和模态振型.

2 计算结果验证
  

我们需要验证计算方法的可靠性.被选取用于

验证计算的三相复合材料圆柱壳,边界条件为两端

固支.石墨烯纳米片(GPLs)的质量分数为1%.石
墨烯纳米片以X型的功能梯度形式分布在环氧树

脂基体中形成杂化基体(HM).碳纤维以层合的形
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式铺设分布在石墨烯增强环氧树脂杂化基体中.碳
纤维的体积分数为10%,碳纤维铺层角度为[0°4/

90°4/0°/90°4].本文计算了该圆柱壳的固有频率,并
与有限元结果做比较,如表1所示.

 

由表1可以看出,基于本文方法求得的三相复

合材料圆柱壳固有振动频率的理论结果与有限元

结果的误差不超过0.36%,且模态振型与有限元

结果完全一致.因此可以认为本文方法具有良好的

准确性和较高的可靠性.

表1 三相复合材料圆柱壳固有频率(Hz)和模态振型与
有限元的对比

Table
 

1 Comparison
 

of
 

the
 

natural
 

frequencies
 

(Hz)
 

and
 

mode
 

shapes
 

of
 

three-phase
 

composite
 

cylindrical
 

shells
 

with
 

finite
 

elements
C-C Mode

 

No.1 Mode
 

No.2 Mode
 

No.3

Present

Abaqus

Present 212.30 239.63 253.98

Abaqus 211.71 238.76 253.71

Error 0.28% 0.36% 0.11%

3 结果分析

3.1 三相复合材料与纳米复合材料圆柱壳固有振

动比较

  

复合材料圆柱壳的轴长、半径和厚度分别为:

L=2m、R=1m、h=0.05m.边界条件选为两端固

支.选取两种复合材料的圆柱壳做固有频率和模态

振型比较.第一种是石墨烯增强环氧树脂构成的功

能梯度复合材料,其中石墨烯质量分数为1%,以

X型功能梯度分布在环氧树脂基体中.第二种是在

第一种功能梯度纳米增强复合材料的基础上,通过

碳纤维增强,构成的三相复合材料,其中碳纤维的

体积分数为10%.这两种复合材料圆柱壳结构在

固有频率、振型方面的对比结果如表2所示.可以

看出,三相复合材料圆柱壳与功能梯度纳米增强体

复合材料圆柱壳相比,模态振型虽然并无变化,但

固有频率有了较大的提高.其中前三阶的圆柱壳固

有频率分别增加了13.25%、16.98%和10.81%.

表2 功能梯度纳米复合材料圆柱壳与功能梯度三相
复合材料圆柱壳的固有频率(Hz)及模态振型比较

Table
 

2 Comparison
 

of
 

natural
 

frequencies
 

(Hz)
 

and
 

mode
 

shapes
 

of
 

functional
 

gradient
 

nanocomposite
 

cylindrical
 

s
hells

 

with
 

functional
 

gradient
 

three-phase
 

composite
 

cylindrical
 

shells
C-C Mode

 

No.1 Mode
 

No.2 Mode
 

No.3

Nano

Three-
phase

Nano 187.46 204.85 229.20

Three-phase 212.30 239.63 253.98

Increment 13.25% 16.98% 10.81%

3.2 石墨烯含量对三相复合材料圆柱壳固有频率

影响

选取三相复合材料圆柱壳的边界条件为两端固

支,三相复合材料中采用碳纤维增强环氧树脂作为

混杂基体,其中碳纤维含量为10%,碳纤维铺层角度

为[0°4/90°4/0°4/90°4].石墨烯增强材料均匀分布在杂

化基体中,计算不同石墨烯质量分数(WGpl)下三相

复合材料圆柱壳的固有频率,如图3所示.
随着石墨烯质量分数的增加,三相复合材料圆

柱壳前6阶的固有频率都显著增加.石墨烯含量从

图3 石墨烯(GPLs)含量对三相复合材料圆柱壳固有频率的影响

Fig.3 The
 

effect
 

of
 

graphene
 

platelets
 

(GPLs)
 

content
 

on
 

natural
 

frequencies
 

of
 

three-phase
 

composite
 

cylindrical
 

shells
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0%增加到1.5%的过程中,第1阶固有频率总体

增加了85.75%,第2阶 固 有 频 率 整 体 增 加 了

76.94%,第3阶固有频率增加了89.15%.第3阶

固有频率的增长梯度明显高于1阶和2阶固有频

率.此外,后三阶固有频率显著高于前三阶固有频

率,并且石墨烯含量的增加对第5阶固有频率的影

响最大.
值得注意的是,三相复合材料圆柱壳的第2阶

和第3阶固有频率当石墨烯质量分数在0%~0.25%

图4 三相复合材料圆柱壳2阶和3阶之间的模态振型转换

Fig.4 Transition
 

of
 

modal
 

shapes
 

between
 

2nd
 

and
 

3rd
 

order
 

for
 

three-phase
 

composite
 

cylindrical
 

shells

图5 三相复合材料圆柱壳5阶和6阶之间的模态振型转换

Fig.5 Transition
 

of
 

modal
 

shapes
 

between
 

5th
 

and
 

6th
 

order
 

for
 

three-phase
 

composite
 

cylindrical
 

shells

区间内逐渐接近.在石墨烯质量分数为0.25%时,

圆柱壳的第2阶和第3阶固有频率最为接近.此
时,第2和第3阶的固有频率之间仅仅相差1.
65%,意味着系统可能出现1:1内共振.但石墨烯

质量分数大于0.25%之后,三相复合材料圆柱壳

的第2阶和第3阶固有频率之间的差距就逐渐扩

大.可以认为在石墨烯质量分数为0.25%时(A
处),圆柱壳结构出现了频率转向,第2阶和第3阶

模态发生了振型转换,如图4所示.同时,当石墨烯

质量分数在0.5%~1%区间内时,三相复合材料

圆柱壳的第5阶和第6阶固有频率与石墨烯之间

的关系曲线也出现了先逐渐接近再逐渐远离的现

象.在石墨烯质量分数为0.75%时(B处),第5阶

和第6阶固有频率最接近,二者仅相差0.22%.第

5阶、第6阶关系曲线在B点处出现了频率转向,

且第5阶和第6阶的模态振型发生了转换,如图5
所示.

3.3 梯度形式对三相复合材料圆柱壳固有频率影响
  

本节研究了石墨烯功能梯度形式对三相复合

材料圆柱壳固有频率的影响.此时设定石墨烯质量

分数为1%,杂化基体的组成成分、边界条件与前

文描述相同.分别计算出X、V、A、O四种不同石墨

烯功能梯度形式下三相复合材料圆柱壳的固有频

率,结果如图6所示.
  

从石墨烯功能梯度形式与圆柱壳固有频率关

系柱状图可以看出,在 O 型功能梯度分布形式

(FG-O)下,功能梯度三相复合材料圆柱壳的前六

阶固有频率最小.其次是FG-V和FG-A功能梯度

下圆柱壳的固有频率.然而,当石墨烯以FG-X形

式分布时,三相复合材料圆柱壳的前六阶固有频率

图6 石墨烯功能梯度形式对三相复合材料
圆柱壳固有频率的影响

Fig.6 Effect
 

of
 

GPLs
 

functional
 

gradient
 

form
 

on
 

the
 

natural
 

frequency
 

of
 

three-phase
 

composite
 

cylindrical
 

shells
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相对最大.其中,FG-X模式下功能梯度三相复合

材料圆柱壳前三阶固有频率比FG-O模式下的分

别高出16.38%、24.51%和10.84%.所以,当石墨

烯更多的分布在复合材料的上下表面时,对圆柱壳

结构固有频率的改善效果较好.

4 结论
  

本文以功能梯度三相复合材料圆柱壳为研究

对象,采用一阶剪切变形理论和Hamilton原理,建
立并推导了三相复合材料圆柱壳自由振动理论模

型,应用 Galerkin法离散求解了三相复合材料圆

柱壳的固有频率和模态振型.通过计算与分析,得
出以下结论:

  

(1)少量石墨烯的加入使功能梯度三相复合材

料圆柱壳的固有频率显著增大,且圆柱壳的固有频

率随着石墨烯增强体质量分数的增加而增大.
  

(2)功能梯度三相复合材料圆柱壳的固有频率

随石墨烯含量的增加出现了频率转向,在频率转向

的前后发生模态振型的转换现象.
  

(3)功能梯度形式对三相复合材料圆柱壳固有

频率有较大影响.石墨烯增强体以X型功能梯度

形式分布时,功能梯度三相复合材料圆柱壳的固有

频率最大,而以O型功能梯度形式分布时,功能梯

度三相复合材料圆柱壳的固有频率最小.
  

从上述结论可以看出,本文研究对减轻圆柱壳

结构的比重量以及改善圆柱壳结构自由振动特性

有着重要的意义.
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