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摘要 复合材料点阵夹芯板在1:3内共振和外部组合共振同时发生时的非线性共振问题被研究.首先,基

于哈密顿原理和分层位移场理论建立了复合材料夹芯板的振动偏微分方程,然后利用多尺度方法求解了伽

辽金离散后的常微分方程,并得到了内共振和组合共振同时存在下夹芯板的协调方程.最后利用数值方法

得到了协调方程稳态平衡解随系统参数变化的分岔图.研究了不同点阵芯子胞元构型,外激励频率以及外

激励幅值对复合材料点阵夹芯板非线性组合共振特性所产生的影响.

关键词 夹芯板, 组合共振, 点阵, 非线性, 内共振

中图分类号:O322 文献标志码:A

Research
 

on
 

Nonlinear
 

Combination
 

Resonance
 

Characteristics
 

of
 

Composite
 

Lattice
 

Sandwich
 

Piate*

Ma
 

Ting1 Zhang
 

Wei2†

(1.
 

College
 

of
 

Mechanical
 

Engineering,
 

Beijing
 

University
 

of
 

Technology,
 

Beijing 100124,
 

China)
 

(2.
 

School
 

of
 

Civil
 

Engineering
 

and
 

Architecture,
 

Guangxi
 

University,
 

Nanning 530004,
 

China)

Abstract The
 

nonlinear
 

resonance
 

problem
 

of
 

composite
 

lattice
 

sandwich
 

panels
 

is
 

studied
 

when
 

both
 

1:
3

 

internal
 

resonance
 

and
 

external
 

combined
 

resonance
 

occur
 

simultaneously.
 

Firstly,
 

based
 

on
 

Hamilto-
nian

 

principle
 

and
 

layered
 

displacement
 

field
 

theory,
 

the
 

vibration
 

partial
 

differential
 

equation
 

of
 

compos-
ite

 

sandwich
 

panels
 

was
 

established.
 

Then,
 

the
 

ordinary
 

differential
 

equation
 

obtained
 

by
 

Galerkin
 

dis-
cretization

 

was
 

solved
 

using
 

multi-scale
 

method,
 

and
 

the
 

modulation
 

equation
 

of
 

the
 

sandwich
 

panel
 

was
 

obtained
 

in
 

the
 

presence
 

of
 

both
 

internal
 

and
 

combination
 

resonances.
 

Finally,
 

the
 

bifurcation
 

diagram
 

of
 

the
 

steady-state
 

equilibrium
 

solution
 

of
 

the
 

modulation
 

equation
 

with
 

changes
 

in
 

system
 

parameters
 

was
 

obtained
 

using
 

numerical
 

methods.
 

The
 

effects
 

of
 

different
 

lattice
 

core
 

cell
 

configurations,
 

external
 

exci-
tation

 

frequencies,
 

and
 

external
 

excitation
 

amplitudes
 

on
 

the
 

nonlinear
 

combined
 

resonance
 

characteris-
tics

 

of
 

composite
 

lattice
 

sandwich
 

panels
 

is
 

studied.
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引言
  

复合材料夹层结构是由三层以上的材料或者

结构组成的复合结构,有两层面板结构,其间夹着

一层厚而轻的芯材,芯材维持了两面板之间的距

离,使夹层面板截面的惯性矩和弯曲刚度增大.大
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大减轻结构的自重.复合材料夹层板结构以其刚度

大,质量轻及良好的抗冲性能、隔声性能而备受关

注,已被用于汽车、桥梁、医疗、飞行器、高速列车、

船舶及潜艇等领域.此外,工程结构经常出现结构

振动问题,这会加速夹层结构的失效.因此,有必要

对夹层结构的动力特性进行研究.
  

近几年,对夹层结构动力学与静力学特性的

研究吸引了许多学者的注意.Guo等[1]提出了一种

有效的方法来研究金字塔点阵夹层板的自由振动

问题.Lou等[2]研究了点阵夹层梁在几种典型边界

条件下的自由振动问题.Hao等[3]报道了功能梯度

材料夹层双曲扁壳在平面内激励下的稳定性,并计

算了分叉阈值和结构在热环境中的稳定性.Kao
等[4]研究了具有刚性复合材料上下面板并被泡沫

填充的夹芯板在任意周期载荷作用下的动态稳定

性.Chen等[5]研究了具有碳纤维增强复合材料金

字塔点阵夹芯板的非线性振动特性.Yao和Li[6]研
究了具有粘弹性表面的金字塔点阵夹层板在简谐

外激励下的非线性主共振特性.Qin等[7]研究了具

有横向可压缩芯子的几何非线性夹层梁在组合内

共振情况下模态的相互作用行为.刘金辉等[8]将薄

膜型声学超材料结构与格栅夹层板结构相结合,发
展了一种双层薄膜型超材料夹层板结构.朱绍涛

等[9]研究了负泊松比蜂窝夹层板非线性动力系统

的多周期解分岔问题.Settet等[10]分析了具有磁流

变弹性体芯的夹层结构在永磁场作用下的非线性

磁力学行为.
  

鉴于以上文献的分析,对复合材料点阵夹芯板

非线性共振特性的研究还是很有限的.尤其对主共

振以外的次共振特性更为罕见.本研究的新颖性是

研究了组合共振与内共振同时存在时复合材料点

阵夹芯板的高维非线性动力学特性.基于分层位移

场理论和冯卡门大变形关系,通过哈密顿原理建立

了复合材料点阵夹芯板的动力学模型,研究了夹芯

板的结构参数和外部激励参数对夹芯板非线性共

振系统特性的影响.

1 基本方程
  

复合材料点阵夹芯板如图1所示,上下复合材

料面板层的厚度为hf,芯子层厚度为hc,总厚度

为h,长和宽分别为a 和b,夹层结构受到横向均

匀的简谐激励F(x,y,t)=q0cos(Ω1t).其中q0为

激励幅值,Ω1 是外激励频率.

图1 复合材料点阵夹芯板示意图

Fig.1 Schematic
 

diagram
 

of
 

composite
 

material
 

lattice
 

sandwich
 

plate

图2 不同构型芯子胞元示意图

Fig.2 Schematic
 

diagram
 

of
 

core
 

cells
 

with
 

different
 

configurations

图2为点阵芯子层的胞元构型,从左到右依次

为金字塔胞元,四面体胞元和Kagome胞元.
  

根据受力变形后的几何关系可以得到金字塔、

Kagome和四面体胞元芯子层的等效剪切模量分

别为[11]:

Gp =ρ1
8Elsin22αc, Gt=ρ2

8Elsin22αc,

Gk =ρ3
8Elsin22αc (1)

  

其中El 为芯杆材料弹性模量,为了方便书写芯子

层剪切模量将统一表示为Gc .
  

复合材料点阵夹芯板的位移场为:

u(u)=u0-
hc

2θx -(z-
hc

2
)∂w
∂x
,

v(u)=v0-
hc

2θy -(z-
hc

2
)∂w
∂y
,w(u)=w0

(2a)

u(l)=u0+
hc

2θx -(z+
hc

2
)∂w
∂x
,

v(l)=v0+
hc

2θy -(z+
hc

2
)∂w
∂y
,w(l)=w0

(2b)

u(c)=u0-zθx ,v
(c)=v0-zθy ,w

(c)=w0

(2c)
其中 (u0,v0,w0)为中面位移,θx 和θy 为中面转

角.角标u 和l代表上下面板,角标c代表芯子层.
  

根据冯卡门几何大变形关系,我们可以得到上

42
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下复合材料面板以及芯子层的非线性位移应变关

系为:

ε(α)=ε(α)
0 +zκ ,ε(c)=γ ,(α=u,l) (3)

其中

ε(α)=

ε(α)
xx

ε(α)
yy

γ(α)
xy

  ,ε(α)
0 =

ε(α)
xx0

ε(α)
yy0

γ(α)
xy0

  ,
κ=

ε(α)
xx1

ε(α)
yy1

γ(α)
xy1

  ,(α=u,l),γ=
γ(c)

yz

γ(c)
xz  (4)

公式(4)中矩阵向量的具体形式可以参见文献

[8].
  

上下复合材料面板第k层本构关系为:

(σ(α))k =Q
-(ε(α)),Q

-
=T-1

kQ(T-1
k )T (5a)

展开式为:

σ(α)=

σ(α)
xx

σ(α)
yy

σ(α)
xy

  ,ε(α)=

ε(α)
xx

ε(α)
yy

γ(α)
xy

  ,(α=u,l)(5b)

其中刚度矩阵Q 和坐标转换矩阵Tk 分别为

Q=

Q11 Q12 0

Q12 Q22 0

0 0 Q66


















,

Tk =

cos2θ sin2θ 2sinθcosθ

sin2θ cos2θ -2sinθcosθ

-sinθcosθ sinθcosθ cos2θ-sin2θ



















(6)

其中

Q11=
E1

1-v12v21
,Q12=

v12E2

1-v12v21
,

Q22=
E2

1-v12v21
,Q66=G12 (7)

  

只考虑芯子层的剪切变形,则其本构方程为:

τ(c)
yz

τ(c)
xz













 =

Gc 0

0 Gc






 




 γ(c)

yz

γ(c)
xz













 (8)

  

基于哈密顿原理,得到复合材料点阵夹芯板振

动偏微分方程为:

∂
∂x
(Nu

xx +Nl
xx)+

∂
∂y
(Nu

xy +Nl
xy)

=(2Iρf
0 +Iρc

0 )u··0-Iρc
1θ
··

x (9a)

∂
∂y
(Nu

yy +Nl
yy)+

∂
∂x
(Nu

xy +Nl
xy)

=(2Iρf
0 +Iρc

0 )v··0-Iρc
1θ
··

y (9b)

∂
∂x

(Nu
xx +Nl

xx)
∂w0

∂x




 




 +

∂
∂y
(Nu

yy +Nl
yy)
∂w0

∂y




 




 +

 ∂∂y
(Nu

xy +Nl
xy)
∂w0

∂x




 



 +

∂
∂x

(Nu
xy +Nl

xy)
∂w0

∂y




 




 +

 ∂
2

∂x2
(Mu

xx +Ml
xx)-

hc

2
∂2

∂y2
(Nu

yy -Nl
yy)+

∂Q(c)
x

∂x +

 ∂
2

∂y2
(Mu

yy +Ml
yy)-

hc

2
∂2

∂x2
(Nu

xx -Nl
xx)+

∂Q(c)
y

∂y +

 2 ∂
2

∂x∂y
(Mu

xy +Ml
xy)-hc

∂2

∂x∂y
(Nu

xy -Nl
xy)+F-

 γw·0= - hcI
ρf
1 -

h2c
2I

ρf
0





 




 ∂θ̈x

∂x +
∂θ
··

x

∂x  +(2Iρf
0 +

 Iρc
0 )w··0- 2(Iρf

2 )-2hc(I
ρf
1 )+

h2c
2
(Iρf
0 )





 




 ×

 
∂2ẅ0

∂x2 +
∂2w··0
∂y2  (9c)

 -
hc

2
∂
∂x
(Nu

xx -Nl
xx)-

hc

2
∂
∂y
(Nu

xy -Nl
xy)+Q(c)

x

=
h2

c

2
(Iρf
0 )+Iρc

2




 




 θ

··

x +

 hc(I
ρf
1 )-

h2
c

2
(Iρf
0 )





 




 ∂w

··
0

∂x -Iρc
1u··0 (9d)

 -
hc

2
∂
∂y
(Nu

yy -Nl
yy)-

hc

2
∂
∂x
(Nu

xy -Nl
xy)+Q(c)

y

=
h2

c

2
(Iρf
0 )+Iρc

2




 




 θ

··

y +

 hc(I
ρf
1 )-

h2
c

2
(Iρf
0 )





 




 ∂w

··
0

∂y -Iρc
1v··0 (9e)

其中

N(α)
xx

N(α)
yy

N(α)
xy

  = Aα
11 Aα

12 Aα
16

Aα
12 Aα

22 Aα
26

Aα
16 Aα

26 Aα
66



















ε(α)
xx0

ε(α)
yy0

γ(α)
xy0

  +
 

Bα
11 Bα

12 Bα
16

Bα
12 Bα

22 Bα
26

Bα
16 Bα

26 Bα
66



















ε(α)
xx1

ε(α)
yy1

γ(α)
xy1

  (10a)

M(α)
xx

M(α)
yy

M(α)
xy

  = Bα
11 Bα

12 Bα
16

Bα
12 Bα

22 Bα
26

Bα
16 Bα

26 Bα
66



















ε(α)
xx0

ε(α)
yy0

γ(α)
xy0

  +
 

Dα
11 Dα

12 Dα
16

Dα
12 Dα

22 Dα
26

Dα
16 Dα

26 Dα
66



















ε(α)
xx1

ε(α)
yy1

γ(α)
xy1

  (10b)
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Q(c)
y

Q(c)
x













 =
A(c)
44 0

0 A(c)
55















γ(c)
yz

γ(c)
xz













 ,(α=u,l)

(10c)

A(c)
ii =∫

hc
2

-
hc
2

Gcdz.
 

 (i=4,5) (10d)

(Iρc
0  I

ρc
1  I

ρc
2 )=∫

hc
2

-
hc
2
ρc(1, z, z2)dz

(10e)

(Iρf
0  I

ρf
1  I

ρf
2 )=∫

zu(n+1)

zu(1)
ρf(1, z, z2)dz

(10f)

 (Al
ij Bl

ij Dl
ij)=∑

n

k=1∫
zl(k+1)

zl(k)
(Q-ij)k(1, z, z2)dz

(10g)

(Au
ij Bu

ij Du
ij)=∑

n

k=1∫
zu(k+1)

zu(k)
(Q-ij)k(1, z, z2)dz 

  (i,j=1,2,6) (10h)

其中ρf 为上下面板密度,ρc 为芯子的等效密度.
积分上下限分别为上下复合材料面板每层顶部和

底部距离中性面的距离.N(α)
xx N(α)

yy N(α)
xy  为夹

芯 板 上 下 面 板 每 单 位 长 度 上 面 内 合 力,

M(α)
 

xx M(α)
 

yy M(α)
xy  为 每 单 位 长 度 上 合 力 矩,

Q(c)
y Q(c)

x  为芯子层横向合力,Iρc
0 Iρf

2  为夹

芯板芯子层和上线面板的单位长度上的质量惯性

矩.
  

基于四边简支边界条件下复合材料点阵夹芯

板的线性模态分析,模态(1.1)和(3.1)两阶模态存

在1:3内共振关系,进而选取这两阶模态将点阵夹

芯板振动方程(9)进行伽辽金截断,得到复合材料

点阵夹芯板的非线性振动常微分方程:

w··1+ω2
1w1+c1γw·1+β11w3

1+β12w2
1w2+

 β13w2
2w1+β14w3

2=β17q0cos(Ω1t) (11a)

w··2+ω2
2w2+c2γw·2+β21w3

1+β22w2
1w2+

 β23w2
2w1+β24w3

2=β27q0cos(Ω1t) (11b)
其中ci 和βij (i=1,2, j=1,2,3,4,7)是伽辽金

截断后的系数值.
引入如下参数变换:

w-1=
w1

h
,w-2=

w2

h
,t- =tω1,ω-2i =

ω2
i

ω2
1

,

(i=1,2),c-i=
ci

ω1
,i=1,2  ,Ω1=

Ω1

ω1
,

β
-
17=β17

1
ω2
1h
,

 

β
-
27=β27

1
ω2
1h
,

β
-
ij =βij

h2

ω2
1

,(i=1,2,j=1,2,3,4) (12)

得到无量纲化后的振动微分方程:

w-
··
1+ω-21w-1+c-1γw-

·
1+β

-
11w-31+β

-
12w-21w-2+

 β
-
13w-22w-1+β

-
14w-32=β

-
17q0cosΩ1t  (13a)

w-
··
2+ω-22w-2+c-2γw-

·
2+β

-
21w-31+β

-
22w-21w-2+

 β
-
23w-22w-1+β

-
24w-32=β

-
27q0cos(Ω1t) (13b)

  

为了方便后续书写,字母上方的横线将被省略

掉.
  

运用多尺度方法求解点阵夹芯板非线性振动

方程.首先引进快慢时间尺度T0=t和T1=εt,对
时间的一阶和二阶导数变为:

 ddt=
∂
∂T0

∂T0

∂t +
∂
∂T1

∂T1

∂t +…=D0+εD1+…

(14a)

d2

dt2
=(D0

2+2εD0D1+…) (14b)

其中Dn =
∂
∂tn

.
  

引入如下尺度变换:

ci=εci ,βij=εβij,
 

(i=1,2, j=1,2,3,4)
(15)

  

则原非线性振动方程变为:

w··1+ω2
1w1+εc1γw

·
1+εβ11w3

1+εβ12w2
1w2+

 εβ13w2
2w1+εβ14w2=β17q0cos(Ω1t)(16a)

w··2+ω2
2w2+εc2γw

·
2+εβ21w3

1+εβ22w2
1w2+

 εβ23w2
2w1+εβ24w3

2=β27q0cos(Ω1t)(16b)
  

然后将方程的解展开为的幂级数形式:

w1=w10 T0,T1  +εw11 T0,T1  (17a)

w2=w20 T0,T1  +εw21 T0,T1  (17b)
  

将方程(17)代入到方程(16)中,然后令等式两

边的同次幂项的系数相等,得到如下形式的微分方

程:

 Order
 

ε0:
 

D2
0wi0+ω2

iwi0=βi7q0cos(Ω1t),(i=1,2)

(18)

 Order
 

ε1:
 

D2
0w11+ω2

1w11=-2D0D1w10-c1γD0w10-
 β11w3

10-β12w2
10w20-β13w10w2

20-β14w3
20

(19a)

D2
0w21+ω2

2w21=-2D0D1w20-c2γD0w20-
 β21w3

10-β22w2
10w20-β23w10w2

20-β24w3
20

(19b)
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方程(18)的解为:

w10=A1(T1)e
iω10T0 +A-1(T1)e

-iω10T0 +

 A3e
iΩ1T0 +A-3e

-iΩ1T0

w20=A2(T1)e
iω20T0 +A-2(T1)e

-iω20T0 +

 A4e
iΩ1T0 +A-4e

-iΩ1T0 (20)

其 中 A3 = β17q0
2(ω10

2-Ω1)
,

 

A3 = β17q0
2(ω10

2-Ω1)
,

A-i(i=1,2,3,4)表示Ai 的复数共轭.
  

本文研究点阵夹芯板在内共振和组合共振同

时存在情况下的共振特性,引入调谐参数σi(i=1,

2),共振关系可以表示为:

Ω1=ω20+2ω10+εσ1,
 

ω20=3ω10+εσ2

(21)

  

引入极坐标变换

Aj =
1
2aje

iβj
 

(j=1,2) (22)

其中aj 和βj 是T1 的实值函数.
  

我们可以得到点阵夹芯板组合共振情况下的

协调方程详细推导过程见文献[12]:

8ω1a
·
1=-4ω1c1γa1-β12a2

1a2sinφ2 (23a)

8ω1a1β
·
1=β12a2a1

2+3β11a3
1+2β13a1a2

2+

 16β12A3A
-
4a1+24β11A2

3a1+8β13A4A
-
4a1

(23b)

8ω2a
·
2=-4c2γω2a2-6β24A4a2

2sinφ1-

 2β23A3a2
2sinφ1+β21a3

1sinφ2 (23c)

8ω2a2β
·
2=β21a3

1cosφ2+2β23A3a2
2cosφ1+

 2β22a2
1a2+6β24A4a2

2cosφ1+3β24a3
2+

 16β23A3A
-
4a2+8β22A2

3a2+24β24A2
4a2

(23d)

其中φ1=σ1T1-3β2,φ2=σ2T1-3β1+β2.

2 数值模拟
  

图3为复合材料点阵夹芯板发生组合共振情

况下两个模态的幅频响应曲线,其中图3(a)为金

字塔胞 元 构 型 夹 芯 板 的 幅 频 曲 线,图3(b)为

Kagome胞元夹芯板的幅频响应曲线,图3(c)为四

面体胞元夹芯板幅频响应曲线,图3(d)为不同芯

子胞元构型夹芯板的第一阶模态的幅频曲线,图3
(e)为不同芯子胞元构型夹芯板的第二阶模态的幅

频曲线.
  

由图可知,两阶模态展现出来的特性之所以会

不同是因为不同于线性振动,非线性共振发生时,

由于特定的外激励频率与夹芯板固有频率的倍数

关系,导致了不同的非线性项以及结构参数值进入

了影响模态幅值的协调方程中,数值计算后,得到

非线性两阶模态幅值变化趋势就会展现出线性系

统不存在的非线性特有的共振特性.
夹芯板组合共振幅频曲线在激励频率较小时,

不存在实数解,即当激励频率较小时,组合共振不

会发生.随着激励频率的增加,三种芯子单胞夹芯

板的两个模态的稳定解支的幅值均呈现单调增大

图3 不同芯子单胞构型夹芯板组合共振幅频曲线
Fig.3 Amplitude

 

frequency
 

curves
 

of
 

sandwich
 

panels
 

with
 

different
 

core
 

unit
 

cell
 

configurations
 

under
 

combination
 

resonance
 

conditions
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的趋 势.相 对 于 金 字 塔 单 胞 夹 芯 板,四 面 体 和

Kagome胞元夹芯板的幅频响应多了一对不稳定

的封闭形式的两解曲线.不用胞元构型夹芯板第一

阶模态的稳定解支按照由大到小的顺序分别是金

字塔单胞、Kagome单胞和四面体单胞,而不同胞

元构型夹芯板的第二阶模态的稳定解支的大小顺

序则与第一阶模态的顺序恰好相反.

图4 不同芯子单胞构型夹芯板组合共振力幅曲线
Fig.4 Force

 

amplitude
 

curves
 

of
 

sandwich
 

panels
 

with
 

different
 

core
 

unit
 

cell
 

configurations
 

under
 

combination
 

resonance
 

conditions

图4为复合材料点阵夹芯板发生组合共振情

况下两个模态的力幅响应曲线,其中图4(a)为金

字塔胞 元 构 型 夹 芯 板 的 力 幅 曲 线,图4(b)为

Kagome胞元夹芯板的力幅响应曲线,图4(c)为四

面体胞元夹芯板力幅响应曲线,图4(d)为不同芯

子胞元构型夹芯板的第一阶模态的力幅曲线,图4
(e)为不同芯子胞元构型夹芯板的第二阶模态的力

幅曲线.
  

由图可知,夹芯板力幅曲线在激励幅值较大或

者较小时均不存在实数解,所以得出夹芯板只有在

特定的横向激励幅值范围内才会发生非线性组合

共振.随着激励幅值的增加,金字塔胞元夹芯板第

一阶模态稳定振幅值单调减少,第二阶模态则先缓

慢增加然后呈现减少的趋势.Kagome胞元夹芯板

的两个模态的稳定解支变化趋势与金字塔相同.四

面体胞元夹芯板的第一阶模态的稳定解支随着激

励幅值的增加呈现先增大后减少的趋势,第二阶模

态则是随着激励幅值的增加一直单调减少.四面体

胞元夹芯板力幅曲线相对于金字塔和 Kagome夹

芯板多了一对不稳定的两解封闭曲线.不用胞元构

型夹芯板第一阶模态力幅曲线的稳定解支按照由

大到小的顺序分别是金字塔单胞、Kagome单胞和

四面体单胞,而第二阶模态的稳定解支的大小顺序

则与第一阶模态的顺序相反.

3 结论
  

本文研究了复合材料点阵夹心板的非线性动

力学特性.基于非线性几何大变形理论,运用哈密

顿原理建立了夹芯板的非线性振动方程.研究了不

同芯子胞元构型对夹芯板非线性振动特性的影响.
芯子单胞构型定性的改变了夹芯板幅频曲线和力

幅曲线的变化趋势,随着激励频率的增加,不同单

胞夹芯板两个模态的稳定振幅值均呈现单调增加

的趋势,而随着激励幅值的增加,不同胞元夹芯板

两个模态的变化趋势各不相同.综合比较三种胞元

构型,四面体单胞构型的设计使夹芯板组合共振时

的振幅值最小,此外减小外激励的频率可以大大减

小夹芯板组合共振时的振幅值,或者将激励幅值避

开共振区域的参数区间可以从根本上抑制夹芯板

组合共振现象的发生.减少结构非线性共振对工程

结构的破坏.
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