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简谐振动初相位之唯一性浅谈*
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摘要 振幅、频率和相位是简谐振动的三要素.其中,相位角的周期是2π.在一个周期(-π,π]内,任意简谐

振动响应的初相位必须具有唯一性.该问题常被忽视.将相位角表示成反正切函数时需要考虑反三角函数

的值域.在此对部分著作中的常见错误作简要修正.
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Abstract Amplitude,
 

frequency
 

and
 

phase
 

are
 

three
 

parameters
 

of
 

simple
 

harmonic
 

vibration.
 

The
 

peri-
od

 

of
 

phase
 

angle
 

is
 

2π.
 

The
 

initial
 

phase
 

angle
 

of
 

any
 

simple
 

harmonic
 

vibration
 

must
 

be
 

unique
 

in
 

the
 

interval
 

(-π,π].
 

This
 

uniqueness
 

is
 

often
 

overlooked.
 

When
 

the
 

phase
 

angle
 

is
 

expressed
 

in
 

the
 

form
 

of
 

an
 

arctangent
 

function,
 

the
 

value
 

range
 

of
 

the
 

inverse
 

trigonometric
 

function
 

needs
 

to
 

be
 

considered.
 

The
 

common
 

mistakes
 

in
 

some
 

monographs
 

are
 

corrected
 

here.
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引言
 

振动在土木建筑、国防军工、道路桥梁、防震减

灾等工程领域相当重要.根据激励性质不同,机械

振动可分为固有振动[1,2]、自由振动[3,4]、受迫振

动[5,6]、自激振动[7,8]和参数振动[9,10].简谐运动是

最常见的振动形式.振幅、频率和相位是简谐振动

的三要素.众多参考书介绍振动响应时,初相位常

常需要被修正[11-27].
  

对于线性振动微分方程,一般可以精确求解.

求解过程中,先构造振动响应的形式解;然后结合

初始条件,分别求得振幅、频率和初相位.在求相位

角时,通常先求出初相位的正弦值与余弦值,进而

将初相位表示成已知参数组合的反三角函数.但

是,反三角函数的值域与初相位的取值范围往往不

一致.如果不注意值域,对于特定的系统参数组合,

将可能导致与实际情况完全不符的振动响应.此类

问题层出不穷,需要重视.
  

下面以单自由度振动系统为例,分别研究自由

振动和受迫振动,在半开半闭区间(-π,π]内就初
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相位唯一性作简要论述.

1 自由振动
  

单自由度无阻尼系统自由振动是最基本的振

动现象.以单自由度质量-弹簧系统构成的简谐振

子为研究对象,质量块偏离平衡位置的距离x 随

时间t变化的规律满足如下微分方程:

mx··+kx=0 (1)

式中,m 表征质量块的质量,k表征弹簧刚度,两者

取值均为正数.
胡海岩[16]等指出,自由振动控制方程(1)的形

式解可写作:

x(t)=Asin(ω0t+α) (2)

式中,固有圆频率:

ω0=
k
m >0 (3)

  

考虑如下初始条件:

x(t=0)=x0,x
·(t=0)=v0 (4)

将式(2)代入式(4)可得:

Asinα=x0,Acosα=
v0

ω0
(5)

解之得振幅:

A= x2
0+

v2
0

ω2
0

(6)

若初始速度非零,则可得初相位[11-25]:

α=arctan
x0ω0

v0  ∈ -
π
2
,π
2  (7)

  

事实上,式(7)限制了相位角的值域,其余弦值

始终为正,这就要求初始速度的代数值大于零.只

有当初始速度方向与位移x 正方向一致时,式(7)

才是正确的.因此,该相位角(7)不一定是原系统

(1)的解.如果v0<0,那么初始速度方向与x正方

向相反,相位角(7)将给出错误的结果.修正如下:

α* =f(x0)·arccos
v0

ω2
0x2

0+v2
0

∈ (-π,π]

(8)

式中,f 为分段函数:

f(x0)=
-1 x0 <0

1 x0 ≥0 (9)
  

显然,自由振动响应的初相位与初始条件密切

相关.综上所述,自由振动系统(1)的响应为:

x*(t)=x0cost k
m  + m

kv0sint k
m  
(10)

2 受迫振动
  

考虑黏性阻尼力,单自由度振动系统受简谐激

励作用时的微分方程为:

mx··+cx·+kx=hsin(ωt) (11)

式中,c表征黏性阻尼系数,h表征简谐激振力的幅

值,ω表征简谐激振力的频率,三者取值均为正数.
  

闻邦椿等[17,19]指出,受迫振动稳态响应与初

始条件无关,其形式解可写作:

x(t)=Bsin(ωt+β) (12)

将式(12)代入式(11)可得:

Bsinβ= -cωh
c2ω2+m2(ω2

0-ω2)2

Bcosβ=
mh(ω2

0-ω2)
c2ω2+m2(ω2

0-ω2)2
(13)

解之得振幅:

B=
h

c2ω2+m2(ω2
0-ω2)2

(14)

稳态响应时的初相位为[16-27]

β=arctan
cω

m(ω2-ω2
0)
∈ -

π
2
,π
2  (15)

  

事实上,式(15)限制了相位角的值域,其余弦

值始终为正,这就要求外激励频率必须足够小.只

有当激励频率ω小于派生无阻尼系统(1)的固有频

率时,式(15)才是正确的.这与实际振动条件不

符.因此,该相位角(15)不一定是原系统(11)稳态

响应时的初相位.如果外激励振动过快,激励频率

较大,那么相位角(15)将给出错误的结果.
  

考虑到阻尼系数和激励频率的代数值均为正

数,由式(13)可知,初相位的正弦值小于零.因此,

修正相位角如下所示:

β* =-arccos
m(ω2

0-ω2)

c2ω2+m2(ω2
0-ω2)2

∈ (-π,0)

(16)

  

考虑初始条件(4),根据常微分方程理论,小阻

尼情形时受迫振动系统(11)的响应为:

x(t)=
h(k-mω2)sin(ωt)-cωhcos(ωt)

c2ω2+(k-mω2)2 +

 x0+
cωh

c2ω2+(k-mω2)2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 e

-
ct
2mcost 4mk-c2

2m  +

98
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2mv0+cx0

4mk-c2
e

-
ct
2msint 4mk-c2

2m +

 ωh(c2-2mk+2m2ω2)

c2ω2+(k-mω2)2  4mk-c2
e

-
ct
2m ×

 sint 4mk-c2

2m  (17)

3 数值验证
  

为了使用龙格-库塔法进行数值计算,引入速

度变量v(t),将振动方程(11)改写为如下微分方

程组:

x· =v

v·=
hsin(ωt)-cv-kx

m
(18)

  

考虑如下参数组合:

c=h=0,m=1.0kg,k=1.0N/m (19)

此时,系统(18)代表了单自由度无阻尼振动系统

(1).特选取初始条件如下:

x(t=0)=0.4m,x
·(t=0)=-0.3m/s (20)

数值仿真过程中令时间步长为0.0001s,采样点为

0.5s,计算结果如图1中蓝色实心圆点所示.
  

基于文献[11]~文献[25],由式(2,3,6,7)可
得解析结果:

x1(t)≈0.5sin(t-53.1301°)m (21)

因所选初始速度为负数,故需修正相位角.由式(2,

3,6,8)可得改进结果:

x*
1 (t)≈0.5sin(t+126.8699°)m (22)

图1 自由振动周期响应

Fig.1 The
 

periodic
 

response
 

of
 

free
 

vibration
  

从图1示出了自由振动响应(21)与(22)的对

比结果.图中虚线代表文献[11]~文献[25]中的响

应解(21).实线代表改进结果(22),与数值仿真结

果一致.图例表明,初相位不同,将导致多数时刻振

动响应计算结果偏离真实值,甚至包括初始时刻.
  

再计算受迫振动系统,不妨考虑如下参数组

合:

c=0.5N·s/m,m=1.0kg,k=1.0N/m
(23)

初始条件仍为式(20),特选取激励参数为:

h=0.4m,ω=1.2rad/s (24)
  

仿真过程中令时间步长为0.0001s,采样点为

0.5s,根据式(18)数值计算暂态响应如图2中红色

实心圆点所示.图中实线代表小阻尼受迫振动系统

的响应(17).两者完全重合.数值验证结果支持式

(17)是有阻尼系统(11)的一个解析解.

图2 受迫振动暂态响应

Fig.2 The
 

transient
 

response
 

of
 

forced
 

vibration
  

随着计算时长变大,系统逐渐进入稳态.基于

文献[16]~文献[27],由式(12,14,15)可得近似解

析结果:

x2(t)≈0.5376sin(1.2t+53.7462°)m (25)
因所选激励频率大于固有频率,故上式将给出

错误的结果.修正相位角后,由式(12,14,16)可得

改进结果.稳态响应近似为:

x*
2 (t)≈0.5376sin(1.2t-126.2538°)m

(26)

从图3示出了受迫振动稳态响应(25)与(26)

的对比结果.图中虚线代表文献[16]~文献[27]中

图3 受迫振动稳态响应

Fig.3 The
 

steady-state
 

response
 

of
 

forced
 

vibration
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的响应解(25).实线代表改进结果(26),与数值仿

真结果吻合.图例表明,相位角不同,将导致多数时

刻振动响应计算结果偏离真实值.

4 结束语
  

相位角是简谐振动的三要素之一.分别考虑自

由振动和受迫振动,给出了任意初始条件下系统响

应的解析解.理论求解过程中,如果不注意反三角

函数的值域,将可能导致与实际情况完全不符的振

动响应.日常科研中应受到重视.
  

(1)无阻尼线性系统自由振动时,初相位与初

始条件、固有频率均相关,且在区间(-π,π]内具有

唯一性.
  

(2)线性阻尼系统受简谐激励时,稳态响应与

初始条件无关,但相位角与激励频率、固有频率密

切相关,且初相位在区间(-π,π]内具有唯一性.
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