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摘要　针对一类径向横观各向同性不可压缩neoＧHookean材料组成的球体,研究了周期扰动载荷作用下球

体中心处微孔的动力学行为．根据平衡微分方程和初边值条件等导出描述微孔径向对称运动的强非线性的

非自治常微分方程,通过对微分方程解的定性分析,讨论了微孔的定性行为:(１)在常值载荷作用下,讨论了

材料参数和结构参数对系统平衡点的影响,特别分析了微孔的二次转向分岔;通过对系统势阱的分析,讨论

了微孔在常值载荷作用下的周期和振幅跳跃现象．(２)在周期扰动载荷作用下,利用时程曲线,Poincaré截面

和最大Lyapunov指数分别讨论了二次转向分岔情形下微孔的拟周期和混沌运动,给出了系统产生混沌的

条件,并进一步分析了周期扰动载荷对微孔混沌运动的影响．
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Abstract　ThedynamicalbehaviorsarestudiedforaspherewithamicroＧvoidatthecenterunderperiodic
perturbationloads,wherethesphereiscomposedofaclassofradiallytransverselyisotropicincompressＧ
ibleneoＧHookeanmaterials．AstronglynonlinearnonautonomousordinarydifferentialequationdescriＧ
bingtheradiallysymmetricmotionofthemicroＧvoidisderivedintermsoftheequilibriumdifferentialeＧ
quationandinitialＧboundaryconditions．Throughqualitativelyanalyzingthesolutionsofthedifferential
equation,someinterestingqualitativebehaviorsofthemicroＧvoidarediscussed．(１)Forconstantloads,
theeffectsofmaterialparametersandstructuralparametersonequilibriumpointsofthesystemarepresＧ
ented,andthebifurcationbehaviors,especiallythesecondaryturningbifurcationofthemicroＧvoidare
analyzed．Byanalyzingthewellpotentials,thephenomenaofperiodandamplitudejumpofthemicroＧ
voidareconducted．(２)Forperiodicperturbationloads,thequasiperiodicandchaoticmotionsofthemiＧ
croＧvoidarediscussedintermsofthesecondaryturningbifurcationbyusingthetimeresponsecurves,
PoincarésectionsandthemaximalLyapunovcharacteristicexponents,theexistenceconditionsofchaos
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aregiven,andtheeffectsofperiodicperturbationloadsonthechaoticmotionsofthemicroＧvoidarefurＧ
theranalyzed．

Keywords　neoＧHookeanmaterials,　microＧvoid,　periodicperturbationload,　bifurcationandchaos

引言

橡胶、类橡胶等是典型的超弹性材料,被广泛

应用于汽车、建筑、电子、航空航天等诸多领域,具

有很好的减震或吸能作用[１,２]．作为一种具有储能

函数的非线性弹性物质,其本构关系可以完全由它

们的应变能函数给出,如 neoＧHookean、Ogden、

MooneyＧRivlin和 Yeoh 材 料 模 型 等[３]．特 别 地,

neoＧHookean材料模型因其形式简单以及无条件

稳定性等优点,为非线性弹性体动力学建模和求解

提供了很大的便利[４,５]．
当非线性材料和结构受到外部拉伸时,会出现

空穴的生成、增长以及相邻空穴的贯通等现象,由

此引起了众多学者的关注．其中,Polignone等[６]基

于超弹性材料组成的球体,研究了微孔的生成和增

长以及微孔的静态分岔问题．Yuan等[７]推导出微

孔运动的二阶非线性常微分方程,并分析了微分方

程解的定性性质,讨论了材料参数对微孔进行周期

振荡的影响．Tang等[８]基于非线性动力学理论,研

究了粘弹性材料组成的结构稳定性问题．任九生

等[９]研究了周期载荷作用下不可压缩超弹性球体

中的空穴生成问题,并对系统进行数值模拟,得出

周期载荷的平均载荷与空穴运动之间的关系．Yuan
等[１０]对于超弹性材料组成的球形薄膜,推导出描

述薄膜径向对称运动的二阶非线性常微分方程．详

细讨论了在周期阶梯载荷作用下球形薄膜随时间

产生的非线性周期振动并给出相应的数值模拟．近

年来,随着非线性动力学理论的发展以及数值计算

的进步,使得与超弹性材料相关的更复杂问题的求

解成为可能．张弛等[１１]研究了受轴向激励弹性支承

梁的稳定性问题,在非线性弹性理论框架下推导控

制方程,并对其进行数值模拟．Xu等[１２]研究了一类

不可压缩热超弹性材料组成的圆柱体的有限变形

问题．利用边界条件等推导出隐式解析解,数值算

例表明,圆柱体中部的径向变形几乎是均匀的,当

轴向载荷较大时,两端附近的变形沿轴向变化较明

显．曾青等[１３]针对一类拟周期激励的分段非线性轧

机辊系统,发现存在多种路径可以产生奇异非混沌

吸引子并进行了证明,该研究为非光滑动力学系统

中的混沌控制提供了相应的理论依据．ArandaＧ

Iglesias等[１４]研究了超弹性材料组成的圆柱结构

的轴对称非线性振动,证明了圆柱壳的运动可以由

周期到拟周期和混沌的变化,并讨论了参数对结构

非线性振动的影响．张文等[１５]针对一类单自由度齿

轮动力学系统,将其动力学方程简化为二阶微分方

程,通过打靶法得到嵌入混沌吸引子中的不稳定周

期轨道,并利用 OGY方法实现了混沌控制．同时考

虑材料和几何非线性,Zhao等[１６]研究了动态加载

下粘－超弹性球壳的非线性动力学行为,根据变分

原理和有限粘弹性理论推导出描述粘－超弹性球

壳径向对称运动的耦合的积分－微分型方程,并发

现材料的粘性系数改变时,系统的共振频率发生偏

移,混沌和多周期振动交替出现．随后,Zhao等[１７]

又研究了动态载荷和结构阻尼对不可压缩超弹性

球壳的非线性动力学行为的影响,并使用 MelnikＧ

ov方法对混沌运动进行了分析．此外,李双宝等[１８]

介绍了非光滑系统全局动力学 Melnikov方法的研

究进展．李冠强等[１９]基于 Duffing振子系统,对控

制方程进行数值模拟,进一步揭示了对称系统到非

对称系统的演变过程．
本文研究了周期扰动载荷作用下微孔的复杂

动力学行为．首先,针对一类径向横观各向同性不

可压缩超弹性neoＧHookean材料组成的球体,建

立描述内部微孔径向对称运动的数学模型,并将其

约化为二阶非线性常微分方程;其次,讨论了材料

和结构参数对非线性系统平衡点的影响,并进行了

定性分析;最后,结合数值算例分析了周期扰动载

荷下微孔的拟周期和混沌运动．

１　模型建立

１．１　控制方程

基于弹性力学理论,描述弹性体运动的平衡微

分方程为:

０８
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Ñσ＋ρf＝ρx
􀅰􀅰 (１)

其中,f 是体积力矢量,ρ 是质量密度,x＝x(X,

t)是与物质 点 X 相 关 的 位 置 向 量,x􀅰(X,t)＝

∂
∂tx

(X,t)和x􀅰􀅰(X,t)＝
∂２

∂t２x(X,t)是相应的速度

和加速度;同时,σ＝J－１F∂W
∂F

是 Cauchy应力张

量,F是变形梯度张量,W＝W(F)＝W(λ１,λ２,λ３)

是与弹性体材料有关的应变能函数,λ１,λ２,λ３ 是

F的三个主值,且J＝detF＝ I３ ＝λ１λ２λ３．
本文研究了在一类周期扰动载荷作用下,超弹

性球体中心处微孔的径向对称运动．令 (R,Θ,Φ)

和 (r,θ,φ)分别为初始构型和当前构型下的球体

坐标．特别地,在球对称变形假设下,式(１)可以简

化为如下的偏微分方程

∂σrr(r,t)
∂R

∂r
∂R
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

＋

　 ２
r

[σrr(r,t)－σθθ(r,t)]＝ρ
∂２r
∂t２

(２)

在式(２)中,σrr(r,t),σθθ(r,t)是Cauchy应力张

量的两个主值,分别为

σrr(r,t)＝λ１
∂W
∂λ１

－p(r,t)

σθθ(r,t)＝λ２
∂W
∂λ２

－p(r,t) (３)

其中,p(r,t)是待定的静水压力,F的主值由下式

给出

λ１＝
∂r(R,t)

∂R
,λ２＝λ３＝

r(R,t)
R

(４)

本文假设球体由一类径向横观各向同性neoＧ

Hookean材料组成,相应的应变能函数为[６]

W(λ１,λ２,λ３)＝μ
２

[(λ２
１ ＋λ２

２ ＋λ２
３ －３)＋

　a(λ４
１ －２λ２

１ ＋１)] (５)

其中μ 是剪切模量,a≥０是反映各向异性程度的

无量纲材料参数．
球体的外表面受到径向周期性扰动,并且微孔

表面无约束,相应的应力边界条件为

σrr(A,t)＝P(t) A
r(A,t)
é

ë
êê

ù

û
úú

２

,

σrr[r(ε,t),t]＝０ (６)

其中,P(t)＝p０＋ηsinωt是与时间t相关的径向

扰动载荷,p０ 为常值载荷,η 为外激励幅值,ω 为

扰动载荷的外激励频率,A 和ε分别表示球体的外

表面半径和微孔的初始半径．
球体在时间t＝０时处于未变形状态,则初始

条件可以表示为

r(R,０)＝R ,r􀅰(R,０)＝０ (７)

其中,r􀅰 表示r(t)关于时间t的一阶导数．
因此,描述在径向周期扰动载荷作用下超弹性球

体的径向对称运动的数学模型由式(２)~式(７)给出．

１．２　模型求解

根据材料的不可压缩约束,有∂r(R,t)/∂R ＝
R２/r２(R,t)．等式两边关于R 积分,可以得到

r＝r(R,t)＝ [R３＋r３
１(t)－ε３]１/３,t≥０ (８)

其中r１(t)＝r(R１,t)≥０是与微孔半径相关的待

定函数．根据式(７)和式(８),有

r１(０)＝ε,　r􀅰１(０)＝０ (９)

对球体的平衡微分方程以及初边值条件进行

整理可得

P(t) A
r２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ρr１ １－
r１

r２

æ

è
ç

ö

ø
÷r􀅰􀅰１＋

é

ë
êê

　
r４

１

２r４
２
－

２r１

r２
＋

３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ (r􀅰１)２

ù

û
úú－K(r２,r１)(１０)

其中r２＝r(A,t),K(r２,r１)＝２μ∫
r２

r１
[２aκ－８＋(１－

２a)κ－４－κ２]dξ/ξ ,κ＝r/R ．式(１０)决定了微孔半

径r１(t)随时间的变化规律．
为了便于定性分析,引入如下形式的无量纲变换

x(t)＝r１(t)/A,　δ＝(A３－ε３)１/３/A,

P(τ)＝P(t)/μ,　P＝p０/μ,η
~ ＝η/μ,

τ＝t μ/ρA２ ,　ω~ ＝ω ρA２/μ (１１)

其中,τ 为无量纲时间．根据式(１０),式(１１),得到

如下形式的无量纲方程

[x－x２ (δ３＋x３)－１/３]x􀅰􀅰＋

　 １
２x４ (δ３＋x３)－４/３－２x(δ３＋x３)－１/３＋

３
２

é

ë
êê

ù

û
úúx

􀅰２＋

　H(x,δ,P,η
~,ω~)＝０ (１２)

其中

　 H(x,δ,P,η
~,ω~)＝－(x３＋δ３)－２/３P(τ)＋

２∫
(x３＋δ３)１/３

[x３/(１－δ３)]１/３

２aκ－９＋(１－２a)κ－５－κ
κ３－１

dκ (１３)

其中,x􀅰􀅰 表示x 关于无量纲时间τ 的二阶导数．此
外,初始条件(９)变为

x(０)＝(１－δ３)１/３,x􀅰(０)＝０ (１４)

１８
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２　常值载荷 (η
~ ＝０)

当η
~＝０时,P(τ)＝P,即微孔仅受常值载荷的

作用,式(１２)是完全可积的 Hamilton系统．令y＝
x􀅰 ,式(１２)转化为如下形式

　　
x􀅰

y
􀅰

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＝

y

－
１
２x４ (δ３＋x３)－４/３－２x (δ３＋x３)－１/３＋

３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷y２－H(x,δ,P,０,ω~)

x－x２ (δ３＋x３)－１/３

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

(１５)

２．１　平衡点及其定性分析

令x􀅰 ＝０,y
􀅰
＝０,由式(１５)可知系统的平衡点

由 H(x,δ,P,０,ω~)＝０确定．设 H(x,δ,P,０,ω~)

＝０的解为xi ,则 (xi,０)为系统的平衡点．特别

地,当ε＝０时,δ＝１,通过H(x,１,P,０,ω~)＝０可

以描述实心球中空穴的生成和增长．对函数 H(x,

δ,P,０,ω~)进行 Taylor展开得到

P＝
５
２＋

４０π－１７３－８０arctan３
１０３

a＋

　 １
３＋

４０３π－３９３
１３５ a

æ

è
ç

ö

ø
÷x３＋o(x３)＝

􀅰

　Pcr ＋Mnx３＋o(x３),(x →０＋) (１６)

其中,Pcr 是微孔生成的临界载荷．
令Mn ＝０,求得微孔分岔的临界材料参数a０,

当a ＜a０ 时,对任意的δ∈ (０,１),系统的平衡点

曲线单调递增,此时系统只有一个中心 (x１,０);当

a＞a０ 时,存在临界结构参数δ０,当０＜δ ≤δ０

时,系统只有一个中心 (x２,０);当δ０ ＜δ ＜１时,

存在两个临界载荷Pt１ 和Pt２ ,出现二次转向分岔

的情况:(１)若P ＜Pt１ 或者P ＞Pt２ ,系统只有一

个中心 (x３,０);(２)若Pt１ ＜P ＜Pt２ ,系统有两

个中心 (x４,０),(x６,０)和一个鞍点 (x５,０)(x４

＜x５ ＜x６),如图１所示．

２．２　微孔的周期运动

进一步求得式(１２)的首次积分

１
２

[x３－x４ (δ３＋x３)－１/３]x􀅰２＋S(x,δ,P)＝C

(１７)

其中C 是与初始条件相关的“能量常数”,S(x,δ,

P)为系统的势能函数,具体形式为

S(x,δ,P)＝∫
x

(１－δ３)１/３
z２H(z,δ,P,０,ω~)dz

(１８)

图１　系统的平衡点曲线

Fig．１　Equilibriumpointcurvesofthesystem

对给定的材料参数,微孔在常值载荷作用下的

非线性振动周期为

T＝∫
xmax

(１－δ３)１/３

x３－x４ (δ３＋x３)－１/３

－２S(x,δ,P)
é

ë
êê

ù

û
úú

１/２

dx

(１９)

其中xmax 对应微孔的最大半径．
给定初始条件时,系统可围绕任一势阱作周期

运动,也可以同时围绕两个势阱作周期运动,且势

阱与系统的中心相对应,如图２(a)、图２(b)所示．
由图２(c)、图２(d)可知,对给定的材料参数,当微

孔半径足够小时:(１)若a＜a０,微孔的振幅随着外

载荷的增大而增大,但是存在临界载荷Pm ,振幅

变化速度开始增加,说明结构的刚度开始有了明显

的减小;(２)若a ＞a０,微孔的振幅逐渐增大,同样

存在临界载荷Pμ ,此时振幅出现了跳跃现象,其
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相轨迹为非对称“∞”型同宿轨道．

图２　不同参数对应的势阱和等高线
Fig．２　Wellpotentialandcontourlinescorrespondingto

differentparameters

３　周期扰动载荷 (η
~ ＞０)

当η
~ ＞０时,P(τ)＝P＋η

~sinω~τ ,此时微孔的

运动方程是关于时间τ 的非自治系统,为近可积的

Hamilton系统．通过给定参数a＝１,P＝３．０９３,δ＝
０．９９９９９９,进一步研究微孔受到周期扰动载荷作用

下在中心和鞍点附近的动力学行为．

３．１　微孔的拟周期运动

当初值取在系统的中心附近时,通过时程曲

线,相轨迹和Poincaré截面重点关注微孔围绕单势

阱和两势阱的拟周期运动．
当η

~ ＝０时,系统进行周期运动,随着η
~ 的增

大,时程曲线不再呈现周期性变化,但从长时间的

变化历程可以看出,时程曲线的包络线整体上仍呈

现出周期性变化的特点,系统进行拟周期运动,如

图３(a)、图３(b)所示．说明当扰动参数增大到一定

取值时,系统的运动轨迹将变得更加复杂．

(a)η~ ＝０

(b)η~ ＝０．１

(c)η~ ＝０
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(d)η~ ＝０．１
图３　不同扰动参数下中心附近的时程曲线和相轨迹

Fig．３　Timeresponsecurvesandphasediagramsnearthecenter
underdifferentperturbationparameters

注意到,在周期扰动作用下,微孔表现出拟周

期运动,Poincaré截面变为多个独立的封闭曲线,

且单势阱和双势阱运动都有类似的表现,如图４所

示．

(a)η~ ＝０．１

(b)η~ ＝０．０００５
图４　周期扰动下的Poincaré截面,(a)单势阱运动,

(b)双势阱运动

Fig．４　Poincarésectionsunderperiodicperturbationof
(a)onewellpotentialand(b)doublewellpotentials

对于非线性系统,结构振动的周期与初始条件

有关,因此在外激励频率给定,初始条件不同时,受

迫振动表现出不同的超谐或亚谐共振．图５给出了

系统的外激励频率ω~ 和基频ω－ 之间满足关系ω~ ＝

nω－ 时的Poincaré截面,当n＝３时,等势线破裂为３
个封闭的曲线,当n＝４时,等势线破裂为４个封闭

的曲线,当n＝５时,等势线破裂为５个封闭的曲

线．可以看出,当满足非线性共振条件时基频越小,

其系统的Poincaré截面断裂形成更多封闭的曲线．

图５　不同初始条件下的Poincaré截面

Fig．５　Poincarésectionswithdifferentinitialconditions

３．２　微孔的混沌运动

为探究微孔在鞍点附近的动力学行为,首先分

析了鞍点附近时程曲线的变化,由图６可以看出,

微孔在鞍点附近对扰动参数的变化更加敏感．

(a)η~ ＝０．００１

(b)η~ ＝０．１
图６　不同扰动参数下鞍点附近的时程曲线

Fig．６　Timeresponsecurvesnearthesaddlepoint
underdifferentperturbationparameters
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如图７所示,当η
~＝０．０００１时,Poincaré截面由

分散在同宿轨道附近不规则散点构成;当扰动参数

(a)η~ ＝０．０００１

(b)η~ ＝０．００１

(c)η~ ＝０．０１

(d)η~ ＝０,０．０００１,０．００１
图７　不同扰动参数下鞍点附近的Poincaré截面和最大Lyapunov指数

Fig．７　PoincarésectionsandmaximalLyapunovcharacteristic
exponentsnearthesaddlepointunderdifferent

perturbationparameters

增大时,Poincaré截面的区域明显增大．随着迭代

步数K 的增加,最大 Lyapunov指数均出现了收

敛,证明了算法的有效性．当η
~ ＝０．０００１时,最大

Lyapunov指数大于零,结合时程曲线、Poincaré截

面的表现可以发现,系统做无规则的混沌运动;且

最大Lyapunov指数随扰动参数η
~ 的增大而增大,

说明系统非线性运动的不规则性进一步加强．特别

地,基于３．１节中拟周期运动的讨论,本文对混沌

运动的成因做如下的分析,当初值充分靠近鞍点

时,相邻等势线之间的距离更小,发生等势线破裂

时容易出现跨等势线的运动或环面相交导致混沌

现象．

４　结论

本文针对一类径向横观各向同性不可压缩

neoＧHookean材料组成的球体,分析了周期扰动载

荷对微孔定性行为的影响,通过对该问题进行数学

建模和定性分析,得到的主要结论为:

(１)在常值载荷作用下,讨论了材料参数和结

构参数对微孔分岔行为的影响．结果表明,材料参

数和结构参数都会导致系统的二次转向分岔现象,

并且随着外载荷的增大,系统的平衡点个数出现

“１－３－１”的变化情况．通过分析系统平衡点和势

阱的变化情况发现,材料参数和结构参数影响微孔

的分岔并影响其生长速率．特别地,存在临界载荷,

导致结构刚度的明显变化,甚至产生振幅跳跃现

象．
(２)在周期扰动载荷作用下,基于二次转向分

岔的讨论,给出了结构出现混沌运动的条件．特别

地,不同的初值选择导致微孔具有完全不同的运动

方式:① 初值取在中心附近时,发现微孔呈现拟周

期运动;② 初值取在鞍点附近时,通过时程曲线、

Poincaré截面和最大Lyapunov指数等方法发现微

孔呈现混沌运动,并通过拟周期运动中出现的等势

线破裂现象进行了解释．
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