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郑罡１,２†　曹和生２　杜宗松２　蔡汶秀２　陈鹏２

(１．重庆交通大学 省部共建山区桥梁及隧道工程国家重点实验室,重庆　４０００７４)

(２．重庆交通大学 土木工程学院,重庆　４０００７４)

摘要　为简化 Winkler地基梁动力学系统的双参数识别计算,提出一种新无量纲方法,通过对系统时间、空

间坐标进行线性变换,实现动力学方程系数的彻底归一化,得到与系统参数解耦的广义频率方程,发现频

率、频率比仅由无量纲梁长决定的本质．提出基于频率比互等关系的双参数识别算法,该算法通过对广义频

率方程进行一次求解即可在相应边界条件下得到频率、频率比关于无量纲梁长的预解集,在得到该系统任

意两阶实测频率后,即可依托于时间、空间还原系数所建立的线性转换关系实现对双系统参数的定解．较之

于传统双参数识别算法,该算法具有两个特点:(１)识别计算仅涉及单变量超越方程的求解与线性转换,避

免了双参数超越方程组的非线性迭代问题,可使识别计算得到有效简化．(２)任意系统参数值的变化仅影响

时空、空间还原系数的大小,预解集具有适用于系统参数值任意变化的一般性,可有效避免因系统参数值改

变而导致重复迭代的情况,实现了解的一般化．
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Abstract　Inordertosimplifythedualparameteridentificationcalculationofthedynamicsystemofthe
beamonWinklerFoundation,anewdimensionlessmethodisproposed．Thetimeandspacecoordinates
ofthesystemarelinearlytransformedtorealizethecompletenormalizationofthecoefficientsofthedyＧ
namicequation．Thegeneralizedfrequencyequationdecoupledfromthesystemparametersisobtained．It
isfoundthatthefrequencyandfrequencyratioareonlydeterminedbythedimensionlessspan．Basedon
thisdiscovery,adualparameteridentificationalgorithmbasedonthereciprocalrelationshipoffrequency
ratiosisproposed．ThisalgorithmcanobtaintheresolventsetoffrequencyandfrequencyratiowithreＧ
specttothedimensionlessspanunderthecorrespondingboundaryconditionsbysolvingthegeneralized
frequencyequationonce．Afterobtaininganytwoordermeasuredfrequenciesofthesystem,thedual
systemparameterscanbedeterminedbyrelyingonthelineartransformationrelationshipestablishedby
thetimeandspacereductioncoefficients．ComparedwiththetraditionaltwoparameteridentificationalＧ
gorithm,thisalgorithmhastwocharacteristics:(１)TheidentificationcalculationonlyinvolvesthesoluＧ
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tionandlineartransformationoftheunivariatetranscendentalequation,whichavoidsthenonlineariteraＧ
tionproblemofthetwoparametertranscendentalequationsetinthetraditionalmethod,andcaneffecＧ
tivelysimplifytheidentificationcalculation．(２)Thechangeofanysystemparametervalueonlyaffects
thesizeofthetimeandspacereductioncoefficients．Therefore,theresolventsethasgeneralityapplicable
toanychangeofsystem parametervalue,whichcaneffectivelyavoidtherepeatediterativesolution
causedbythechangeofsystemparametervalueintraditionalmethods,andrealizethegeneralizationof
thesolution．

Keywords　beamonwinklerfoundation,　dynamicsystem,　dimensionless,　normalization,　paramＧ
eteridentification

引言

Winkler地基梁模型在岩土、公路、铁路以及

航空航天等领域都有着广泛的应用[１Ｇ４],该模型的

受力特点决定其易发生梁体损伤、地基脱空等破

坏,从而对结构安全造成严重影响,因此,国内外学

者对该模型的损伤诊断问题进行了大量研究,取得

了一系列富有成效的进展．文献[５]采用有限元法

计算该模型在不同损伤工况下的振型与固有频率,

提出基于遗传算法的两级参数识别流程,对梁体损

伤位置、程度以及地基脱空位置进行识别;文献[６]

通过建立考虑梁内损伤与地基脱空的有限元模型,

计算相应工况下的转角模态,并对其进行连续小波

变换,识别了梁体损伤与地基脱空位置;文献[７]利
用分段函数推导了考虑地基脱空损伤的频率方程,

结合共轭迭代算法对地基脱空位置与长度进行识

别．
值得注意的是,以上研究均需将各系统参数初

始值作为已知量代入计算,若无法对其进行准确识

别,则将在一定程度上造成损伤诊断结果与结构实

际状态的不符[８,９],因此,其系统参数初始值的识别

问题愈发受到研究者的关注,文献[１０]通过锤击法

实测 Winkler地基梁的固有频率,采用传递矩阵法

导出以地基刚度为未知数的高次方程,对地基刚度

进行识别;文献[９]基于频率响应函数提出针对地

基刚度与质量分布的双参数识别算法．值得注意的

是,由于 Winkler地基梁动力学系统当前未能实现

与系统参数的解耦,导致其动力学方程与频率方程

仍含多个系统参数,任意系统参数值的变化均将导

致求解的重复,使该系统正、反两类求解问题都不

具适用于系统参数值任意变化的一般性;更重要的

是,该系统的双参数识别反问题也将成为双参数超

越方程组的非线性迭代,造成了求解的不便与困

难,在一定程度上限制了双参数识别算法的发展与

应用．
可以看出,Winkler地基梁动力学系统的参数

识别仍然存在有待解决的问题,因此,本文提出基

于频率比互等关系的双参数识别算法,旨在同时对

该系统两项系统参数进行识别,并实现对其计算的

简化．本文首先提出一种新无量纲方法,完成 WinＧ
kler地基梁动力学系统的无量纲化,实现动力学方

程系数的彻底归一化,建立与系统参数解耦的广义

频率方程,然后导出频率－梁长预解集与频率比－
梁长预解集,利用时间、空间还原系数所建立的线

性转换关系提出双参数识别算法,同时对该系统的

两项系统参数进行识别．

１　Winkler地基梁动力学系统的无量纲化

据调研,根据无量纲方法的不同,Winkler地

基梁动力学系统已演化出三种不同形式:(１)时间、

空间坐标均未无量纲化的有量纲动力学系统[１１];
(２)仅对空间坐标进行无量纲化的部分无量纲动力

学系统[１２];(３)同时对时间、空间坐标进行无量纲

化的完全无量纲动力学系统[１３]．
不同动力学系统所对应的动力学方程与频率

方程(以两端固定边界为例)可分列如下:

(１)有量纲动力学系统

动力学方程:

E~I~∂４ν~(x~,t~)
∂x~４ ＋m~ ∂２ν~(x~,t~)

∂t~２
＋k~v~(x~,t~)＝０

(１)

频率方程:

１－cos(δ~１l
~)cosh(δ~１l

~)＝０ (２)
(２)部分无量纲动力学系统

１６
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动力学方程:

∂４ν~(x,t~)
∂x４ ＋ξ

~２
２
∂２ν~(x,t~)

∂t~２
＋K４

２v~(x,t~)＝０

(３)
频率方程:

１－cos(δ２)cosh(δ２)＝０ (４)
(３)完全无量纲动力学系统

动力学方程:

１
K４

３

∂４ν(x,t)
∂x４ ＋

∂２ν(x,t)
∂t２ ＋v(x,t)＝０ (５)

频率方程:

１－cos(δ３)cosh(δ３)＝０ (６)
对于以上各式及下文中所涉及的系统参数与

变量,带 “~”符号即为有量纲量,反之则为无量纲

量,若未对量纲进行说明,均代指无量纲量．其中:t~

、x~ 为时间、空间坐标自变量;E~I~ 为弯曲刚度;m~

为线密度;k~ 为地基刚度;l~ 为梁长;ω~ 为圆频率;

v~(x~,t~)为动挠度曲线;ξ２
n(ξ

~)、K４
n(k~３

n)、δn(δ~n)系

为简化表达而引入的组合参数,可由下表１所列算

式得到,其中n＝１,２,３．

表１　组合参数计算表
Table１　Calculationofcombinedparameters

ξ２n(ξ
~２n) K４n(k~４n) δn(δ~n)

ξ
~２
１ ＝m~/E~I~ K~４

１ ＝k~/E~I~ δ~１ ＝
４
ξ
~２
１ω~２－K~４

１

ξ
~２
２ ＝m~l~４/E~I~ K４

２ ＝k~l~４/E~I~ δ２ ＝
４
ξ
~２
２ω~２－K４

２

ξ２
３ ＝１ K４

３ ＝K４
２ δ３ ＝K３􀅰 ４ω２－１

由式(１)、式(３)、式(５)、表１可 知,随着 WinＧ
kler地基梁动力学系统的演化,已逐渐实现其动力

学方程两项系数的归一化,后续的理论推导将因此

而得到一定简化,但由于其动力学方程并未实现彻

底的归一化,仍含一项由弯曲刚度E~I~ 、地基刚度k~

、梁长l~ 三个有量纲系统参数组合而成的系数,任
意系统参数值的变化均会导致求解的重复,使该系

统正、反两类求解问题都不具有适用于系统参数值

任意变化的一般性,更重要的是,该系统的双参数

识别计算反问题也将成为双参数超越方程组的非

线性迭代,造成求解的不便与困难．
因此,下文提出一种新无量纲方法,以实现

Winkler地基梁动力学方程系数的彻底归一化．

１．１　动力学方程的归一化

首先,引入时间、空间还原系数αt 、αx ,同时

对该系统的时间、空间坐标作如下线性变换:

t~ ＝αtt (７)

x~ ＝αxx (８)

将线性变换式(７)、式(８)代入有量纲动力学方

程式(１)有:

E~I~

k~α４
x

∂４ν(x,t)
∂x４ ＋

m~αx

α２
t

∂２ν(x,t)
∂t２ ＋

　k~αxv(x,t)＝０ (９)

式(９)两边同乘１/k~αx ,即可得到:

E~I~

k~α３
x

∂４ν(x,t)
∂x４ ＋

m~

k~α２
t

∂２ν(x,t)
∂t２ ＋

v(x,t)＝０

(１０)

令:

E~I~

k~α４
x
＝EI＝１ (１１)

m~

k~α２
t
＝m＝１ (１２)

解得:

αt ＝
m~

k~
(１３)

αx ＝
４

E~I~

k~
(１４)

当时间、空间还原系数按上式(１３)、式(１４)取
值时,有量纲动力学方程式(１)即可转化为如下归

一化形式:

∂４ν(x,t)
∂x４ ＋

∂２ν(x,t)
∂t２ ＋v(x,t)＝０ (１５)

由式(１５)可知,该式已同时实现时间、空间坐标

的无量纲化与系数的彻底归一化,原有量纲动力学

方程式(１)中分别代表弯曲刚度E~I~ 、线密度m~ 、地
基刚度k~ 的３个常系数全部被化为无量纲的单位形

式,即EI＝m＝k＝１．如此,任意系统参数值的变

化均仅影响时间、空间还原系数αt 、αx 的大小．若
能在有、无量纲两种体系间建立联系,则式(１５)即

成为适用于系统参数值任意变化的归一化动力学

方程,可实现 Winkler地基梁动力学系统解的一般

化．根据式(１３)、式(１４)可建立如下转换关系:

l~ ＝αxl (１６)

ω~ ＝(１/αt)ω (１７)

E~I~ ＝ m~α４
x/α２

t( )EI (１８)

k~ ＝ m~/α２
t( )k (１９)

２６
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m~ ＝m~m (２０)

ηij ＝ω~i/ω~j ＝ωi/ωj ＝η
~
ij (２１)

式(１６)~式(２０)左边为有量纲体系下的系统

参数,右边为相应的转换系数与其无量纲形式的乘

积,通过上式所建立的线性转换关系,即可实现各

系统参数在有、无量纲两种体系间的转换．值得注

意的是,由频率转换关系式(１７)可知,在有、无量纲

两种体系中,任意两阶频率的比值ηij(下文称:频

率比)均具有式(２１)所示的互等关系,为便于区分,

在此式及下文中,当ω~i(ωi)与ω~j(ωj)同时出现

时,前者代指频率比分子有(无)量纲频率,后者代

指频率比分母有(无)量纲频率．
下文对归一化动力学方程式(１５)展开求解,导

出相应边界条件下的广义频率方程,以得到 WinkＧ

ler地基梁动力学系统的一般解．

１．２　频率方程的广义化

由分离变量法,可设归一化动力学方程式(１５)
的通解为:

v(x,t)＝ϕ(x)exp(iωt) (２２)
将式(２２)代入式(１５),可得本征函数ϕ(x)的

通解:

ϕ(x)＝A１cosh(δx)＋A２sinh(δx)＋
　A３cos(δx)＋A４sin(δx) (２３)

其中,A１ ~A４ 为依赖边界条件与初始条件的复常

数;δ系为简化表达而引入的组合参数,可由式

(２４)计算．

δ＝
４
ω２－１ (２４)

此处考虑两端固定、两端简支、固定－自由等３
种经典边界,相应的边界条件表达式可分列如下:

(１)两端固定

v(x,t)x＝０,l＝０

∂ν(x,t)
∂x x＝０,l

＝０ (２５)

(２)两端简支

v(x,t)x＝０,l＝０

∂２ν(x,t)
∂x２

x＝０,l
＝０ (２６)

(３)固定－自由

v(x,t)x＝０＝０;∂ν(x,t)
∂x x＝０

＝０

∂２ν(x,t)
∂x２

x＝l
＝０;∂

３ν(x,t)
∂x３

x＝l
＝０

(２７)

将式(２２)分别代入边界条件式(２５)~式(２７),

即可得到相应边界条件下的广义频率方程:

(１)两端固定

１－cosδl( )coshδl( ) ＝０ (２８)

(２)两端简支

sinh(δl)sin(δl)＝０ (２９)

(３)固定－自由

１＋cos(δl)cosh(δl)＝０ (３０)

由式(２８)~式(３０)可知,以上各边界条件下的

广义频率方程均实现了与系统参数的解耦,仅由组

合参数δ 与无量纲梁长l 两个变量决定．结合式

(２４)通过单变量迭代即可一次性求解得到各阶频

率ωi 关于无量纲梁长l的预解集,即ωiＧl曲线;根

据式(２１),可进一步得到相应阶次频率比ηij 关于

无量纲梁长l的预解集,即ηijＧl曲线．图１、图２以

两端固定边界为例,分别给出了前６阶频率所对应

的ωiＧl曲线与ηi１Ｇl曲线．

图１　频率－梁长曲线(ωiＧl曲线)
Fig．１　FrequencyＧSpancurve(ωiＧlcurve)

图２　频率比－梁长曲线(ηijＧl曲线)
Fig．２　FrequencyratioＧSpancurve(ηijＧlcurve)

３６
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值得注意的是,由于广义频率方程实现了与系

统参数的解耦,故频率－梁长曲线、频率比－梁长

曲线均具有适用于系统参数值任意变化的一般性,

依托于时间、空间还原系数所建立的线性转换关系

即可实现对该系统正、反两类问题的定解,不仅可

有效避免传统求解方法因系统参数值的改变而导

致重复迭代的情况,而且可使传统双参数识别算法

中的双参数超越方程组的非线性迭代转换为单参

数迭代,使计算得到有效的简化．
基于以上发现,下文提出基于频率比互等关系

的双参数识别算法,展开对 Winkler地基梁动力学

系统的双参数识别．

２　基于频率比互等关系的双参数识别算法

２．１　算法流程

根据广义频率方程、线性转换关系式(１６)~式

(２０)、频率比互等关系式(２１),可建立图３所示的

双参数识别算法,该算法已知弯曲刚度E~I~ 、线密

度m~ 、地基刚度k~ 三个系统参数中的任意一个,即

可利用任意两阶实测频率对其余两个系统参数进

行识别．此处以线密度m~ 已知为例,阐释识别弯曲

刚度E~I~ 、地基刚度m~ 的算法流程．

图３　双参数识别算法流程图

Fig．３　Flowchartofdualparameteridentificationalgorithm

图３所示算法在准备工作后,可分５步计算．
准备工作:求解广义频率方程,绘制频率－梁

长曲线(ωiＧl曲线);由频率比互等关系式(２１)绘

制频率比－梁长曲线(ηijＧl曲线)．

Step１:根据任意两阶实测频率ω~i 、ω~j 求得频

率比ηij．

Step２:由频率比ηij ,根据频率比－梁长曲线

(ηijＧl曲线)确定无量纲梁长l．

Step３:由无量纲梁长l,根据频率 － 梁长曲线

(ωＧl曲线)确定各阶次无量纲频率ωi、ωj．

Step４:根据频率转换关系式(１７)计算时间还

原系数αt ;由梁长转换关系式(１６)计算空间还原

系数αx．

Step５:根据式(１８)计算弯曲刚度E~I~ ;根据式

(１９)计算地基刚度k~．

２．２　算法本质

根据２．１节算法流程可知,本文所提出的双参

数识别算法,将原本双参数超越方程组的非线性迭

代计算问题转化为单变量超越方程(广义频率方

程)的求解与式(１６)~式(２０)所示的线性转换,实

现了对双参数识别计算问题的简化,本节旨在探究

识别计算得到简化的原因．
首先,回到问题的起点,由式(１)~式(６)、表１

可知,有量纲动力学系统、部分无量纲动力学系统、

完全无量纲动力学系统所对应的动力学方程、频率

方程均含与系统参数有关的组合参数,因此,上述

３种动力学系统的求解全过程均直接与系统参数

的大小有关,这也是传统算法陷入双参数超越方程

组非线性迭代的原因．因此,本文采用新无量纲方

法,完成了动力学系统时间、空间坐标的无量纲化,

实现了动力学方程系数的彻底归一化,这意味着,

式(１)中分别代表弯曲刚度E~I~ 、线密度m~ 、地基

刚度k~ 的３个常系数全部被化为无量纲的单位形

式,即EI＝m＝k＝１,因此,本文后续的推导均不

显含系统参数,频率方程仅由无量纲频率ω 与无

量纲梁长决定．
值得注意的是,广义频率方程的本质并未改

变,结合式(１３)、式(１４)、式(１６)、式(１７)可以推出,

无量纲梁长l＝
４

k~l~４/K~I~ ．此外,还可推出,不同系

统参数值(k~、l~、K~I~、m~ )对应着不同的时间、空间

还原系数αt、αx,进而对应着不同的无量纲频率ω
与无量纲梁长l．可以看出,本文的无量纲处理实际

上赋予了组合参数
４

k~l~４/K~I~ 无量纲梁长l的物理

意义,使频率方程虽不显含系统参数,但仍可间接

通过时间、空间还原系数与系统参数联系在一起．
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因此,由广义频率方程求解所得到的频率－梁

长曲线 (ωiＧl曲线)其实是适用于系统参数任意变

化的预解集,在正问题(频率计算)中,各系统参数

值是确定的,可由此直接计算时间、空间还原系数,
利用频率 － 梁长曲线实现对频率的定解．然而,在
双参数识别反问题中,在两个系统参数未知的条件

下,仅依靠频率 － 梁长曲线是不够的,但通过式

(１７),发现了有、无量纲两种体系间所隐含的频率

比互等关系式(２１),得到频率比 － 梁长曲线(ηijＧl
曲线),实现了对动力学系统多模态特性的利用,
提出了２．１节所示的算法流程,最终,实现了对双

参数识别计算的简化．

３　两类算例

为验证本文无量纲方法与双参数识别算法的

可靠性与准确性,下文分别在正、反两类求解问题

上,与文献算例进行比对．

３．１　正问题

表２分列了各组算例所采用的系统参数值,表

３、表４则给出了在两端固定、两端简支、固定－自

由三种边界条件下的计算频率的对比情况．

表２　系统参数表

Table２　SystemParameters
System
number

E~I~

(N．m２)
m~/

(kg．m－１)
l~/
(m)

k~/
(kg．m－２)

１ ６．２５E＋０７ ２．４０E＋０２ ６．００ １．００E＋０７

２ １．００E＋００ １．００E＋００ １．００ １．００E＋００

表３　计算频率对比表系统１
Table３　Computationalfrequencycomparisonsystem１

ω~cali

(rad．s－１)

Boundarycondition

Simplysupportedatbothends FixedＧFixed

Ref．[１１] FEM Current FEM Current

ω~cal
１ ２４７．４７０ ２４７．５４３ ２４７．４６７ ３７７．２７５ ３７７．１６０

ω~cal
２ ５９５．６８０ ５９５．８６６ ５９５．６８４ ８９８．０１９ ８９７．７４４

ω~cal
３ １２７５．６００ １２７５．９６９ １２７５．５７９ １７２６．４８２ １７２５．９５４

ω~cal
４ ２２４７．７００ ２２４８．４４７ ２２４７．７５９ ２８４１．２７８ ２８４０．４０９

ω~cal
５ ３５０３．５００ ３５０４．６３４ ３５０３．５６３ ４２３８．３２５ ４２３７．０３０

ω~cal
６ ５０４０．７００ ５０４２．２３４ ５０４０．６９６ ５９１６．２９１ ５９１４．４８８

ω~cal
７ ６８５８．３００ ６８６０．４４６ ６８５８．３５８ ７８７４．６６６ ７８７２．２７４

ω~cal
８ － － － １０１１３．２１８ １０１１０．１６０

ω~cal
９ － － － １２６３１．８２３ １２６２８．０３０

ω~cal
１０ － － － １５４３０．４１０ １５４２５．８２０

表４　计算频率对比表系统２
Table４　Computationalfrequencycomparisonsystem２

ω~cali

(rad．s－１)

Boundarycondition

FixedＧFree FixedＧFixed

Ref．[１２] Ref．[１４] Current Ref．[１５] Current

ω~cal
１ ３．６５５ ３．６５５ ３．６５５ ２２．３９６ ２２．３９６

ω~cal
２ ２２．０５７ ２２．０５７ ２２．０５７ ６１．６８１ ６１．６８１

ω~cal
３ ６１．７０５ ６１．７０５ ６１．７０５ １２０．９０８ １２０．９０８

ω~cal
４ － １２０．９０６ １２０．９０６ １９９．８６２ １９９．８６２

ω~cal
５ － １９９．８６２ １９９．８６２ ２９８．５５７ ２９８．５５７

值得注意的是,文献[１２]以有量纲动力学系统

求解、文献[１３]以部分无量纲动力学系统求解、文
献[１４,１５]以完全无量纲动力学系统求解,本文则

采用新无量纲方法,基于归一化动力学方程与广义

频率方程求解．可以看出,在以上各边界条件下,本
文计算频率均与文献算例吻合良好,表明本文无量

纲方法具有良好的可靠性与准确性．

３．２　反问题

本文以两端固定边界为例,采用系统１相关计

算频率对实测频率进行模拟,以研究本文双参数识

别算法的稳定性,考虑频率测试的不确定性,现对

计算频率施加不同等级随机噪声,模拟实测频率的

计算公式可表示如下:

ω~exp
i ＝ω~cal

i (１＋ξRi) (３１)
其中,ωexp

i 与ωcal
i 分别代表模拟实测频率与计算频

率;Ri 为[－１,＋１]区间上符合正态分布的随机变

量;ξ为噪声等级,本文考虑０．１％,０．５％,１％,

表５　模拟实测频率表
Table５　Simulatedmeasuredfrequency

ωexpi

(rad．s－１)
Noiselevelξ

０．１％ ０．５％ １％ ２％ ５％

ωexp１ ３７７．１８３ ３７７．３２４ ３７７．１６２ ３７９．１０３ ３８０．３２０

ωexp２ ８９７．８５９ ８９７．２６５ ８９９．２５５ ８９７．４３７ ８８６．２５５

ωexp３ １７２６．２９０ １７２６．４８７ １７３１．０１９ １７２０．１６０ １７３７．５２８

ωexp４ ２８４０．４９６ ２８３９．８５７ ２８３６．６０２ ２８４０．０９７ ２８４２．２８４

ωexp５ ４２３７．００９ ４２３７．６９７ ４２２２．５８０ ４２４０．４２６ ４２６７．４４２

ωexp６ ５９１４．５８９ ５９１７．１８９ ５９１１．８６０ ５９６６．９９０ ５９１５．１３５

ωexp７ ７８７２．８６３ ７８６４．３３２ ７８５１．９５０ ７８３４．９４１ ７９７０．１８１

ωexp８ １０１１０．２１５ １０１１０．４８８ １０１２７．２３５ １０１１９．４７１ １００４０．６０２

ωexp９ １２６２８．８７６ １２６３４．２３８ １２６８２．７５９ １２６７７．８０９ １２６７２．１８２

ωexp１０ １５４２６．８３２ １５４２５．９１５ １５４３８．３２７ １５４８７．４６８ １５４２６．５５５
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２％,５％等５种不同等级噪声,各噪声等级对应的

模拟实测频率如表５所示．
本文选取０．１％,０．５％两级噪声所对应的模拟

实测频率计算各阶频率比ηij,并以不同阶次频率

比分别进行识别计算,分析频率比的选择与参数识

别误差的关系,研究适于参数识别的最优频率比,

频率比的组合方式如表６所示,i、j 分别代表分

子、分母有(无)量纲频率的阶次．

表６　频率比组合表

Table６　Frequencyratiocombination

j i

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

２ － ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

３ － － ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

４ － － － ５ ６ ７ ８ ９ １０

５ － － － － ６ ７ ８ ９ １０

６ － － － － － ７ ８ ９ １０

７ － － － － － － ８ ９ １０

８ － － － － － － － ９ １０

９ － － － － － － － － １０

利用表６所示的４５种频率比分别进行参数识

别计算,绘制频率比－识别误差散点图,并对散点

进行拟合,分析不同频率比的选择与弯曲刚度、地

基刚度识别误差的联系．

图４　频率比－识别误差曲线(弯曲刚度E~I~ )
Fig．４　FrequencyratioＧidentificationerrorcurve

(bendingstiffnessE~I~ )

由图４、图５可知:(１)弯曲刚度的频率比－识

别误差拟合曲线整体平顺,无明显单调性,表明对

于弯曲刚度的识别,频率比的选择对其识别精度无

明显影响．(２)地基刚度的频率比－识别误差散点

呈明显阶梯状分布,相应的拟合曲线也具有明显的

单调性,均体现出地基刚度的识别误差随频率比分

母频率阶次的增大而增大的趋势,反映出低阶频率

对地基刚度的变化更为敏感的特性．

图５　频率比－识别误差曲线(地基刚度k~)
Fig．５　FrequencyratioＧidentificationerrorcurve

(foundationstiffnessk~)

基于以上发现可知,对 Winkler地基梁动力学

系统进行参数识别时,应尽量选取低阶频率作为频

率比分母频率以提高识别精度．因此,本文选取结

构基频作为频率比分母频率,以２~１０阶频率作为

频率比分子频率,分别以为频率比进行参数识别计

算,取９组识别值的平均值作为参数识别最终值．
下表７分列了不同噪声等级下弯曲刚度与地基刚

度的识别误差．

表７　参数识别误差表

Table７　Relativeerrorofparameteridentification

Noiselevelξ
Relativeerror(％ )

Er(E~I~) Er(k~)

０．１％ ０．０１ ０．０３

０．５％ ０．０８ ０．３３

１．０％ ０．４４ １．０６

２．０％ ０．６４ ３．２６

５．０％ １．２１ ５．４７

由表７可知,在以上５种不同等级噪声影响

下,根据本文参数识别算法,对弯曲刚度的识别误

差小 于 １．２１％,对 地 基 刚 度 的 识 别 误 差 小 于

５．４７％,本文参数识别算法具有良好的识别精度,

可对 Winkler地基梁动力学系统的系统参数进行

有效识别．
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４　结论

为简化 Winkler地基梁动力学系统的双参数

识别计算,本文提出新无量纲方法,对 Winkler地

基梁动力学系统进行无量纲化,实现了动力学方程

的归一化,得到与系统参数解耦的广义频率方程,

在此基础上,建立基于频率比互等关系的双参数识

别算法,对该系统的弯曲刚度与地基刚度进行识

别,主要研究结论如下:

(１)基于本文所提出的新无量纲方法,该系统

的动力学方程与频率方程均实现了与系统参数的

解耦,适用于具有任意系统参数值的 Winkler地基

梁动力学系统．
(２)仅需对广义频率方程进行一次求解即可在

相应边界条件下得到频率、频率比关于无量纲梁长

的预解集,该预解集具有适用任意系统参数值的一

般性,仅需由时间、空间还原系数所建立的线性转

换关系即可实现对该系统正、反两类求解问题的定

解,避免了传统求解方法因系统参数值的改变而导

致重复迭代求解的情况,实现了解的一般化．
(３)本文双参数识别算法的计算仅涉及单变量

超越方程的求解与线性变换,避免了传统双参数识

别算法中双参数超越方程组的非线性迭代计算,实

现了计算的简化．
(４)本文双参数识别算法对弯曲刚度的识别误

差小 于 １．２１％,对 地 基 刚 度 的 识 别 误 差 小 于

５．４７％,具有良好的识别精度,可对 Winkler地基

梁动力学系统的系统参数进行有效识别．
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