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大展弦比板弯扭耦合受迫振动分析∗

王卓　毛晓晔†　丁虎　陈立群
(上海大学 力学与工程科学学院 上海力学信息学前沿科学中心,上海　２００４４４)

摘要　对于工程广泛存在的大展弦比结构,首次研究了大展弦比板弯扭耦合受迫振动响应．考虑弦向相对弯

曲刚度远大于展向弯曲刚度,将弦向截面等效为刚体,考虑其绕展向轴线的扭转,应用 Hamilton原理分别

计算大展弦比板的势能与动能,建立两端简支的大展弦比板弯扭耦合受迫振动的动力学控制方程．将动力学

控制方程进行 Galerkin截断后,通过谐波平衡法和微分求积法/微分求积单元法,计算得到了大展弦比模型

弯扭耦合受迫振动稳态响应的解析解及数值解,同时验证了解的截断收敛性及谐波收敛性．最后研究了外激

励幅值对结构受迫振动响应的影响．结果将为工程中广泛存在的大展弦比结构设计提供指导．
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AnalysisofFlexuralCoupledForcedVibrationofHighＧAspectRatioPlate∗
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(SchoolofMechanicsandEngineeringScience,ShanghaiFrontierScienceCenterofMechanoinformatics,
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Abstract　ForextensivelyexistedhighＧaspectratiostructuresinengineering,thebendingＧtorsionalＧcouＧ
pledvibrationofthehighＧaspectratioplateisstudiedforthefirsttime．Astherelativestiffnessalongthe
chordwisedirectionisfarbiggerthanthatofthespanwise,thechordwisesectionissimplifiedasarigid
body,whilethatinthespanwisedirectionisflexible．TheHamilton’sprincipleisappliedtoestablishthe
governingequationofthebendingＧtorsionalＧcoupledvibrationofthehighＧaspectratioplatewithsimple
supportsatbothends．AfterprojectingthegoverningequationintomodalspaceviaGalerkinmethod,the
analyticalresultsandnumericalsolutionsofthebendingＧtorsionalＧcoupledvibrationareobtainedbythe
harmonicbalancemethodandDQEM/DQMrespectively．Theconvergenceofthemodalprojectionand
theharmonicexpansionarealsoverified．Finally,theinfluenceoftheexternalexcitationontheforcedviＧ
brationisstudied．TheresultsprovideguidanceforthedesignofhighＧaspectratiostructuresinengineerＧ
ing．
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引言

大展弦比板是工程中的重要结构之一,无论是

大展弦比机翼、大跨度桥梁、发动机的叶片等都可

以简化为大展弦比板结构进行分析研究,因此对大

展弦比板结构进行分析具有重要意义．
随着大展弦比机翼的广泛应用,结构非线性带

来的振动问题越来越多[１]．Dunn等研究了矩形悬

臂机翼在不同弯扭刚度耦合下的非线性、失速、气

动弹性行为并利用傅里叶分析进行非线性颤振计

算[２]．Xie等发现结构大变形引起的几何非线会导

致机翼弦向弯曲和扭转耦合运动,从而改变频率和

振型[３]．Minguet等对结构耦合复合材料叶片的动

力学特性进行了分析和实验研究,结果表明静态挠

度对叶片扭转和纵向模态和频率有显著影响[４]．已
经有许多学者采用有限元软件模拟和实验分析的

方法对大展弦比结构的振动特性进行了分析．

２０１２年,Shams等基于非线性EulerＧBernoulli
梁行对大展弦比柔性机翼的气动弹性响应进行了

预测[５]．２０１４年,Mian对大展弦比的线性和非线性

弯曲变形及扭转角进行了分析[６]．２０１９年,Trahair
等基于简支梁均匀非弹性屈曲研究了悬臂钢梁的

非弹性侧向屈曲[７]．２０１９年,Pezeshky等研究了腹

板变形对悬臂梁横向扭转去屈曲强度的影响,量化

了不同横向支撑方案对弹性横向扭转屈曲强度的

影响[８]．２０２０年,刘燕等对可伸缩复合材料梁的时

变非线性振动进行理论研究,分析了可伸缩悬臂复

合材料层合梁在外伸与收缩变形过程中的非线性

动力学特性[９]．２０１４年,杨智春等发现几何非线性

会使扭转固有频率明显下降[１０]．２０２１年,田少杰等

采用模态叠加法分析了气流激励下叶片的振动响

应[１１]．２０２１年,张立等研究了主梁偏置角度对弯扭

耦合叶片力学性能的影响[１２]．２０２２年,朱成秀等通

过虚功原理建立轴向运动板的有限元方程,给出了

板厚与系统复频率的关系,揭示了板厚对轴向运动

三阶剪切变形板稳定性的影响[１３]．２０１２年,Zhang
等研究了层合板在四边简支及不同荷载激励作用

下层合板的非线性动力学振动[１４]．２０２２年,韩勤锴

等开展了变速旋转圆柱薄壳动力稳定性研究,分别

探讨仅考虑周期轴向力、仅考虑变转速以及同时考

虑两种时变因素时,系统主参数不稳定区和组合不

稳定的变化规律[１５]．２０１３年,Zhang等考虑了板的

面内激励、横向振动及弯矩激励共同作用下板的非

线性动力学响应[１６]．２０１１年,Yang研究了四边简

支层合板的展向振动及稳定性[１７]．２０１１年,Tang
等研究了有无内共振时平板的横向非线性自由振

动[１８]．２０２０~２０２２年郭翔鹰等研究了不同横向激

励、不 同 材 料 参 数 对 FGM 板 动 力 学 特 性 的 影

响[１９Ｇ２２]．２０２１年,Shams等研究了含各向异性复合梁

的大展弦比机翼在不可压缩流体中的气动弹性失稳

问题,研究表明弯曲－扭转耦合刚度对减小或增大

机翼的非线性失稳速度有显著影响[２３]．这些工作研

究了大展弦比结构弯曲或扭转变形时的振动特性和

非线性响应,但是对于大展弦比结构耦合变形仍然

缺乏相关的研究．

２０００年,Hashemi等提出了弯扭耦合梁自由

振动分析的动力有限元公式[２４]．２０２２年,孔嘉翔等

基于变分原理建立了柔性帆板的刚柔耦合模型[２５]．
２０２１年,张婷等研究了具有实际背景的弯曲和扭

转联合作用下梁方程组在非线性边界条件下的吸

引子[２６]．２０２０年,杨兴等利用 Lagrange方法推导

了FGM 厚 板 的 刚 柔 耦 合 动 力 学 方 程,研 究 了

FGM 厚板的横向变形、速度响应频率和固有频

率[２７]．２０１１年,Hashemi等将动力有限元技术应用

于组合梁的拉伸－扭转自由振动分析,评估了系统

的固有频率和模态[２８]．２０１６年,Carr运用能量法求

出了两端固定和一边固定一边简支梁的近似频率

方程,对开截面均匀薄壁梁的纯扭转振动进行了分

析[２９]．２０１７年,郭兵等给出了能够模拟复杂变形并

满足边界条件的水平弯曲和扭转变形函数并给出

了任意荷载作用下梁的弯矩表达式[３０]．２００９年,

Zhang等发现几何非线性会加剧弦向弯曲和扭转

刚度的耦合[３１]．２０１４年,任智毅给出了水平弯曲频

率和扭转频率发生模态交换的存在条件[３２]．２０１４
年,刘占科等研究了不同类型的荷载组合作用下简

支梁的弹性屈曲－扭转屈曲[３３]．２０１５年,Eken等

研究了薄壁组合梁的弯扭耦合振动,发现固有频率

会随着展弦比和厚度比的增大而增大[３４]．２０２２年,

Wu等基于 Timoshenko梁理论对旋转叶片的轴向

弯曲耦合机理进行研究,结果表明,叶片轴向响应对

裂纹引起的非线性比弯曲响应更加敏感[３５]．然而,以
上大部分研究都基于有限元仿真或者实验研究结

果,分析了几何形状和边界条件对大展弦比结构固

有特性的影响,而且通常采用实验的手段得到系统

８２
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的非线性响应,所以目前仍然缺乏相关的理论分析．
基于以上调研,本文将重点研究大展弦比板弯

扭耦合受迫振动．第一节利用 Hamilton原理建立

两端简支的大展弦比模型．第二节运用 Galerkin法

对控制方程进行截断,得到一系列常微分方程,介

绍了用于数值求解的 DQEM 和 DQM 法．第三节

分析了谐波平衡法的截断收敛性和谐波收敛性,之

后将数值与解析结果进行比较,验证了所求响应的

正确性,最后得到了不同外激励下系统的幅频特性

曲线,分析了外激励对系统受迫振动响应的影响．
最后第四节得到结论．

１　力学模型与控制方程

如图１所示,大展弦比板的长度为L,宽度为

b,两端为简支端约束,其展向位移为w(x,t),绕

中轴线的转为φ(x,t)．ρ 为大展弦比板的质量密

度,A 为横截面面积,h 为截面高度,E 为弹性模

量,Ib 是梁关于中心轴的横截面惯性矩,It 是大展

弦比板关于中心轴的横截面极惯性矩,υ 为泊松

比,G 为剪切模量,外激励线性分布在大展弦比板

的一侧边缘,其幅值大小为F．

图１　两端简支大展弦比板模型

Fig．１　Thehighaspectratioplatemodelwithsimple
supportatbothends

图２　大展弦比板弯扭耦合变形图

Fig．２　Theflexuralandtorsionalcouplingdeformation
diagramofhighaspectratioplate

取大展弦比板微元dV 为研究对象,其任意时

刻具有的动能为:

dT＝
１
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h
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该微元任意时刻具有的势能将由两部分组成:

轴向拉压势能以及绕轴向的剪切势能．
首先计算轴向拉压势能,微元在未受到扰动

时,其单位弧长为dx,变形之后,其单位弧长变为:

dS１＝ dx２＋(w,xdx)２ (２)

在受到弯曲扰动后,微元在轴向上的应变为:

εw ＝
dS１－dx

dx ＝
１
２w２

,xdx (３)

在受到弦向扭转扰动后,微元的应变为:

εφ ＝ ysinφ＋zcosφ( )w,xx (４)

至此可以得到微元在轴向上的应变为:

ε(x)＝
１
２w２

,x ＋(ysinφ＋zcosφ)w,xx (５)

因此该大展弦比板的拉压势能为
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因此系统的总势能为:
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据 Hamilton变分原理:

δ∫
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９２
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式中Q 为外力功,变分后,得到:

ρA∫
L
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采用 Kelvin黏弹性本构关系模型,Λ 为黏性阻尼．

E＝E＋Λ d
dt

(１０)

将式(１０)代入式(９)后并对其进行分部积分后,可以得到大展弦比板的控制方程为:
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相应的边界条件为:

w(０,t)＝０;w(L,t)＝０;

φ(０,t)＝０;φ(L,t)＝０;

－EIbw,xxxx(０,t)－ρAw,tt(０,t)＝０;

－EIbw,xxxx(L,t)－ρAw,tt(L,t)＝０;

－
１
１２ρAb

２φ,tt(０,t)＋GIpφ,xx(０,t)＝０;

－
１
１２ρAb

２φ,tt(L,t)＋GIpφ,xx(L,t)＝０

(１３)

２　求解方法介绍

２．１　谐波平衡法过程

采用n 阶 Galerkin截断,为了满足两端简支

的边界条件,取正弦函数为势函数,仅保留前n 阶,
将梁的横向位移和扭转位移用广义坐标的形式表

示为:

w(x,t)＝∑
n

i＝１
qi(t)sin(iπx

L
)n＝１,２􀆺 (１４)

φ(x,t)＝∑
n

i＝１
Qi(t)sin(iπx

L
)n＝１,２􀆺 (１５)

其中qi(t),Qi(t)为大展弦比板的广义位移,

模态函数sin(iπx/L)为特征函数．权函数取特征

函数本身,将广义坐标形式的位移函数(１４)和(１５)

代入两端简支大展弦比板的偏微分方程后,得到含

有响应qi(t),Qi(t)的方程H(x,t)和G(x,t),对
方程 H(x,t)和G(x,t)采用n 阶积分截断,将方

程的两边同乘以权函数,并在区间[０,L]上积分后

得到n 个常微分方程,其方程满足:

∫
L

０
H(x,t)siniπx

L
æ

è
ç

ö

ø
÷dx＝０,i＝１,２􀆺,n (１６)

∫
L

０
G(x,t)siniπx

L
æ

è
ç

ö

ø
÷dx＝０,i＝１,２􀆺,n (１７)

由此得到了关于qi(t),Qi(t)的n 个常微分

方程组:

l１
d２

dt２qi(t)＋l２
d
dtqi(t)＋l３qi(t)＋l４＝０,

j＝１,２􀆺,n (１８)

l５
d２

dt２Qi(t)＋l６
d
dtQi(t)＋l７Qi(t)＋l８＝０,

j＝１,２􀆺,n (１９)

其中l１－８分别为对应系数,经过简化之后可得．
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对控制方程(１１)和(１２)的解式(１４)和(１５)中

时间函数qi(t)和Qi(t)作出如下假设:

　qi(t)＝aw,０＋∑
N

i＝１
aw,isin(iωt)＋∑

N

i＝１
bw,icos(iωt)

　Qi(t)＝aφ,０＋∑
N

i＝１
aφ,isin(iωt)＋∑

N

i＝１
bφ,icos(iωt)

(２０)

其中,w 和φ 为模态阶数,m 为谐波阶数．
将式(２０)及其导函数代入经过伽辽金截断预处

理后得到的n个常微分方程组(１８)及方程组(１９),

可以得到以含t的各阶谐波为未知变量的n个代数

方程组．由于t的任意性,代数方程中各谐波项的系

数和常数项均为０,所以需要提取代数方程组中(２m

＋１)×n项谐波系数,并使它们都等于０,此时可以得

到(２m＋１)×n个非线性齐次方程组,记为:

F(aw,０,aw,１,bw,１,􀆺aw,m,bw,m,Ω)＝０ (２１)

F(aφ,０,aφ,１,bφ,１,􀆺aφ,m,bφ,m,Ω)＝０ (２２)

通过方程组(２１)和(２２),可以得到式(２０)中各

系数与激励频率 Ω 的关系,由于方程组(２１)和

(２２)很难用解析方法求解,而只用牛顿迭代数值方

法求解会遇到转折点的奇异性问题．故此处采用伪

弧长延伸法中的预报－修正进行数值求解,即用解

曲线c(s)的弧长来避免遇到转折点的奇异性问题．
具体原理如下:

记y＝(aw,０,aw,１,bw,１,􀆺,aw,m,bw,m,Ω),H

＝(２m＋１)×n．方程组的雅各比矩阵Y可以表示为

Y＝

∂F１

∂y１

∂F１

∂y２
􀆺 ∂F１

∂yH＋１

∂F２

∂y１

∂F２

∂y２
􀆺 ∂F２

∂yH＋１

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

∂FH

∂y１

∂FH

∂y２
􀆺 ∂FH

∂yH＋１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

H× H＋１( )

(２３)

设J＝{J１,J２,􀆺,JH＋１}T 为方程组的解曲线

c(s)在该H ＋１维空间中的切向量,J 中元素的表

达式为:

Ji ＝ －１( )i＋１det ∂F
∂y１

,􀆺,∂F
∂yi－１

,∂F
∂yi＋１

,􀆺,∂F
∂yH＋１

[ ]
H×H

(２４)

结合雅各比矩阵Y 和J 的表达式,易知

Y􀅰J＝０ (２５)

式(２５)说明J 确实是方程组(２１)的解曲线

c(s)的切向量．定义该 H＋１维空间中解曲线的弧

长微段满足几何关系,即

ds２＝∑
H＋１

i＝１
dy２

i (２６)

解曲线的单位切向量可以表示为:

τ＝
J

‖J‖
(２７)

则伪弧长延伸法的预测过程可表示为:

dy＝τds　　y(０)＝y０ (２８)

对式(２８),采用经典的欧拉法进行数值求解,有

yp ＝y０＋τ(y０)Δs (２９)

其中yp 为预测解,y０ 为初值,Δs为给定的弧长增

量．修正过程采用牛顿迭代法,其计算格式为:

yc,０＝yp

yc,i＝yc,i－１－
Y(yc,i－１)

JT(yc,i－１)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１ F(yc,i－１)

０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

i＝１,２,􀆺 (３０)

只要JT(yc,０)≠０,则det
Y(yc,０)

JT(yc,０)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＝ ‖JT(yc,０)‖２ ＞０,

Y(yc,０)

JT(yc,０)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１

存在．这也说明y０ 离解流形不远,就

可以指望式(３０)形成迭代序列yc,i,其能收敛到解

流形上的一点y∗
c ,并满足F(y∗

c )＝０．
在用伪弧长延伸法求解时可能会遇到以下情

况:如果 ‖JT(yc,０)‖ →０,则预测过程的欧拉法

失效,修正过程的牛顿迭代法也可能会产生奇异

点．如果,‖JT(yc,０)‖ → ∞,则预测过程的欧拉法

中yp ＝y０,导致修正过程的牛顿迭代法又会回到

前一时刻的解,这样会一直在该处循环,程序不能

停止,也不能得到全频域上的解,故初值的选取及

判定每一步迭代对应的 ‖J‖ 是否为很小值或很

大值显得尤为重要．基于上述伪弧长法,解出谐波

系数,进而得到平板弯扭耦合振动的位移响应．

２．２　直接数值仿真方法过程

由于微分求积法(DQM)可以严格满足两个边

界条件,因此它适用于具有两个边值问题的连续体

仿真,而微分求积单元法(DQEM)适用于具有四个

边值问题的连续体仿真．由于式(１１)是四阶微分方

程,而式(１２)是二阶微分方程,应该采用 DQEM 和

DQM 一起进行计算．
按照微分求积法,函数f(x,t)在节点xi 处对

变量x 的偏导数可以表示为:
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f(n)
x (xi,t)＝∑

n

k＝１
A(n)

ikf(xk,t) (３１)

式中,算子A 可以由以下显示表达式计算．

A(１)
ij ＝

∏
N

k＝１,k≠i

(xi－xk)

(xi－xj)∏
N

k＝１,k≠i

(xj －xk)
;

(i,j＝１,２．．．,N;j≠i)

A(n)
ij ＝n A(r－１)

ii A(１)
ij －

A(r－１)
ij

xi－xj

é

ë
êê

ù

û
úú ;

(n＝２,３．．．;j＝１,２．．．,N;j≠i)

A(n)
ii ＝－ ∑

N

k＝＝１,k≠i
A(n)

ik ;

(n＝２,３􀆺;i＝１,２􀆺,N)(３２)

已有文献表明当节点采用非均匀分布时,计算

结果精度及收敛性更高,因此本文采用 ChebyＧ

shevＧGaussＧLobatto非均匀分布,即

xi＝
１
２ １－cos

(i－１)π
N－１

é

ë
êê

ù

û
úúL;i＝１,２􀆺,N (３３)

DQM 过程将产生N －２个内点动力学方程,

联合两个边界条件,方程数目与节点数目匹配,系

统可以求解．
微分方程w(x,t)的解函数可以用 DQEM 表

示为

w(x,t)＝∑
N

j＝１
φj(x)w(xj)＋

　ψ１(x)w(１)(x１)＋ψN (x)w(１)(xN ) (３４)

其中N 为节点数．φj(x)和w(xj)分别代表插值

函数和j 点的位移解．w(１)(x１)和w(１)(xN )表示

两个新引入的变量,表示边界处的旋转角度．节点

xi 处的k阶导数可以如下表示

w(k)(xi)＝∑
N

j＝１
φ

(k)
j (xi)w(xj)＋

　ψ
(k)
１ (xi)w(１)(x１)＋ψ

(k)
N (xi)w(１)(xN ),

i＝１,２􀆺,N (３５)

ψ
(k)
j 和φ

(k)
j 可以分别如下表示:

ψ
(k)
j (xi)＝

１
xj －xN－j＋１

{l(k)
j (xi)(xi－x１)×

　(xi－xN )＋kl(k－１)
j (xi)[(xi－x１)＋(xi－

　xN )]＋k(k－１)l(k－２)
j (xi)},

j＝１,N,　i＝１,２,􀆺,N (３６)

　　φ
(k)
j (xi)＝

１
xj－xN－j＋１

[l(k)
j (xi)(xj－xN－j＋１)＋kl(k－１)

j (xi)]－ l′
j(xj)＋

１
xj－xN－j＋１

é

ë
êê

ù

û
úúψ

(k)
j (xi),

j＝１,N,　i＝１,２,􀆺,N
１

xj－xN－j＋１
[l(k)

j (xi)(xi－x１)(xi－xN)＋kl(k－１)
j (xi)(xi－x１)＋(xi－xN)＋

k(k－１)l(k－２)
j (xi)], j＝２,３,􀆺,N－１,　i＝１,２,􀆺,N

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(３７)

lj(x)为拉格朗日插值函数,其表达式为

lj(x)＝ ∏
N

k＝１,k≠j

x－xk

xj －xk
(３８)

l(１)
j (xi)＝

１
xi－xj

∏
N

m＝１,m≠j

xi－xm

xj－xm
,i≠j

∑
N

m＝１,m≠i,j

１
xi－xm

;i＝j,(i＝j＝１,２,􀆺,N)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(３９)

l(k)
j (xi)＝

kl(１)
j (xi)l(k－１)

i (xi)－
l(k－１)

j

xi－xj
[ ] ,i≠j,

∑
N

m＝１,m≠１
l(１)

j (xm)l(k－１)
m (xj),i＝j＝１,２,􀆺,N

ì

î

í

ï
ï

ïï

(４０)
为了提高仿真精度及收敛性,几点分部依然选

取ChebyshevＧGaussＧLobatto非均匀分布,即式(３３)．

３　受迫振动响应算例分析

采用表１的参数进行计算,系统的初始激励幅

值为５N,外激励频率为２０Hz,数值计算时常取

３００个周期,每个周期内取５０个点,初始位移和初

始速度均取为０．

表１　大展弦比板的材料参数

Table１　MaterialparametersofthehighＧaspect
ratioplate

Parameter Symbol Value

Young’smodulus E １１．９GPa

Density ρ ８９６０kg/m３

Length L ０．５m

Height h ０．００３m

Width b ０．０５m

Sectionalarea A １．５×１０－４m２

Poisson’sratio υ ０．３２６

Momentofinertia Ib １．１２５×１０－１０m４

Polarmomentofinertia Ip ４．０５×１０－１０m４
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３．１　截断收敛性和谐波收敛性分析

用于数值计算的参数同表１,图３(a)对比了展

弦比为１０时,二阶、三阶、四阶截断得到的大展弦

比中点处弯曲响应的解析计算结果．对比之后发

现,二阶截断与三阶和四阶截断得到的结果差异较

大,而三阶截断和四阶截断的结果吻合很好．图３
(b)对比了展弦比为１０时,二阶、三阶截断得到的

大展弦比中点处扭转响应的解析计算结果．对比之

后发现,二阶截断与三阶得到的结果相同．为了方

便后续的计算,故本文后续研究大展均采用三阶截

断,即取式(１４)和式(１５)中的n＝３．

(a)弯曲响应截断收敛性分析
(a)Analysisoftruncatedconvergenceofbendingresponse

(b)扭转响应截断收敛性分析
(b)Analysisoftruncatedconvergenceoftorsionalresponse

图３　谐波收敛性分析

Fig．３　Analysisoftruncatedconvergence

图４(a)和(b)对比了展现比为１０时三阶谐波

次数和五阶谐波次数下大展弦比中点处的弯曲响

应和扭转响应计算结果．图中的对比可以发现,三

阶谐波系数和五阶谐波系数的计算结果吻合较好,

故本文后续研究均采用三阶谐波系数,即取式(２０)

中的N＝３．经过分析,确定了截断收敛性和谐波收

敛性,在后文的研究过程中,只需要采用相对应的

截断阶数和谐波阶数即可满足计算精度．

(a)弯曲响应谐波收敛性分析
(a)Analysisofharmonicconvergenceoftorsionalresponse

(b)扭转响应谐波收敛性分析
(b)Analysisofharmonicconvergenceoftorsionalresponse

图４　谐波收敛性分析

Fig．４　Analysisofharmonicconvergence

３．２　数值验证与分析

为了验证３．１节所计算数据的正确性,基于３．１
节所确定的截断收敛阶数和谐波收敛阶数,采用数

值仿真的方法对解析计算的结果进行验证．同样采

用表１的数值进行计算,对于 DQEM/DQM,给定

所有的初值都设置为零．图５给出了F＝５N,ω＝

２０Hz时大展弦比模型弯曲响应的近似解析解和数

值解,图６给出了相同条件下大展弦比模型扭转响

应的近似解析解和数值解,可以看出此时系统已经

进入稳态响应,仿真时长足够,取响应进入稳态最

后一个周期的最大位移作为幅值,验证大展弦比模

型稳态响应的近似解析解．图中红色点划线表示利

用DQM/DQEM 计算的得到数值解,蓝色虚线表
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示运用谐波平衡法计算得到的近似解析结果．经过

对比之后可以发现,当系统进入稳态响应后,解析

结果与数值结果两者相同,说明近似解析解具有令

人满意的计算精度．

图５　大展弦比板中点处稳态弯曲响应时程图

Fig．５　TimehistoryofsteadyＧstateresponse

图６　大展弦比板中点处稳态扭转响应时程图

Fig．６　TimehistoryofsteadyＧstateresponse

图７　大展弦比板中点处幅频响应曲线

Fig．７　AmplitudeＧfrequencyresponsecurveatmidＧpoint

为了分析外激励幅值的影响,图７给出了第一

阶模态响应幅值在不同激励频率下随外激励幅值

的连续变化曲线,由于控制方程中的三次方项,从

图中可以看出随着外激励的增大,幅频特性曲线向

右偏转,幅频特性曲线呈现硬特性,并且随着外激

励的增大,硬特性增强,同时响应幅值随着外激励

的增大而增大,结构的非线性增强．

４　结论

本文研究了大展弦比模型的非线性弯扭耦合

受迫振动,建立了两端简支的大展弦比模型并利用

Hamilton原理推导得到了对应的控制方程,运用

谐波平衡法得到了系统受迫振动的稳态响应,无论

是对于弯曲振动还是扭转振动来说,三阶截断和三

阶谐波系数就能 达 到 很 好 的 收 敛 性．之 后 运 用

DQEM 和DQM 相结合的方法得到了数值解,对

比解析解后发现两者具有较好的精度,验证了解析

结果的正确性．最后分析了不同外激励幅值下结构

的幅频特性曲线,随着外激励的增大,幅频特性曲

线向右弯曲,振动响应幅值增大,结构呈现硬特性．
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