
第２１卷第１１期

２０２３年１１月
动 力 学 与 控 制 学 报

JOURNALOFDYNAMICSANDCONTROL
Vol．２１No．１１

Nov．２０２３

文章编号:１６７２Ｇ６５５３Ｇ２０２３Ｇ２１(１１)Ｇ０６２Ｇ０１１ DOI:１０．６０５２/１６７２Ｇ６５５３Ｇ２０２２Ｇ０４９

　２０２２Ｇ０８Ｇ１５收到第１稿,２０２２Ｇ０９Ｇ２９收到修改稿．
∗国家自然科学基金资助项目(５１７０９１９４),NationalNaturalScienceFoundationofChina(５１７０９１９４)．
†通信作者 EＧmail:bsiyuan＠１２６．com

不同位置四点支承矩形薄板的自由振动特性∗

李军委　鲍四元†　沈峰
(苏州科技大学 土木工程学院 工程力学系,苏州　２１５０１１)

摘要　研究不同位置四点支承条件下矩形薄板的自由振动特性．首先,在板结构模型的不同位置上引入横向

约束弹簧,并设定人工弹簧的刚度值以模拟出四点支承的边界条件．然后,基于二维改进傅里叶级数表示结

构的位移容许函数,其中改进部分的正弦附加项可解决以往位移函数在边界上可能存在的求导不连续问题．

建立矩形板系统能量对应的泛函,令其取驻值建立线性方程组．最后,求解矩阵特征值问题得到点支承矩形

板自由振动频率等参数,给出不同位置四点支承条件下矩形薄板的振动特性．所应用二维改进傅里叶级数法

中,位移函数基于改进傅里叶级数展开时的附加项能够提高结果的精度和收敛速度．研究结果为不同位置点

支承矩形板的自由振动问题提供一定的参考．
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FreeVibrationalCharacteristicsofFourＧPointＧSupportedRectangular
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Abstract　ThefreevibrationcharacteristicsofrectangularthinplateswithfourＧpointsupportsatdifferＧ
entlocationsarestudied．Firstly,thelateralconstraintspringsareintroducedatdifferentlocationsofthe
platestructuremodel,andthestiffnessvaluesofartificialspringsaresettosimulatetheboundarycondiＧ
tionsoffourＧpointsupports．ThenbasedonthetwoＧdimensionalmodifiedFourierseries,theadmissible
displacementfunctionofthestructureisexpressed,inwhichtheadditionaltermsoftheimprovedparts
cansolvethediscontinuityproblemofthederivativesofthedisplacementfunctionontheboundary．The
energyfunctionaloftherectangularplatesystemisestablished,andthelinearequationsareestablished
bylettingthefunctionalchoosethestationeryvalue．Finally,thefreevibrationfrequencyparametersof
thepointＧsupportedrectangularplateareobtainedbysolvingmatrixeigenvalueproblems,andthevibraＧ
tioncharacteristicsoftherectangularplatesupportedbyfourpointsatdifferentpositionsaregiven．In
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引言

矩形板是较为常见的基本构件,在土木、机械

等工程实际中有着不可或缺的作用．如放置在多柱

上的桥面和楼屋面、飞机的面板结构、太阳能电池

板、印刷电路板以及玻璃幕墙等,其中部分矩形板

结构可简化为不同位置处四点支承的矩形薄板的

力学模型,其自由振动是这类结构的重要力学行为

之一,且结构的固有频率等特性与结构的安全性和

人们的生活环境密切相关．如蒋睿嵩等[１]基于保结

构方法研究航天器薄板结构受动态冲击载荷时的

一种微电子器件布局优化问题．而四点支承矩形板

可作为点支承板类结构的研究基础,因此不同位置

四点支承条件下矩形板自由振动问题具有重要研

究价值．
薄板的分析主要建立于克希霍夫假设基础

上,即不考虑剪切变形．Chia[２]对复合材料板非线

性弯曲、屈曲和振动进行了系统的研究．Reddy[３]提

出了小变形高阶剪切变形理论,可用于分析大挠度

的中厚板问题．基于引入克希霍夫假设的薄板理

论,Zhou等[４]利用点荷载下的静态梁函数作为允

许函数,并结合瑞利－里兹方法研究了点支承层压

矩形板的自由振动特性．宋华等[５]以内部为弹性点

支承的简支梁的挠度函数为依据,采用多子域法与

伽辽金法分析了内部为弹性点支承的四边简支矩

形板的振动问题．王元清等[６]对两种常用的点式玻

璃建筑柔性支承系统的动力特性进行研究,对比和

分析影响这两种系统自振频率和振型的主要因素．
许琪楼[７]利用振动微分方程和板挠度与角点力间

的微分关系,对有角点支座矩形板自振进行了分

析．Huang等[８]提出了一种分析带点支撑的矩形板

自由振动问题的离散方法．Lim 等[９]采用辛弹性方

法研究角点支撑矩形薄板的静力弯曲问题,并得到

不含有假设的理性解析解．
近些年来,点支承矩形板振动特性的问题得到

学者的关注,且研究方法呈现出多元化的特点．王

砚等[１０]基于薄板理论和弹性动力学 Hamilton原

理,验证了无网格伽辽金法对点弹性支承矩形薄板

的横向振动的适用性．李郑发等[１１]基于能量守恒原

理并结合固定支承点处的约束条件,建立四角点固

定支承矩形板横向振动的拉格朗日方程,研究了四

角点固定支承矩形板固有特性．利用 Hamilton原

理的变分方程,并用广义伽辽金法求解,Lopatin
等[１２]提出了一种计算具有内部中心点支撑矩形板

的基本频率的新方法．对于具有多点支撑的矩形薄

板,Li等[１３,１４]采用辛叠加法分别得到了结构静态

分析和自由振动问题的解析解．Naghsh等[１５]采用

无元素伽辽金(EFG)方法对点支承层压复合斜斜

板的大振幅自由振动进行了分析．Narita等[１６]将分

层优化方法扩展到点支撑、对称层压矩形板研究当

中,对其结构基频进行最大化的分层优化．以上学

者对矩形板振动特性问题开展研究的方法主要有

梁函数法、伽辽金法、辛弹性法以及辛叠加法等．但
研究中的多数模型相对单一、研究理论复杂,不利

于提高计算效率和精度．因此,寻求高效准确的理

论解析法成为一个热门研究方向,文献[１７~[２３]

基于改进的傅里叶级数或 Chebyshev级数方法对

梁板结构动力学问题开展了研究．但关于点支撑约

束条件下的矩形薄板自由振动问题鲜有报道,故将

级数方法应用到四点支承板结构上具有一定的价

值,其特点是计算时无需划分网格,建立模型后对

不同的边界条件可进行统一研究,能够进一步用于

优化问题的分析,满足实际工程中所需要的各种复

杂工况．
弹性约束边界具有重要的实用价值．如孙海

等[２４]提出纤维增强复合材料薄板振动过程中,螺
栓松动引起的边界实际上属于弹性支撑边界,计算

时可用人工弹簧组合模拟．又如项贻强等[２５]指出桥

梁工程中也存在弹性约束边界．基于人工弹簧的方

法可见于文献[２６]中分析周期结构带隙计算．这类

人工虚拟边界易于模拟不同的边界条件,如 Du
等[２７]用于分析球型盖的动态行为．而向逸峰等[２８]

使用虚拟弹簧施加 Mindlin板边界,应用微分求积

有限单元法分析自由振动和屈曲问题．
本文采用二维改进傅里叶级数[１８Ｇ２１]给出结构

位移函数的展开形式,再结合能量法对不同位置四

点支承矩形板的自由振动特性展开研究．不同位置

的点支承边界约束条件由引入的人工弹簧来模拟,

并在数值上寻求一个较大刚度值来模拟理论上的

无穷大刚度,最后通过相关算例来说明本文方法得

到的结果与有限元分析结果以及既有文献结果吻

合良好,验证本文方法的收敛性 、准确性及其效

率,进而分析不同支承位置下矩形薄板的固有频率

变化情况,寻求四点支承条件下矩形薄板自由振动

３６
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特性．

１　矩形薄板理论分析

１．１　模型建立

假设四点支承矩形板的边长分别为ɑ 和b,如

图１所示．其中四个支承点以一定的形式分布在矩

形板结构的不同位置,记为图中A、B、C和D 点．点

支承处的横向约束由引入的人工弹簧模拟,且不需

要施加旋转弹簧,如图２所示．其中图２(a)为四点

刚性支承条件下矩形薄板的简化模型．为便于涵盖

含有弹性点支承的情况,将四个支承点用人工弹簧

代替,达到模拟边界的目的,如图２(b)．模拟四点支

承时,在A、B、C 和D 点处所设置的横向弹簧需赋

予具体的约束刚度系数值,理论上刚性支撑时设定

所有弹簧的约束刚度系数为无穷大．

图１　四点支承矩形薄板的平面模型

Fig．１　PlanemodelofrectangularthinplatewithfourＧpointsupports

(a)简化模型 (b)计算模型
(a)Simplifiedmodel (b)Calculatedmodel

图２　四点支承条件下的矩形薄板模型

Fig．２　RectangularthinplatemodelwithfourＧpointsupports

１．２　位移函数的引入

改进傅里叶级数方法在板自由振动问题中得

到了 一 定 的 应 用．按 照 改 进 傅 里 叶 级 数 的 理

论[１７Ｇ２１],本文设薄板弯曲容许位移的形式为:

w(x,y)＝∑
ti

i＝ －４
∑
tj

j＝ －４
Aijϕi(x)φj(y) (１)

式中,Aij为描述矩形板弯曲位移的未知傅里叶系

数;ti、tj为改进傅里叶级数的截断数,理论上应取

为无穷大,但实际计算时取到一定数值就可满足精

度要求．其基函数如下:

ϕi(x)＝
cosλix０≤i≤ti

sinλix －４≤i＜０{ ,λi＝
iπ
a

φj(y)＝
cosλjy０≤j≤tj

sinλjy－４≤j＜０{ ,λj ＝jπ
b

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(２)

式(２)中的正弦基函数是改进傅里叶级数中引

入的改进项,所附加的正弦项可以解决经典傅里叶

级数函数在边界处导数不连续的问题．虽然此位移

容许函数尚不满足点支撑的边界条件,后文模型中

采用能量守恒原理确定待定系统,并且由支撑弹簧

的势能体现点支撑边界条件．

１．３　基于结构能量的分析

能量守恒原理是自然界最基本的原理之一,它

也是力学中最基本的原理,由它可以导出弹性力学

中的虚功原理、最小势能原理及最小余能原理等经

典原理[２９]．国内外学者都十分重视变分原理的研究

与应用,因为它是现代结构理论分析与简化计算的

出发点．
在研究自由振动问题时,刘开国[３０]对于一类

扁壳结构,利用的惯性力的概念把组合型扁扭网壳

结构的动能转化为势能,从而把动力问题化为结构

势能的变分法应用．该方法也可用于薄板动力分析

中．
本文应用振动位移的谐函数形式,结合薄板能

量守恒原理进行推导．矩形板结构能量泛函为:

V
~

p ＋V
~
s ＋T~ ＝constant (３)

由薄板弯曲的基本理论知:

V~p ＝
Ds

２∫
a

０∫
b

０

∂２w~

∂x２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
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∂y２
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è
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ø
÷
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ø
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ø
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２１－ν( )
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∂x∂y
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è
ç

ö

ø
÷

２

é

ë
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ê
ê
ê
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ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
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ú

dxdy

(４)

V~s ＝
１
２ kAw~２

A ＋kBw~２
B ＋kCw~２

C ＋kDw~２
D[ ]

(５)

式中,V~p 为结构的应变能;V~s 为各个支承处储存

４６
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的最大总势能,即全部横向弹簧的最大势能;T 为

结构的最大动能.kA、kB、kC 和kD 分别为四个支

承点A、B、C 和D 处所设置的横向弹簧约束刚度

系数,w~A,w~B,w~C,w~ D 分别是四个支承点A、B、C
和D 点的挠度.Ds为薄板的弯曲刚度,即 Ds＝

Eh３/１２(１－ν２),其中E 为材料的弹性模量,h 为

薄板厚度,ν为泊松比．
矩形板结构的动能表示为:

T~ ＝
１
２ρh∫

a

０∫
b

０

∂w~

∂t
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

dxdy (６)

式中,ρ为板结构的密度．设板做简谐移动,即w~ ＝
eiωtw(x,y),其中ω 为结构的固有圆频率,t为时

间,i为虚数单位．代入式(６)可分离出时间变量．在
频域中,结构的最大动能为:

T~ ＝－ω２VT ＝－
１
２ρhω

２∫
a

０∫
b

０
w２ x,y( )dxdy􀅰e２iωt

(７)

另外,基于w~ ＝eiωtw(x,y),式(４)和式(５)可
变为如下形式

V~p ＝e２iωtVp

V~s ＝e２iωtVs

　＝
e２iωt

２
kAw２(xA,yA)＋kBw２(xB,yB)＋

kCw２(xC,yC)＋kDw２(xD,yD)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(８)

其中Vp的表达式可由式(４)右端用w(x,y)代替

w~ ．(xA,yA)、(xB,yB)、(xC,yC)和(xD,yD)分

别是四个支承点的坐标．
认为薄板是保守系统,其总能量守恒,故

δ(V~p ＋V~s ＋T~ )＝δ[e２iωt(Vp ＋Vs －ω２VT)]＝０
(９)

由于有动力项,对应动力问题中的新型函数L

＝Vp＋Vs－ω２VT 应取驻值．实际上,对不同阶次的

频率,L均取驻值．如果式(１)代入式(８),即把L表

示为由未知傅里叶系数Aij[见式(１)]的表达式,

则L 对待定参数Aij 的偏导数均应为零．

１．４　自振频率的求解

研究点支承矩形板自振特性时,根据式(１)和
式(４),矩形板结构的应变能对未知傅里叶系数

Aij求导得

　
∂Vp

∂Aij
＝D∑

tm

m＝ －４
∑
tn

n＝ －４

[Amn􀅰E(２,２)
mi 􀅰F(０,０)

nj ＋

Amn􀅰E(０,０)
mi 􀅰F(２,２)

nj ＋νAmn(E(０,２)
mi 􀅰F(２,０)

nj ＋
E(２,０)

mi 􀅰F(０,２)
nj )＋２(１－ν)AmnE(１,１)

mi 􀅰F(１,１)
nj ]

(１０)

其中,E(r,s)
mi ＝∫

a

０
ϕ

(r)
mϕ

(s)
i dx,F(r,s)

nj ＝∫
b

０
φ

(r)
n φ

(s)
j dy

(r,s ＝０,１,２),而 ϕ
(１)
i (x)、φ

(１)
j (y)分 别 表 示

dϕi(x)
dx

、dφj(y)
dy

;ϕ
(１)
m (x)、φ

(１)
n (y)分 别 表 示

dϕm(x)
dx

、 dφn(y)
dy

;同 样,ϕ
(２)
i (x)、φ

(２)
j (y) 和

ϕ
(２)
m (x)、φ

(２)
n (y)分别表示ϕm(x)对x、φn(y)对

y 的二阶导数．而tm、tn为改进傅里叶级数的截断

数．
由式(５),板中约束弹簧所储存的弹性势能Vs

对未知傅里叶系数Aij求导得

　
∂Vs

∂Aij
＝kA􀅰∑

tm

m＝Ｇ４
∑
tn

n＝Ｇ４

Amn􀅰ϕi xA( )φj yA( )

􀅰ϕm xA( )φn yA( )

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＋

kB􀅰∑
tm

m＝Ｇ４
∑
tn

n＝Ｇ４

Amn􀅰ϕi xB( )φj yB( )

􀅰ϕm xB( )φn yB( )

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＋

kC􀅰∑
tm

m＝Ｇ４
∑
tn

n＝Ｇ４

Amn􀅰ϕi xC( )φj yC( )

􀅰ϕm xC( )φn yC( )

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＋

kD􀅰∑
tm

m＝Ｇ４
∑
tn

n＝Ｇ４

Amn􀅰ϕi xD( )φj yD( )
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(１１)

类似处理板结构动能表达式,即式(７)对未知

傅里叶系数Aij求导,得∂VT

∂Aij
的表达式．

为使能量函数取极小值,需令L＝Vp ＋Vs －
ω２VT 对未知傅里叶系数Aij取极小值,具体为:

∂Vp

∂Aij
＋

∂Vs

∂Aij
－ω２∂VT

∂Aij
＝０ (１２)

将式(１０)和式(１１)等代入式(１２)中,可得到点

支承矩形板结构的标准特征值方程如下:

(K－ω２M)A＝０ (１３)

式中,K 为系统的刚度矩阵,其取值与结构几何尺

寸和点支承的条件有关;M 为系统的质量矩阵,仅
与结构特征有关;A 为式(１)位移函数未知傅里叶

级数所组成的列向量．A 和K 可分别表达如下:

A＝
A１１,A１２,􀆺,A１j,A２１,A２２,􀆺,

A２j,􀆺,Ai１,Ai２,􀆺,Atitj
{ }

T

(１４)

K＝Kp ＋Ks (１５)

其中Kp、Ks 分别表示系统的应变能和点支承处弹

簧势能所对应的刚度矩阵．式(１３)有非零解的条件

是系数行列式等于零,即

５６
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|K－ω２M|＝０ (１６)

求解出上述方程中矩阵的广义特征值与特征

向量,可得到四点支承矩形板结构的固有频率;再

把特征向量代入式(１),可获得位移的具体表达式,

并得到对应的各阶模态．

２　数值算例分析

２．１　方法的有效性

为验证所提方法的准确性,首先分析位移函数

中改进傅里叶级数截断数ti、tj 对结构固有频率的

影响,确定计算时的有效截断数．然后研究用于模

拟点支承的人工弹簧具体数值,以达到理论上的精

度要求．最后,采用所提方法,计算出四点支承矩形

板的自 振 特 性 并 与 相 应 的 文 献 和 有 限 元 软 件

(ABAQUS)的结果进行对比,以验证本文方法的

有效性．
为方便于对比分析,材料参数中弹性模量E＝

２．１×１０１１Pa,松泊比为ν＝０．３,密度为ρ＝７８５０kg/m３．
对自振频率的数值结果进行统一的无量纲化处理,

具体公式为:Ω＝ωa２ ρh/Ds ．
首先,验证收敛性．板长度b＝１．２m,宽度a＝

１．２m,厚度为h＝０．００２m,且四点支承分别作用在

矩形板结构的四个角点处．验算知,当截断数ti 和

tj 同时取６时[按照式(１),实际截断项共有１１
项],可得到小数点后三位的收敛值,因此本文中的

计算截断数ti 和tj 均取为８．

表１　不同弹簧刚度系数下四角点支撑矩形
薄板的前５阶无量纲频率参数Ω

Table１　Thefirst５dimensionlessfrequencyparameters
Ωoftherectangularplatesupportedbyfourcorners

underdifferentspringstiffnesscoefficients
k/Ds Ω１ Ω２ Ω３ Ω４ Ω５

１０ ５．２３５２ １０．２９５５ １０．２９５５ １９．５９６１ ２２．５４７３

１０２ ６．８３５７ １４．８７４５ １４．８７４５ １９．５９６１ ３４．６９９５

１０３ ７．０８２０ １５．６７５１ １５．６７５１ １９．５９６１ ３８．００８

１０４ ７．１０８０ １５．７６０７ １５．７６０７ １９．５９６１ ３８．３８８７

１０５ ７．１１０６ １５．７６９３ １５．７６９３ １９．５９６１ ３８．４２７４

１０６ ７．１１０９ １５．７７０２ １５．７７０２ １９．５９６１ ３８．４３１２

１０７ ７．１１０９ １５．７７０３ １５．７７０３ １９．５９６１ ３８．４３１６

１０８ ７．１１０９ １５．７７０３ １５．７７０３ １９．５９６１ ３８．４３１７

１０９ ７．１１０９ １５．７７０３ １５．７７０３ １９．５９６１ ３８．４３１７

１０１０ ７．１１０９ １５．７７０３ １５．７７０３ １９．５９６１ ３８．４３１７

　　其次,研究模拟边界条件的弹簧刚度取值对研

究结果的影响．四支承点的位置位于矩形板的四个

角点处,板的形状参数和材料参数同上．设图２(b)

中四支承点弹簧刚度相等,即kA ＝kB ＝kC ＝kD ,

并记为k．表１列出刚度参数k/Ds取不同值时板的

无量纲自振频率参数．
由表１可以看出,线弹簧刚度值的大小对计算

结果有着较大的影响,且随着模拟弹簧刚度值的增

加,四个支承点处的约束越强,结构的自振频率就

越大．当弹簧刚度参数k/Ds 取０时,矩形薄板为自

由边界;当弹簧刚度参数k/Ds 取１０至１０５/m 时,

矩形薄板为四点弹性支承;当k/Ds 的取值大于

１０７/m 时,结构的各阶自振频率无量纲参数开始收

敛,因此采用本文方法进行计算时,参数k/Ds 取

１０７/m 时可模拟理论上的刚度无穷大．以上弹簧刚

度参数由小到大的取值可反映弹簧由软变刚的过

程,k/Ds 为１０７/m的取值从数值计算上可以近似对

应着刚性约束,此取值对工程设计也具有参考价值．
选取长宽比α不同的矩形板为研究对象,其中

长度b为１．２m,且四个点支承位于板结构的四个

角点处．α＝１,２,２．５和３时,采用本文方法计算,并

与文献[１４]和有限元方法结果进行对比,具体见

表２．再将四点支承位置转换至矩形板各边缘的中

点,对长宽比不同的矩形板进行计算,数值对比结

果见表３．

表２　四点角支承矩形板的前５阶无量纲频率参数Ω
Table２　Thefirst５orderdimensionlessfrequencyparameters

Ωofrectangularplatessupportedatfourcorners
α Ω１ Ω２ Ω３ Ω４ Ω５

７．１１１ １５．７７０ １５．７７０ １９．５９６ ３８．４３２

１ ７．１１１a １５．７７a １５．７７a １９．６０a ３８．４３a

７．１１０b １５．７７１b １５．７７１b １９．５９８b ３８．４４７b

２．３２３ ６．８７４ ８．２０６ １２．９６９ １５．９４９

２ ２．３２３a ６．８７４a ８．２０６a １２．９７a １５．９５a

２．３２３b ６．８７４b ８．２０９b １２．９７６b １５．９５４b

１．５０１ ５．３７８ ５．７２９ １０．８１８ １１．９８０

２．５ １．５０１a ５．３７８a ５．７２９a １０．８２a １１．９８a

１．５０２b ５．３７８b ５．７２９b １０．８１９b １１．９８１b

１．０４６ ４．１０４ ４．４２５ ８．５３５ ９．５９０

３ １．０４６a ４．１０４a ４．４２５a ８．５３５a ９．５９０a

１．０４６b ４．１０４b ４．４２５b ８．５３６b ９．５９０b

注:表中标注a的数据为文献[１４]中的数值结果;标注b的为有限
元方法计算的结果．
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(a)模态１ (b)模态２ (c)模态３ (d)模态４
(a)Mode１ (b)Mode２ (c)Mode３ (d)Mode４

图３　四角点支承矩形方板的前四阶模态振型

Fig．３　Thefirstfourmodalshapesofrectangularsquareplatessupportedatfourcorners

表３　矩形板边缘各边中点支承条件下的前５阶无量纲
频率参数Ω

Table３　Thefirst５orderdimensionlessfrequencyparameters
Ωofrectangularplateswithdifferentaspectratios

supportedatthemidpointofeachedge
α Ω１ Ω２ Ω３ Ω４ Ω５

１ １３．４６８ １７．８７７ １８．８１３ １８．８１３ ２６．９３８

１３．４７a １７．８３a １８．７８a １８．７８a ２６．９１a

１３．４６７b １７．８３６b １８．７８２b １８．７８２b ２６．９１３b

８．９３１b １１．６２８b １２．１２９b １２．３８６b １９．０８９b

２ ６．６４４ ８．２０９ ８．２２７ ９．０４６ １５．８４４

６．６４４b ８．２０７b ８．２１８b ９．０２９b １５．８４０b

２．５ ５．２７８ ５．６１６ ６．３１６ ６．８９９ １３．７２１

５．２７８b ５．６１４b ６．２９７b ６．８６２b １３．６７８b

３ ４．０２１ ４．３７６ ５．０９５ ５．３０６ １１．９２２

４．０２１b ４．３７６b ５．０８３b ５．２８６b １１．８６６b

注:表中标注a的数据为文献[１４]中的数值结果;标注b的为有限
元方法计算的结果．

从表２及表３中可以看出,本文方法研究的四

点支承矩形板自振频率无量纲数与文献和有限元

结果吻合良好,证明本文研究方法的适用性,可满

足工程实际的精度要求．另外,为验证模态振型的

准确性,对四角点支承的方板进行分析,图３分别

给出本文和有限元法的振型结果,对比显示本文方

法所求振型与有限元方法吻合良好．本文有限元分

析采用 ABAQUS软件中的四节点薄壳单元S４R,
划分单元的尺寸为０．００３m×０．００３m．

２．２　不同位置四角点支承板的分析

所提方法的准确性已得到验证,为得出四点支

承矩形板自由振动的特性,对位于边缘上不同位置

四点支承矩形板进行研究．矩形板四个支承分别设

置在各个边缘的等分点处,且对每种位置支承条件

下不同长宽比的矩形板进行分析．表４给出不同边

界等分点处点支承条件下矩形板自由振动前５阶

无量纲频率参数 ．
从表４中可以看出,矩形板的自振频率和各条

边界上点支承的位置有关,支承点位置越靠近角

点,结构自振的基频越小;支撑点位置从三等分点

至八等分点变化时,即越靠近原点,结构前五阶自

振频率变化率越大;结合表２及表３可得:在相同

的支承位置条件下,四点支承矩形板的自振频率参

数随着结构的长宽比α的增大而减小．

２．３　方板内部四点支承的若干情况

当支承点位于矩形板边缘内时,建立边长为

１．２m 的方形板研究模型．选取四点支承分别位于

板的横向、纵向对称轴和对角线上进行分析,具体

如图４和图５所示,其中四支承点呈对称分布(各

个支承点与对应边缘上的中点或者对应角点的距

离相同,四个支承点始终呈正方形分布)．图４中p
为对应布置方式下各个支承点至相邻边的垂直距

离,图５中q为对应布置方式下各个支承点至相邻

边的垂直距离．令支承位置参数ξ＝２p/ɑ;η＝２q/ɑ,

随着p、q的变化得到不同位置四点支承矩形板的计

算模型．为了更加直观地得到两种类型四点对称支

承条件下矩形板的自由振动特性规律,对不同ξ、η
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表４　边缘上不同点支承矩形板的前５阶无量纲频率参数Ω
Table４　Thefirst５orderdimensionlessfrequencyparametersΩunderthesupportconditionofthecenterpointof

eachedgeoftherectangularplate
Coordinatesoffoursupportpoints

α Ω１ Ω２ Ω３ Ω４ Ω５

１ １４．９６ １５．４５ ２０．２５ ２０．２５ ３１．２１

０,２b
３( ) , a

３
,０( ) ,２a

３
,b( ) ,a,b

３( ) １．５ ８．１９ １２．２８ １２．３４ １３．３１ ２１．５１

２ ５．４５ ７．８７ ９．７４ ９．８３ １６．９３

３ ３．２２ ３．７７ ６．２３ ６．４６ ９．７７

１ １１．７７ １７．６２ ２０．７１ ２０．７１ ４１．５９

０,４b
５( ) , a

５
,０( ) ,４a

５
,b( ) ,a,b

５( ) １．５ ６．３６ １１．９２ １４．２１ １６．０４ ２４．６１

２ ３．８５ ７．８５ １２．４１ １３．０４ １５．７２

３ １．９６ ４．００ ８．２５ ８．８６ ９．６２

１ １０．２８ １８．６１ １９．８３ １９．８３ ４５．８０

０,６b
７( ) , a

７
,０( ) ,６a

７
,b( ) ,a,b

７( ) １．５ ５．５８ １１．４７ １５．０１ １５．７２ ２４．４３

２ ３．２９ ７．７５ １２．８３ １３．６４ １５．４３

３ １．５８ ４．１４ ７．２９ ９．３６ １１．１９

１ ９．８４ １８．８６ １９．４４ １９．４４ ４６．５７

０,７b
８( ) , a

８
,０( ) ,７a

８
,b( ) ,a,b

８( ) １．５ ５．３５ １１．３０ １５．１７ １５．３３ ２４．６４

２ ３．１４ ７．７０ １２．１５ １３．８８ １６．０２

３ １．４８ ４．１８ ６．８４ ９．３７ １１．８８

图４　四个支承点对称分布于方板的横向、竖向对称轴上

Fig．４　Asquareplatewithfoursupportpointssymmetrically
locatedonthetransverseandverticalsymmetryaxes

图５　四个支承点对称分布于方板的对角线上

Fig．５　Asquareplatewithfoursupportssymmetrically
locatedonthediagonals

取值的矩形板结构进行计算,并将固有频率的数据

绘制成折线,如图６和图７所示．

图６　板无量纲固频参数Ω 随参数ξ的变化趋势(对应图４中的支承)
Fig．６　 ThetrendofdimensionlessnaturalfrequencyparameterΩ
ofplateswithrespecttoξ(CorrespondingtothesupportsinFig．４)

从图６和图７可以看出,对于方形板,对称分

布的四个支承点从相应的边缘中心处或角点处向

矩形板几何中心不断靠近时,结构的基频有先增大

后减小的趋势;结构低阶频率随位置参数的变化速

率较小,高阶频率随位置参数的变化率较大,尤其

第５阶频率变化最为剧烈．

８６
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图７　板无量纲固频参数Ω 随参数η的变化趋势(对应图５中的支承)
Fig．７　 ThetrendofdimensionlessnaturalfrequencyparameterΩ
ofplateswithrespecttoη(CorrespondingtothesupportsinFig．５)

　　为直观展示四点支承结构的自振特点,考虑对

不同位置支承方板的振型进行研究．几种位置情况

如下,Case１:三个支承点同时设置在方板三条边

的中点处,第四支承点的位置坐标为(a,a/２);

Case２:三个支承点同时设置在方板三条边的中点

处,第四支承点的位置坐标为(a,a/４);Case３:三

支承点分别固定于角点,第四支承点的位置坐标为

(a,a/２);Case４:三支承点分别固定于角点,第四

支承点的位置坐标为(a,a/４)．以上四种典型情况

的前５阶模态振型如图８所示．

　　　　(a)模态１ (b)模态２ (c)模态３ (d)模态４ (e)模态５
　　　　(a)Mode１ (b)Mode２ (c)Mode３ (d)Mode４ (e)Mode５

图８　不同位置四点支承矩形板的前五阶模态振型图

Fig．８　Thefirstfivemodeshapesofrectangularplatessupportedbyfourdifferentpositions

２．４　四点支承刚度不同的情况

探索非对称支承刚度条件下的矩形薄板的振

动特性,其中结构四个支承点处的刚度值不完全相

等,可包括竖向支承弹簧为弹性的情况．选取角点

处四点支承的矩形方板为研究模型．此时模型中

A、B、C 和D 处的弹簧刚度参数用kA/Ds、kB/Ds、

kC/Ds 和kD/Ds 表示,其具体值分别对应取１０e１、

１０e２、１０e３ 及１０e４．设置不同刚度参数中指数ei(i＝
１,２,３,４)的数值,可得到若干种支承弹簧刚度值

的组合．表５给出各刚度组合下相应的前５阶无量

纲频率参数．各种刚度组合大致分为三类,其中弹

性点支承各刚度参数中ei 值不小于５时,可认为是

总体刚性约束．而各刚度参数中ei 值不小于３,且４
个ei 之和不小于２０时,可认为总体接近刚性支承

约束,即第二类约束．而第三类约束中刚度参数ei

值不全大于３,且４个ei 之和不大于２０时,可认为

是总体弹性支承约束．
表５中点支承约束的刚度组合有１２种,其中

第１~４、５~６、７~１１种情况可分别归结为总体弹

性点支承约束、总体近似刚性点支承约束和总体刚

性点支承约束．由表５知,自上而下,前２阶频率呈
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逐步增大趋势,而第３~５阶频率值较为接近,除了

前３种刚度组合下第５阶固有频率参数偏小．但当

四个支承处弹簧刚度系数值均较大且接近时,则各

阶固有频率之间的差别越小,如表５中第７~１１种

情况下的固有频率值．这是因为当支承点处的弹簧

刚度系数值增大到一定量时,板在支承点处的竖向

刚度较大(或接近刚性),此时四个支承点刚度值是

否全相等,对结构的自振频率和振型的影响较弱,

可忽略其影响．

表５　矩形板角点处非对称支承刚度条件下的前５阶无量纲频率参数Ω
Table５　Thefirst５dimensionlessfrequencyparametersΩundertheconditionofasymmetricsupportstiffness

atthecorneroftherectangularplate
No． e１ e２ e３ e４ Ω１ Ω２ Ω３ Ω４ Ω５

１ １ ８ １ ８ ６．０９８ １０．２９６ １５．７７０ １９．５９６ ２６．０６２

２ １ ２ ７ ８ ６．３７３ １２．７９７ １５．３１４ １９．５９６ ３０．７２９

３ １ ３ ６ ８ ６．４２９ １２．８０６ １５．７２３ １９．５９６ ３０．９２４

４ ２ ４ ６ ８ ７．０３８ １５．３１４ １５．７６５ １９．５９６ ３７．２７７

５ ３ ３ ８ ８ ７．０９６ １５．７２３ １５．７２３ １９．５９６ ３８．２１８

６ ３ ８ ３ ８ ７．０９６ １５．６７５ １５．７７０ １５．５９６ ３８．２１４

７ ５ ５ ８ ８ ７．１１１ １５．７７０ １５．７７０ １９．５９６ ３８．４２９

８ ５ ６ ７ ８ ７．１１１ １５．７７０ １５．７７０ １９．５９６ ３８．４３０

９ ５ ８ ５ ８ ７．１１１ １５．７６９ １５．７７０ １９．５９６ ３８．４２９

１０ ７ ７ ８ ８ ７．１１１ １５．７７０ １５．７７０ １９．５９６ ３８．４３２

１１ ７ ８ ７ ８ ７．１１１ １５．７７０ １５．７７０ １９．５９２ ３８．４３２

３　结论

通过改进傅里叶级数法表征出薄板的容许位

移函数,引入人工弹簧模拟四点支承于板内不同位

置对应的约束条件,并结合能量守恒原理得到矩形

薄板自由振动时位移展开时未知傅里叶系数有非

零解的条件,最后求解矩阵方程的特征值问题得到

各阶固有频率与振型,对不同位置四点支承条件下

的矩形板自由振动特性进行了分析．可得到以下结

论:
(１)基于改进傅里叶级数的研究方法,矩形板

自由振动频率的收敛性好,计算结果与既有文献和

有限元结果吻合良好,且模态振型与有限元方法的

结果对比也高度一致．
(２)四角点支承矩形板的自振特性与结构的长

宽比有关．在相同的支承位置条件下,矩形板长度

不变,随着宽度逐渐减小时,结构的各阶振动频率

呈减小的趋势．
(３)矩形板的自振频率与刚性点支承的位置有

关．通过若干算例对不同位置四点支承的矩形板进

行了分析,得到了相应结构的无量纲频率及模态振

型．

(４)四个支承点约束按照竖向刚度参数值的大

小情况分为三大类,即总体弹性、总体近似刚性和

总体刚性的点支承约束．分析知不同类别情况下矩

形薄板自由振动频率一般存在差别,但当四个点支

承中的最小刚度系数均增大到某一较大量值时,板

在竖向具有的刚度整体上比较大或接近刚性,所得

固有频率的结果很接近或相同．
通过设置结构模型支承点处的弹簧刚度系数,

所提方法可以分析任意弹性点支承矩形板的自振

特性,包括三点及多点支承的板结构．为该类板构

件在实践中的应用提供较好的参考,也可为不同位

置支承矩形板的频率优化提供一定的参考．
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