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周期激励下广义离散Duffing系统的多稳态分析∗

冷萌萌　钱有华†

(浙江师范大学 数学科学学院,金华　３２１００４)

摘要　针对一类周期激励下的广义离散 Duffing系统,运用快慢分析方法,对系统状态进行数值模拟,通过

分岔图和时间历程图对系统进行分析,得到不同参数下系统所表现出的新型簇发振荡模式,并探讨其与连

续Duffing系统之间的联系．系统的簇发振荡模式被分为两类,一类是当慢变量穿过Fold分岔点或混沌激变

点,吸引子发生转迁所诱发的各种对称式簇发振荡,另一类则是当慢变量无法穿过Fold分岔点或混沌激变

点,由延迟Flip分岔所诱发的各种非对称式簇发振荡．
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Abstract　 ForaclassofgeneralizeddiscreteDuffingsystemswithperiodicexcitations,afastＧslowanalyＧ
sismethodisappliedtosimulatethesystembytimecoursediagramsandbifurcationdiagramstoobtain
newtypesofclusteroscillationsunderdifferentparametersandtoexploretheconnectionbetweenthem
andcontinuousDuffingsystems．Theclusteroscillationmodesaredividedintotwocategories,oneisthe
symmetricclusteroscillationinducedbytheattractortransitionswhentheslowvariablecrossestheFold
bifurcationpointorthechaoticexcitationpoint,andtheotheristheasymmetricclusteroscillationinＧ
ducedbythedelayedFlipbifurcationwhentheslowvariablecannotcrosstheFoldbifurcationpointor
thechaoticexcitationpoint．
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引言

Duffing系 统 是 一 类 典 型 的 非 线 性 振 动 系

统[１],现实中的许多问题都可以利用该系统来研

究,如结构振动控制[２]、超声检测[３]、电力系统振荡

分析[４]等．

由于系统中周期激励项,即慢变控制参数的存

在,与一般的非线性系统相比,Duffing系统具有独

特的动力学行为,如簇发振荡[５]．针对该现象,RinＧ

zel等[６]学者提出了快慢分析方法,用于解释其动

力学机理．Izhikevich[７]则用该方法对簇发振荡进行

了分类讨论．王东梅等[８]利用快慢分析方法探究了
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状态时滞反馈与多频混合激励联合作用下 Duffing
振子所产生的振荡模式．由于与连续系统相比,离

散系统更便于进行数值计算,近年来离散 Duffing
系统受到了学者们的广泛关注．陈志强等[９]利用欧

拉方法将 DuffingＧHolmes方程变换为离散系统,

研究了离散系统中所出现的分岔行为与混沌现象．
石建飞等[１０]通过数值计算揭示了 Duffing系统的

最大Lyapunov指数在双参数平面上的分布特性．
陈振阳等[１１,１２]围绕非自治离散 Duffing系统的复

杂张弛振荡进行了分类讨论．张莹等[１３]对二维离散

Duffing映射的全局动力学行为进行了深入研究．
张真真等[１４]解释了２个激励作用下的DuffingＧvan

derPol振子的复杂动力学行为．
在以往研究的基础上,本文进一步针对更高

次的广义离散Duffing系统,通过快慢分析方法和

数值模拟,分析由慢变激励所引起的系统发生在不

同类型吸引子间的转迁现象,分类讨论由 Fold分

岔、延迟 Filp分岔和混沌激变所诱发的各种簇发

振荡模式,并探讨其与相应连续 Duffing系统之间

存在的联系．
本文组织结构如下:在第１节中,给出了连续

Duffing系统的离散化形式;第２节研究了不同参

数条件下快子系统的分岔行为;第３节给出了不

同分岔行为下系统所表现出的各种对称式和非对

称式簇发振荡模式;第４节中探究了相应的连续

Duffing系统的动力学表现以及与离散系统的联

系;最后,总结全文．

１　连续Duffing系统的离散化

考虑如下的一个连续Duffing系统:

x􀅰 ＝y

y􀅰 ＝－a１x＋a２y＋a３y３＋

　　a４y５＋a５y７＋fcosΩt

ì
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ï
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ï
ï

(１)

其中,x(t),y(t)是实函数,Ω 是外力fcos(Ωt)

的频率,f ＞０是激励振幅,a１,a２,a３,a４,a５ 为物

理参数．
令fcos(Ωt)＝β,利用欧拉方法将方程(１)转

化为下列形式:

xn＋１＝xn ＋Δtyn

yn＋１＝－a１xnΔt＋(１＋a２Δt)yn ＋
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令zn ＝xn ＋Δtyn ,则方程(２)可以转化为:
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令:

x∗
n＋１＝

xn＋１－xn

(Δt)２
,　y∗

n＋１＝
zn＋１－xn＋１

(Δt)２ ．

经过尺度变换,方程(３)可化为:

x∗
n＋１＝y∗

n

y∗
n＋１＝－a１xn ＋(１＋a２Δt)y∗

n ＋

　a３ (Δt)３y∗３
n ＋a４ (Δt)５y∗５

n ＋

　a５ (Δt)７y∗７
n ＋β

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(４)

令:

a＝－a１,

b＝１＋a２Δt,

c＝a３Δt３,

d＝a４Δt５,

e＝a５Δt７．
并且为方便书写,去掉星号,则方程(４)变为:

xn＋１＝yn
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其中,a,b,c,d,e是实参数,β＝fcos(Ωt)为快子

系统中的控制参数,而在慢子系统中则表示为Zn

＝fcos(Ωt),外部激励频率取０．００１．

２　快子系统的分岔分析

吸引子的转迁行为,往往会导致系统呈现复杂

的簇发振荡模式．而转迁则主要由快子系统的分岔

行为决定,因此对快子系统的分岔分析至关重要．
本节以β为分岔参数,利用快慢分析方法,分析系

统(５)的快子系统在不同参数条件下的分岔行为．
且为了便于分析,固定a＝－０．１７,b＝１．９,e＝０．２
(除非特殊说明)．

情形一:单倍周期吸引子到单倍周期吸引子

的转迁,如图１(a),在Fold分岔点β±
FB＝±０．２１３附

近,单倍周期吸引子和单倍周期吸引子共存,系统

处于双稳态．但是随着β 值的增大或减小,当β＞

９１
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０．２１３或β＜－０．２１３,超过临界值时,其中一个单倍

周期吸引子突然消失,双稳态消失,系统进入了单

一的单倍周期运动．

(a)c＝－１．２,d＝－０．３５,单倍—单倍
(a)c＝－１．２,d＝－０．３５,SingleＧSingle
(b)c＝－１．２,d＝－０．６,单倍—二倍

(b)c＝－１．２,d＝－０．６,SingleＧPeriodＧ２

(c)c＝－１．１,d＝－１,单倍—四倍
(c)c＝－１．１,d＝－１,SingleＧPeriodＧ４
(d)c＝－１．０１,d＝－１,单倍—八倍

(d)c＝－１．０１,d＝－１,SingleＧPeriodＧ８

(e)c＝－０．８,d＝－１,单倍—混沌
(e)c＝－０．８,d＝－１,SingleＧChaos

图１　关于β的分岔图

Fig．１　Bifurcationdiagramaboutβ

情形二:单倍周期吸引子到二倍周期吸引子

的转迁,如图１(b),在 Fold分岔点β±
FB ＝±０．２０９

附近,单倍周期吸引子和二倍周期吸引子共存,系

统处于双稳态．但是随着β值的增大或减小,当β＞

０．２０９或β＜－０．２０９,超过临界值时,单倍周期吸引

子突然消失,双稳态消失,系统进入了二倍周期运

动．
情形三:单倍周期吸引子到四倍周期吸引子

的转迁,如图１(c),在Fold分岔点β±
FB＝±０．２１２附

近,单倍周期吸引子和四倍周期吸引子共存,系统

处于双稳态．但是随着β 值的增大或减小,当β＞

０．２１２或β＜－０．２１２,超过临界值时,单倍周期吸引

子突然消失．双稳态消失,系统进入了四倍周期运

动．

情形四:单倍周期吸引子到八倍周期吸引子

的转迁,如图１(d),在 Fold分岔点β±
FB ＝±０．２１９

附近,单倍周期吸引子和八倍周期吸引子共存,系
统处于双稳态．但是随着β值的增大或减小,当β＞
０．２１９或β＜－０．２１９,超过临界值时,单倍周期吸引

子突然消失,双稳态消失,系统进入了八倍周期运

动．
情形五:单倍周期吸引子到混沌吸引子的转

迁,如图１(e),在Fold分岔点β±
FB ＝±０．２３８附近,

单倍周期吸引子和混沌吸引子共存,系统处于双稳

态．但是随着β值的增大或减小,当β＞０．２３８或β
＜－０．２３８,超过临界值时,单倍周期吸引子突然消

失,双稳态消失,系统进入了混沌运动．
情形六:混沌吸引子到单倍周期吸引子的转

迁,如图２(a),在混沌激变点β±
c ＝±０．１１３处,混沌

吸引子和单倍周期吸引子共存．但是随着β值的增

大或减小,当β＞０．１１３或β＜－０．１１３,超过边界值

时,混沌吸引子突然消失,双稳态消失,系统进入了

单倍周期运动．
情形七:混沌吸引子到二倍周期吸引子的转

迁,如图２(b),在混沌激变点β±
c ＝±０．０８５处,混沌

吸引子和二倍周期吸引子共存．但是随着β值的增

大或减小,当β＞０．０８５或β＜－０．０８５,超过边界值

时,混沌吸引子突然消失,双稳态消失,系统进入了

二倍周期运动．
情形八:混沌吸引子到四倍周期吸引子的转

迁,如图２(c),在混沌激变点β±
c ＝±０．０４４处,混沌

吸引子和四倍周期吸引子共存．但是随着β值的增

大或减小,当β＞０．０４４或β＜－０．０４４,超过边界值

时,混沌吸引子突然消失,双稳态消失,系统进入了

四倍周期运动．
情形九:混沌吸引子到八倍周期吸引子的转

迁,如图２(d),在混沌激变点β±
c ＝±０．０３８处,混沌

吸引子和八倍周期吸引子共存,系统处于双稳态．
但是随着β值的增大或减小,当β＞０．０３８或β＜－
０．０３８,超过边界值时,混沌吸引子突然消失,双稳

态消失,系统进入了八倍周期运动．
情形十:混沌吸引子到混沌吸引子的转迁,如

图２(e),在混沌激变点β±
c ＝±０．０１９处,混沌吸引

子和混沌吸引子共存,系统处于双稳态．但是随着β
值的增大或减小,当β＞０．０１９或β＜－０．０１９,超过

边界值时,其中一个混沌吸引子突然消失,双稳态

０２
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消失,系统进入了单一的混沌运动．

(a)c＝０．１,d＝－１,混沌—单倍
(a)c＝０．１,d＝－１,ChaosＧSingle
(b)c＝０．２,d＝－１,混沌—二倍

(b)c＝０．２,d＝－１,ChaosＧPeriodＧ２

(c)c＝０．３４,d＝－１,混沌—四倍
(c)c＝０．３４,d＝－１,ChaosＧPeriodＧ４
(d)c＝０．３５５,d＝－１,混沌—八倍

(d)c＝０．３５５,d＝－１,ChaosＧPeriodＧ８

(e)c＝０．４２,d＝－１,混沌—混沌
(e)c＝０．４２,d＝－１,ChaosＧChaos

图２　关于β的分岔图

Fig．２　Bifurcationdiagramaboutβ

３　耦合快慢系统动力学行为

３．１　Fold分岔\延迟Flip分岔

上一节探讨了快子系统的分岔表现,发现其为

典型的S 形曲线,在Fold分岔点β±
FB 处,单倍周期

吸引子可以与倍周期吸引子或混沌吸引子共存．本

节将结合时间历程图,进一步讨论在此分岔行为下

系统所表现的多种簇发振荡模式．
情形一:单倍－单倍周期型

从前面的分析可以看出,为了实现轨迹上下分

支间的转迁,应允许慢变量穿过临界值β±
FB,由分岔

图１(a)可知,该情形下临界值β±
FB ＝±０．２１３,则可

令振幅f＝０．２６０．如图３(a),当Zn 逐渐增大至超

过β＋
FB时,处于下半支的轨线由于Fold分岔转迁到

上半支的单倍周期吸引子;而当Zn 在到达最大值

０．２６,后逐渐减小至超过β－
FB 时,处于上半支的轨线

则会转迁到下半支的单倍周期吸引子,形成一类单

倍－单倍的对称式簇发振荡模式．
而当f＝０．２１０,略小于β＋

FB ＝０．２１３,慢变量无

法穿过临界值时,得到图３(b),观察发现,受初值

影响,系统只在上半稳定支运动,形成一类单倍－
单倍的非对称簇发振荡模式．

图３　c＝－１．２,d＝－０．３５,时间历程图

Fig．３　c＝－１．２,d＝－０．３５,Timediagram

情形二:单倍－二倍周期型

由分岔图１(b)可知,该情形下临界值β±
FB ＝±

０．２０９,则可令振幅f＝０．２６０,使得慢变量穿过临界

值．如图４(a),当Zn 逐渐增大至超过β＋
FB时,处于下

半支的轨线由于Fold分岔转迁到上半支的二倍周

期吸引子;而当Zn 到达最大值０．２６,后逐渐减小

至超过β－
FB时,处于上半支的轨线则转迁到下半支

的二倍周期吸引子,形成一类单倍－二倍的对称式

簇发振荡模式．
而当f＝０．１９０,略小于β＋

FB ＝０．２０９,慢变量无

法穿过临界值时,得到图４(b),观察发现,系统只

在下半稳定支运动,并且当慢变量不断增加、穿过

Filp分岔点时,系统出现延迟分岔现象．由于延迟

的作用,单倍周期轨道与二倍周期轨道间出现滞

后．而当延迟结束时,轨线则迅速进入二倍周期运

动轨道．当Zn 不断减小,“反向”越过 Flip分岔点

时,即系统由二倍周期振荡进入单倍周期轨道时,

尽管能观察到一定的延迟,但相应延迟量较小．因

此,只考虑“正向”延迟,最终形成一类单倍－二倍

的非对称簇发振荡模式．

图４　c＝－１．２,d＝－０．６,时间历程图

Fig．４　c＝－１．２,d＝－０．６,Timediagram

情形三:单倍－四倍周期型

１２
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由分岔图１(c)可知,该情形下临界值β±
FB ＝±

０．２１２,则可令振幅f＝０．２２０,使得慢变量穿过临界

值．如图５(a),当Zn 逐渐增大至超过β＋
FB 时,处于下

半支的轨线转迁到了上半支的四倍周期吸引子;而

当Zn 到达最大值０．２２,后逐渐减小至超过β－
FB时,处

于上半支的轨线则转迁到下半支的四倍周期吸引

子,形成一类单倍－四倍的对称式簇发振荡模式．
而当f＝０．２１０,略小于β＋

FB ＝０．２１２,慢变量无

法穿过临界值时,得到图５(b),观察发现,系统只

在下半稳定支运动,形成一类单倍－四倍的非对称

簇发振荡模式．

图５　c＝－１．１,d＝－１,时间历程图

Fig．５　c＝－１．１,d＝－１,Timediagram

情形四:单倍－八倍型

由分岔图１(d)可知,该情形下临界值β±
FB ＝±

０．２１９,则可令振幅f＝０．２２０,使得慢变量穿过临界

值．如图６(a),当Zn 逐渐增大至超过β＋
FB 时,处于下

半支的轨线转迁到了上半支的八倍周期吸引子;而

当Zn 到达最大值０．２２,后逐渐减小至超过β－
FB时,处

于上半支的轨线则转迁到下半支的八倍周期吸引

子,形成了一类单倍－八倍的对称式簇发振荡模式．
而当令f＝０．２１６,略小于β＋

FB ＝０．２１９,慢变量

无法穿过临界值时,得到图６(b),观察发现,系统

只在下半稳定支运动,形成了一类单倍－八倍的非

对称簇发振荡模式．

图６　c＝－１．０１,d＝－１,时间历程图

Fig．６　c＝－１．０１,d＝－１,Timecoursediagram

情形五:单倍－混沌型

由分岔图１(e)可知,该情形下临界值β±
FB ＝±

０．２３８,则可令振幅f＝０．２５０,使得慢变量穿过临界

值．如图７(a),当Zn 逐渐增大至超过β＋
FB时,处于下

半支的轨线转迁到上半支的混沌吸引子;而当Zn

到达最大值０．２５,后逐渐减小至超过β－
FB时,处于上

半支的轨线则转迁到下半支的混沌吸引子,形成一

类单倍－混沌的对称式簇发振荡模式．
而当f＝０．２３０,略小于β＋

FB ＝０．２３８,慢变量无

法穿过临界值时,得到图７(b),观察发现,系统只

在下半稳定支运动,形成了一类单倍－混沌的非对

称簇发振荡模式．

图７　c＝－０．８,d＝－１,时间历程图

Fig．７　c＝－０．８,d＝－１,Timediagram

３．２　混沌激变\延迟Flip分岔

快子系统的分岔结果表明,在一定的参数条件

下,会发生混沌吸引子的边界激变现象．在边界值β±
c

附近,混沌吸引子会与多个周期轨道或混沌共存,但

是当参数值超过边界值后,混沌吸引子会向原本共

存的倍周期吸引子或混沌转迁,形成簇发振荡．

图８　c＝０．１,d＝－１,时间历程图

Fig．８　c＝０．１,d＝－１,Timecoursediagram

情形一:混沌－单倍周期型

由分岔图２(a)可知,该情形下临界值β±
c ＝±

０．１１３,则可令振幅f＝０．２００,使得慢变量穿过边界

值．如图８(a),当Zn 逐渐增大至超过β＋
c 时,处于上

半支的轨线由于混沌激变转迁到下半支的单倍周

期吸引子;而当Zn 到达最大值０．２,后减小至超过

β－
c 时,处于下半支的轨线又转迁到上半支的单倍

周期吸引子,形成一类混沌－单倍的对称式簇发振

荡模式．而当f＝０．１１０,略小于β＋
c ＝０．１１３,慢变量

无法穿过临界值时,得到图８(b),观察发现,系统

只在上半稳定支运动,形成了一类混沌－单倍的非
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对称簇发振荡模式．
情形二:混沌－二倍周期型

由分岔图２(b)可知,该情形下临界值β±
c ＝±

０．０８５,则可令振幅f＝０．１２０,使得慢变量穿过边

界值．如图９(a),当Zn 逐渐增大至超过β＋
c 时,处于

上半支的轨线转迁到下半支的二倍周期吸引子;

而当Zn 到达最大值０．１２,后逐渐减小至超过β－
c

时,处于下半支的轨线则又转迁到上半支的二倍周

期吸引子,形成一类混沌－二倍的对称式簇发振荡

模式．而当f＝０．０８０,略小于β＋
c ＝０．０８５,慢变量无

法穿过临界值时,得到图９(b),观察发现,系统只

在上半稳定支运动,形成了一类混沌－二倍的非对

称簇发振荡模式．

图９　c＝０．２,d＝－１,时间历程图

Fig．９　c＝０．２,d＝－１,Timecoursediagram

情形三:混沌－四倍周期型

由分岔图２(c)可知,该情形下边界值β±
c ＝±

０．０４４,则可令振幅f＝０．０４６,使得慢变量穿过边

界值．如图１０(a),当Zn 逐渐增大至超过β＋
c 时,处

于上半支的轨线转迁到下半支的四倍周期吸引子;

而当Zn 到达最大值０．０４６,后逐渐减小至超过β－
c

时,处于下半支的轨线又转迁到上半支的四倍周期

吸引子,形成一类混沌－四倍的对称式簇发振荡模

式．而当f＝０．０４０,略小于β＋
c ＝０．０４４,慢变量无法

穿过边界值时,得到图１０(b),观察发现,系统只在

下半稳定支运动,形成了一类混沌－四倍的非对称

簇发振荡模式．

图１０　c＝０．３４,d＝－１,时间历程图

Fig．１０　c＝０．３４,d＝－１,Timecoursediagram

情形四:混沌－八倍周期型

由分岔图２(d)可知,该情形下边界值β±
c ＝±

０．０３８,则可令振幅f＝０．０４０,使得慢变量穿过边界

值．如图１１(a),当Zn 逐渐增大至超过β＋
c 时,处于

上半支的轨线由于混沌激变转迁到下半支的八倍

周期吸引子;而当Zn 到达最大值０．０４,后逐渐减

小至超过β－
c 时,处于下半支的轨线又转迁到上半

支的八倍周期吸引子,形成一类混沌－八倍的对称

式簇发振荡模式．而当f＝０．０３７,略小于β＋
c ＝

０．０３８,慢变量无法穿过临界值时,得到图１１(b),观

察发现,系统只在下半稳定支运动,形成了一类混

沌－八倍的非对称簇发振荡模式．

图１１　c＝０．３５５,d＝－１,时间历程图

Fig．１１　c＝０．３５５,d＝－１,Timecoursediagram

情形五:混沌－混沌型

由分岔图２(e)可知,该情形下边界值β±
c ＝±

０．０１９,则可令振幅f＝０．０６０,使得慢变量穿过边界

值．如图１２(a),当Zn 逐渐增大至超过β＋
c 时,处于

上半支的轨线转迁到下半支的混沌吸引子;而当

Zn 在到达最大值０．０６,后逐渐减小至超过β－
c 时,

处于下半支的轨线又转迁到上半支的混沌吸引子,

形成一类混沌－混沌的对称式簇发振荡模式．而当

f＝０．０１６,略小于β＋
c ＝０．０１９,慢变量无法穿过临

界值时,得到图１２(b),观察发现,系统只在下半稳

定支运动,形成了一类混沌－混沌的非对称簇发振

荡模式．

图１２　c＝０．４２,d＝－１,时间历程图

Fig．１２　c＝０．４２,d＝－１,Timecoursediagram

４　对应连续Duffing系统

为方便分析,固定a１＝０．２,a２＝０．１,a３＝０,a４
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＝－１,a５＝－２,对与上述离散 Duffing系统相对

应的连续Duffing系统进行研究,发现随着参数的

变化,连续 Duffing系统主要呈现两种动力学现

象:极限环和准周期运动．将连续 Duffing系统和

离散Duffing系统所表现出的动力学现象对应来

看,发现连续Duffing系统的极限环可对应于离散

Duffing系统的单倍周期运动,而准周期运动则对

应于多倍周期运动,这是动力系统随控制参数变化

由规则运动通向混沌运动的两条典型途径．

图１３　相图

Fig．１３　Phasediagram

５　结语

对七次广义离散 Duffing系统进行探究,发现

在系统的Fold分岔点处,单倍周期吸引子可与倍

周期吸引子或混沌吸引子共存．并且当周期激励振

幅充分大,慢变量可以穿过Fold分岔点时,会导致

单倍周期吸引子发生转迁,形成各类对称式簇发振

荡行为．而当慢变量无法穿过Fold分岔点时,延迟

Flip分岔现象则会导致周期轨道间发生滞后,进而

诱发各种非对称式簇发振荡行为．并且在某些参数

取值下,系统会出现混沌吸引子的边界激变现象,

在边界值附近,混沌吸引子可与倍周期吸引子或混

沌吸引子共存．同理,受振幅影响,混沌吸引子的转

迁行为会诱导形成多种对称式和非对称式簇发振

荡模式．研究结果丰富了广义离散 Duffing系统的

簇发振荡行为,为进一步探讨具有高次非线性项的

系统,如微机电系统微束模型[１５]等,提供了一定的

理论参考．
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