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梁的强迫振动问题Green函数解及应用研究综述∗

赵翔†　谢非
(西南石油大学 土木工程与测绘学院,成都　６１０５００)

摘要　工程系统中梁结构经常处于各种激励的作用,因而梁结构在这种环境下不可避免地发生着各种各样

的强迫振动．在梁结构发生振动的过程中,其自身会受到的温度、湿度、电磁场、裂纹等众多内外部因素的影

响,而众多内外部因素就构成梁的多物理场耦合环境．在多场耦合环境下,Green函数法作为一种解析方法

在研究梁的多场耦合振动问题方面具有优势,有利于讨论力、电、热、裂纹等因素作用下梁的振动特性和多

场耦合特性．Green函数法相比于模态叠加法,优点在于能够得到完整且精度较高的解析解,具有收敛性好,

运算快的特点．本文主要阐述 Green函数在梁的强迫振动、热力耦合振动、力电耦合振动、裂纹梁振动等研究

问题上取得了大量的理论和工程研究成果．本文以裂纹为内因,热、力、电为外因进行分类,阐述了在内外因

影响下梁的强迫振动问题 Green函数解的研究现状,从而让读者进一步系统性的了解 Green函数法在振动

领域中的广泛应用,以及了解该方法本身的特色和优势奠定基础．
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ReviewofGreenFunctionSolutionsandApplicationsforForcedVibrationofBeams∗
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Abstract　 Beamstructuresinengineeringsystemareusuallysufferedbyvariouscomplexloads,and
theseloadsinducesmanykindsofforcedvibrationofbeamstructuresinthisenvironmentinevitably．
Whenforcedvibrationsareoccurred,theseforcedvibrationsareaffectedbymanyfactorssuchastemＧ
perature,humidity,electromagneticfield,cracks,etc．,andthesefactorsconstitutemultiＧphysicalfields
ofbeamstructures．InmultiＧphysicalfields’environment,asagoodanalyticalmathematicaltool,the
Green’sfunctionmethodhasadvantagestosolvemultiＧfieldcoupledforcedvibrationsofbeamstrucＧ
tures,andhasgoodperformancestodiscussvibrationcharacteristicsandcoupledcharacteristicsofbeam
structuresunderactionsofexternalforces,electricity,heatandcracksarediscussed．Comparedwith
modalsuperpositionmethod,theGreen’sfunctionmethodhasadvantagesthatitcanobtaincomplete
andhighprecisionanalyticalsolution,andhascharacteristicsofgoodconvergenceandfastoperation．
ThispapermainlyreviewedalargenumberoftheoreticalandengineeringresearchresultsoftheGreen’
sfunctionmethodonresearchproblemsofforcedvibrations,thermodynamiccoupledvibrations,electroＧ
mechanicalcoupledvibrations,crackedbeamvibrations,andsoon．

Keywords　Green’sfunction,　crackedbeam,　thermodynamiccoupling,　electroＧmechanicalcouＧ
pling,forcedvibrations



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０２３年第２１卷

引言

１９世纪３０年代英国科学家 GeorgeGreen首

次提出了 Green函数[１]的概念,自此 Green函数作

为物理学和数学方法被应用于力学、传热学、地震

工程、结构工程[２]等诸多领域,并取得了大量的理

论和研究成果．在数学物理学中,Green函数被称为

点源影响函数,表示一种特定的场和产生这种场的

源之间的关系,而通过叠加原理求解任意点源场数

学物理方程的方法就被称为 Green函数法．
在 Green函数法运用于线性问题求解之前,

学者们曾提出了各种方法来解决梁的强迫振动问

题,例如用无限级数表示解的模态叠加法[３],MoＧ
chida等[４]就利用模态叠加法得到了梁固有频率和

模态形状,可以准确有效地计算出弯曲振动梁的瞬

态响应．Sun等[５]采用模态叠加法计算阻尼线性系

统的振动响应,并根据外部激励的特性,求解了相

应齐次方程的通解．然而该方法在无限级数的计算

过程中会出现截断情况,所以本质上得到的解是一

个近似解．与模态叠加法相比,Green函数法能够得

到精度较高的解析解,更有利于反应问题中的物理

本质．在针对于瞬态 Green函数问题上可直接做瞬

态叠加(积分),就可直接求出最终结果,而瞬态

Green函数分析和稳态 Green函数分析从求解方

法上来说差别就在于对时间的积分,但无论是瞬态

Green函数还是稳态 Green函数都常用于处理边

值问题,被广泛的用于各种非齐次定解问题．
为了推导出相应的 Green函数,学者们付出了

大量的努力,Cabada等[６]研究了一类具有积分界

高阶微分方程非线性边值问题解的存在性,对相关

Green函数的符号作了详尽的研究．Roman等[７]研

究了具有非局部边界条件下的各种平稳问题的

Green函数,并将具有非局部边界条件的 Green函

数的性质与经典问题的性质进行了比较．Khorrami
等[８]研究了振动方程、拉普拉斯方程、波动方程等

不同 物 理 方 程 的 Green 函 数．Hozhabrossadati
等[９]采用 Green函数法去求解具有两个导向支承

的EulerＧBernoulli梁结构的静力位移．Han等[１０]

提出了一种基于 Green函数的弯曲－扭转耦合

Timoshenko梁在分布和集中荷载作用下的稳态动

力响应分析方法,求解了具有任意边界条件的梁的

Green函数．Chen等[１１]研究了不同边界条件下轴

向强迫振动 Timoshenko梁的稳态动力学问题,运

用Green函数法去讨论结构在过渡参数、高长比以

及轴力作用下的动态响应．在应用模态分析方法处

理梁的高阶模态方面,Mazilu等[１２]讨论了包含双

曲函数的 Green函数标准形式,并将其应用于自由

振动 Timoshenko梁的数值不稳定性问题,提出了

一种基于新的特征函数集(包括指数函数)构造

Green函数新方法．在对梁结构的改进和优化方面,

Kurtaran等[１３]用 Green函数法研究了中厚等曲率

梯度曲梁的大位移静态和瞬态特性,并利用虚功原

理得到了静力响应和动力响应的平衡方程．Zhao
等[１４]使用 Green函数方法研究了轴向压缩荷载下

Timoshenko双梁系统的强迫振动,分析了双梁结

构的相互作用,讨论高长比、外部频率、剪切效应、

转动惯量以及轴向拉力等重要因素对 Green函数

的影响．
在多场耦合动力学问题方面,学者们也热衷于

通过 Green函数解决各种复杂的耦合问题．梁热致

振动问题一直被认为是经典和长期存在的问题,其
中 KidawaＧKukla[１５]利用 Green函数研究了梁的

热致振动问题,分析了热源作用下梁的横向振动问

题．
Zhao等[１６]基于Eringen非局部弹性理论和经

典的EulerＧBernoulli梁模型,利用Green函数和特

征函数研究了轴向运动中微纳梁的热弹性耦合强

迫振动和传热方程,分析了轴向速度、高长比等因

素对耦合温度场和位移场的影响,并首次发现了热

量旋转效应．其次是对于梁裂纹场的研究,由于裂

纹会降低构件承载力以及缩短使用寿命,在动力荷

载作用下这种情况更加明显,且其力学行为求解分

析困难．Zhao等[１７]利用 Green函数法比较了不同

经典局部柔度模型对梁的动力学特性,给出了裂纹

EulerＧBernoulli梁在谐波力作用下稳态响应的显

式表达式,分析了裂纹几何形状(深度和位置)对梁

力学行为的影响．此外,在梁的力电耦合振动问题

中,大多数学者都热衷于研究压电能量收集器,并
在此基础上进行大量的改进和创新．Chen等[１８]根

据柔电理论和 Hamilton原理推导出能量收集器在

激励下的非线性机电耦合方程．Erturk[１９]为基底激

励压电能量收集器提出了通用的框架,给出了EulＧ
erＧBernoulli梁模型的机电耦合方程级数解．对于

压电能量采集问题学者们更多的是看重解耦方法,

６
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其次是考虑物理参数对压电能量收集器电力采集

效率影响．
本文回顾了以 Green函数为研究手段研究梁

的强迫振动、裂纹梁的振动、梁的热弹性耦合振动、

以及梁的力电耦合振动问题等一些经典文献．通过

对近年来一些研究热点问题的 Green函数解方面

的研究,总结 Green函数法在振动领域中一些发

展,从而让读者进一步系统性的了解 Green函数法

在振动领域中的广泛应用,以及了解该方法本身的

特色和优势奠定基础,也为 Green函数法的进一步

发展和推广提供帮助．

１　梁结构振动问题的Green函数解

梁结构是工程系统中的一种基本单元,其在机

械、车辆、船舶、飞机、航天器、建筑等结构中广泛存

在．由于工程系统经常处于各种激励作用下,因而

梁结构不可避免地发生着各种各样的强迫振动．此
外,在梁结构发生振动的过程中,其自身会受到的

温度、湿度、电磁场、裂纹等众多内外部因素的影

响,这些因素使梁的强迫振动问题变得复杂且难以

控制．如何更好地控制和利用多物理场环境下梁结

构的强迫振动,达到趋利避害的目的成为了越来越

多人关心的问题．
１．１　直梁振动问题的Green函数解

系统受到初始扰动的激发所产生的振动称为

自由振动,是一种没有外界能量补充的运动．在离

散系统线性振动理论逐渐成熟的１８世纪中叶,

１７２７年Bernoulli就研究了不计质量弹性弦线上

等距分布的等质量点,建立了无阻尼自由振动动力

学方程,并求出解析解．之后 Euler于１７２８年建立

并求解了单摆在有阻尼介质中运动的微分方程,并

研究了无阻尼简谐受迫振动,从理论上也解释了共

振现象．经过前两者的实验研究和理论论证,提出

了后 来 经 典 的 EulerＧBernoulli梁 模 型．之 后 有

Roncevic等[２０]研究了由任意数量下不同等刚度平

移弹簧支承的EulerＧBernoulli梁自由振动问题,采

用 Green函数法计算了系统的固有频率和振型．
RezaieeＧPajand等[２１]也采用 Green函数法对两端

为自由边界条件的EulerＧBernoulli梁进行了分析,

解析了具有旋转刚体运动的自由简支梁振动问题．
研究中利用Fredholm 定理,消除了在数学上不能

构造普通的 Green函数这一矛盾．

由于之前梁结构的研究都忽略了截面转动和

剪切应力的影响,为了更好修正模态函数以及频率

方程．其中,由美国科学家Timoshenko提出TimoＧ

shenko梁力学模型,该模型更有利于某些短梁和

层合梁在荷载激励下振动问题的求解．首先 Liu
等[２２]计算得到了具有多重多层分层的旋转 TimoＧ

shenko梁的自由振动的解析解,其根据 TimoshＧ

enko梁理论以及自由振动模式所采用分层假设方

法,详细的研究了自由振动模式下 Timoshenko梁

的振型．基于之前所采取的层合梁假设处理办法,

JafariＧTalookolaei等[２３]提出了一种求解基于不同

边界条件下的 Timoshenko层合梁自由振动问题

精确解的方法,方法就是利用以自由振动问题作为

约束变分条件的Lagrange乘数法,该方法较好的诠

释了各种Timoshenko梁的固有频率和模态形状．
如今对于梁的振动研究方面,还是主要偏向于

强迫振动问题,所谓强迫振动就是由持续周期变化

的外激励所引起的响应．其中 AbuＧHilal[２４]利用动

态 Green函数提出了一种确定受分布和集中荷载

影响下EulerＧBernoulli梁动态响应的方法,还给出

了不同边界条件的 Green函数用于研究单跨和多

跨梁、单载和多载梁以及静定梁的动力学特性．Li
等[２５]通过Laplace变换和分离变量法求解带阻尼

Timoshenko梁的强迫振动稳态 Green函数,并通

过对EulerＧBernoulli、Rayleigh等经典梁模型进行

比较,得到了剪切变形和转动惯量等因素对梁动态

特性的影响．梁的 Green函数定义,其表示的是在

梁上任意一点施加荷载所引起的响应,是力和位移

之间的关系函数,用来求解梁结构动态响应问题．
以 Timoshenko梁的强迫振动稳态 Green函数求

解为例,将梁稳态动力学问题中的 Green函数求解

基本过程分为两大步,首先利用叠加原理将解表示

为:

W(x)＝∫
L

０
f(x０)G(x,x０)dx (１)

之后使用狄拉克函数进行推导,再对变量x 进行

Laplace变换以及逆变换得到 Green函数相应的数

学形式:

G(x,x０)＝H(x－x０)ϕ１(x－x０)＋
　ϕ２(x)W(０)＋ϕ３(x)W′(０)＋
　ϕ４(x)W″(０)＋ϕ５(x)W‴(０) (２)

其中W、W′、W″和W‴ 是由边界条件确定的常数,

７
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而常见的边界条件形式则有铰支座、固定端和自由

端,三种边界条件结合不同梁类型共同决定其取

值．
在 Timoshenko单梁系统的 Green函数研究

基础上,Mazilu等[２６]描述了一个简单的运动车辆

与无限周期之间的相互作用的支撑轨道,首次将轮

轨的模型看作是一个无限的 Timoshenko梁,通过

建立时域分析,创建 Green函数矩阵,对轮轨进行

数值模拟,最后得出由两种激励引起的响应:稳态

相互作用和轨道不规则性．基于轴向载荷 TimoshＧ
enko微纳梁在微纳工程领域广泛的应用,Li等[２７]

推导了 Timoshenko微/纳米梁在轴向张力支撑下

的强迫振动解析解．在 WinklerＧPasternak谐波荷

载、Timoshenko梁理论和非局部应变梯度理论条

件基础下,使用过渡参数描述了微纳梁变形过程中

的轴向张力方向,采用加权残差法,根据振动情况

导出变分一致性边界条件,最后利用 Green函数法

得到了 Timoshenko微纳梁稳态动力响应的解析

表达式．
１．２　曲梁的振动Green函数解

在很多实际工程问题中,由于受场地、工程地

质条件以及优化设计等影响,直梁结构不再能满足

工程需求,因此出现了很多曲梁结构．目前对于曲

梁的结构的研究主要集中在振动模式、结构多样

化、多物理场等方面．
１．２．１　不同振动模式下曲梁 Green函数研究

针对曲梁的自由振动问题,Kiss等[２８]建立了

一维线性模型,在力学模型中考虑了中心线的延伸

性,以此确定相关问题的 Green函数矩阵．在矩阵

建立的基础上,采用数值技术(基于 Fredholm 理

论)来解决振动问题．这套方法不仅可以得到特征

频率,而且可以找出模型中弹簧刚度如何影响梁的

动力行为．在非均匀曲梁振动问题研究的基础上,

Kiss等[２９]又研究了具有中心线可拓性的非均质弯

曲梁的振动问题．模型支座的端部均考虑为旋转约

束销,其具有一定的中心作用,特点是此约束可任

意压缩或拉伸,使得约束中的力(预载荷)被纳入模

型．数值计算部分通过虚功原理导出耦合控制问题

的微分方程,使用微分方程构造出 Green函数矩

阵,确定矩阵的特征值并对系统进行数值求解．为
更深入研究曲梁的动力学行为,赵翔等[３０]通过将

半径 R 设置为无穷大的方法,将曲梁结构退化为

Timoshenko直梁振动模型,之后运用 Green函数

法求解了 Timoshenko曲梁在强迫振动下的解析

解,通过分析曲梁截面的力学平衡,建立了 TimoＧ
shenko曲梁的振动方程．依次采用分离变量法和

Laplace变换法,对不同边界的 Timoshenko曲梁

求解出了相应的 Green函数．
１．２．２　曲梁结构 Green函数研究

在 Timoshenko曲梁强迫振动 Green函数和

一维线性模型的基础之上,Vo等[３１]利用 GreenＧ
Lagrange法对曲梁进行描述,提出一种新的等几

何 Timoshenko梁公式,用于空间梁的几何非线性

分析．对于空间曲梁结构的多变形式发展,Luu
等[３２]介绍了双对称等截面圆弯曲梁自由振动的等

几何分析方法．与传统基于有限元方法的不同,该

方法采用 Green函数,能够精确定义圆形弯曲梁的

几何形状,以此来作为有限元分析的基础．研究采

用剪切变形曲线梁理论,考虑轴向拉伸、剪切变形

和转动惯量的影响,详细研究了等几何单元的收敛

性．基于经典的 EulerＧBernoulli梁曲梁模型,Zhao
等[３３]用Green函数法求解双弯曲梁系统强迫振动．
研究中利用 Green函数和Laplace变换方法,得到

了双弯曲梁振动方程的基本解,由于该基本解是通

解的原由,适用于任何边界条件．最后基于不同边

界条件下所得的通解,讨论了一些重要的几何和物

理参数对振动响应的影响,以及弹性层刚度与双弯

曲梁之间的相互作用．
１．２．３　曲梁的多物理场 Green函数研究

对于曲梁研究不单单仅限于得到一些简单边

界条件下的强迫振动理论结果,更多是去考虑多物

理场 下 曲 梁 所 表 现 出 来 的 响 应．RezaieeＧPajand
等[３４]用 Green函数法研究了受热机械载荷作用下

弯曲曲梁的三维变形,运用 Green函数法去呈现曲

梁的精确热力学静态响应．在此研究中值得注意的

是,出现横向温度分布会导致面内和面外变形的情

况,这一点在以前的研究中都没有被提及,使得对

之后曲梁热力耦合研究起到一定的推进作用．在带

阻尼效应 EulerＧBernoulli梁强迫振动研究基础之

上,赵翔等[３５]研究了多裂纹 EulerＧBernoulli曲梁

的非线性强迫振动,利用 Green函数推导出了多裂

纹曲梁稳态强迫振动的解析解．在推导的过程中基

于Green函数的数学结构,提出了一种新的传递矩

阵,即反坐标两步传递矩阵(OCTM)方法．利用
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OCTM 方法和Laplace变换方法,可得到了具有多

裂纹的EulerＧBernoulli梁的 Green函数．基于曲梁

裂纹的研究,赵翔等[３６]又建立了含裂纹损伤的曲

梁压电能量俘获系统在强迫振动下的动力学模型．
通过运用Prescott型压电曲梁力电耦合振动方程

的解析解和裂纹截面处的连续性条件,求解了含裂

纹损伤的压电曲梁的 Green函数,再根据线性叠加

原理,对含裂纹的力电耦合模型的系统方程解耦,

得到强迫振动下含裂纹损伤曲梁压电俘能器的输

出电压．在得到模型的强迫振动解析解后,提出了新

方法来检测结构中的裂纹损伤,并将这一检测方法

推广适用于处于振动状态下一系列梁、管等结构．

２　裂纹梁振动问题及其Green函数解

在土木工程与机械行业中,裂纹是一个普遍存

在的问题,初期的细小裂纹一般难以发现,但是随

着在振动环境中的疲劳裂纹会不断扩展,从而引起

构件失稳甚至破坏．由于裂纹带来的危害不容小

觑,对此从事裂纹研究就成为了一个热门课题,研

究裂纹梁的动力学特性和动力响应就具有了重要

的理论意义和应用价值．
２．１　不带运动效应的裂纹梁Green函数

基于裂纹梁局部刚度模型的考虑,Sahu等[３７]

将裂纹截面等效为无质量扭转弹簧,研究了多个横

向裂纹层合梁的振动特性,讨论了固有频率对不同

边界条件、裂纹深度和位置的影响,发现自然频率

随着裂纹和纤维取向的增加而降低的现象．Wu
等[３８]基于修正耦合应力理论和 Timoshenko梁模

型,研究了裂纹微梁的振动动力流,讨论了功率流

的传输特性．Chen等[３９]采用改进的扩展有限元方

法(XFEM)研究了裂纹长度和波长对动态开裂行

为的影响,发现当动荷载与裂纹的夹角由直角变锐

角时,能量的突然下降的现象,得出了裂纹长度对

动态开裂行为影响较小,而波长对动态开裂行为影

响较大的结论．Kharazan等[４０]采用 Weierstrass连

续多项式函数来模拟呼吸裂缝的双线性行为,找到

了多条呼吸裂缝悬臂梁的非线性振动特性,讨论了

梁的非线性响应对不同呼吸裂纹数目和不同裂纹

深度的敏感性,发现了裂缝数量较多或较深的梁具

有明显软化行为,即在响应中会出现更明显的跳跃

的现象．Wei等[４１]提出了一种解决轴向荷载、旋转

惯性和剪切变形的裂纹功能分级材料(FGM)梁自

由振动问题的分析方法,讨论了裂纹的位置、数量、

材料特性、轴向荷载、惯性和端部支撑对 FMG 梁

的自然频率和振动模态的影响．
对比前面的研究方法,Green函数法具有着其

独特的研究优势．Chen等[４２]通过数值计算方法研

究了粘弹性层裂纹双梁系统动力学特性,其中每段

的基本动力响应采用了 Green函数法．讨论了裂纹

几何形状和连接层刚度等重要参数对开裂双梁系

统动力学性能的影响,得到了裂纹深度和位置对系

统固有频率和动力响应有显著影响的结论．Han
等[４３]研究了含裂纹梁和受外谐波荷载作用的阻尼

效应,并采用了 Green函数法得到解析解．研究考

虑梁是由于裂缝的存在而分裂成几段,每个部分的

Green函数边界常数未知,通过引入裂纹梁的局部

刚度模型结合使用Laplace变换法,得到了含一条

或多条裂缝的整条裂缝梁的解析解．研究着重说明

裂缝对解的影响,讨论了裂纹深度、位置和数量对

固有 频 率 的 影 响．Ghannadiasl 等[４４] 利 用 动 态

Green函数公式计算 EulerＧBernoulli梁多跨度裂

缝的强迫振动问题,描述了一种确定多跨裂缝梁在

集中载荷作用下裂纹梁行为．采用基于动态 Green
函数公式的分析方法,对多跨裂缝梁的振动分析进

行了实验验证,给出梁上裂纹的存在会对梁的动态

产生响应这一观点,并对裂缝数量和位置对梁的动

态响应的影响进行了评估．在对集中荷载下的EulＧ
erＧBernoulli梁 做 出 性 能 评 估 之 后,Ghannadiasl
等[４５]又对单跨和多跨阻尼梁的动力响应进行了研

究,基于 Timoshenko理论,研究了具有多裂纹和

弹性边界条件的移动荷载作用．讨论当裂缝开始在

结构的周围区域出现时,它们会产生局部柔软区这

一情况,并对结构产生影响结构的动力响应采用

Green函数法进行了计算,给出微分方程的解,分
析了各种情况及其对梁性能的影响．同样在 TimoＧ
shenko理论基础之上,Chen等[４６]运用 Green函数

得到了多裂纹 Timoshenko梁在阻尼作用下的稳

态强迫振动解析解(如图１所示),通过将梁两端支

座考虑为一个旋转弹簧和一个横向弹簧模型,来描

述了 Timoshenko梁的裂纹部分的力学性能．首先

推导了单裂纹 Timoshenko梁的 Green函数,借助

单裂纹的 Green函数解和传递矩阵法,得到了多裂

纹 Timoshenko梁的 Green函数,揭示了剪切效应

对振动的影响,清楚描述了单裂纹 Timoshenko模
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型和多裂纹情况下的性能．

图１　Green函数法计算出的多裂纹梁强迫振动响应

Fig．１　ForcedvibrationresponseofmultiＧcrackbeam
calculatedbyGreenfunctionmethod

２．２　带运动效应的裂纹梁Green函数

在轴向运动梁领域的裂纹梁研究远少于不带

运动效应的梁,但是仍有一些学者做出了以下研

究．Sarigul[４７]研究了有多条裂缝轴向运动梁的非线

性横向振动,发现固有频率随着裂纹深度的增加而

降低的现象,得出了梁在高速运动的情况下,裂纹

深度对自然频率的影响可以被忽略的结论．MurＧ

phy等[４８]利用 Hamilton原理和初级断裂力学建

立了梁的振动方程,研究了固定支持之间水平移动

裂纹梁的振动和稳定特性,发现波动的大小随着轴

向运动速度和裂缝深度的变化而变化,并被映射到

控制参数空间．Gayen等[４９]研究了轴向速度、材料

性能变化指数、位置和裂缝深度对振动特性的影

响,发现固有频率随着轴向速度、裂缝深度和材料

性能指数的上升而下降的现象．
国外对于带运动效应裂纹梁 Green函数主要

集中在理论推导和运动方程的建立,主要参考指数

性能的结果,对裂纹的不稳定行为以及扩展方式研

究较少．而国内张腾等[５０]运用三维时域法Green函

数为航海模拟器建立可靠、实用的船舶运动数学模

型,探讨了海水压力、船底裂纹等对船舶运行时的

影响,崔元庆等[５１]针对各向同性弹性裂纹梁,用解

析函数方法求解了裂纹处横向应力的 Green函数．
通过加载任意集中力作用于任意一点处,用叠加法

求解了复势,通过渐近分析抽取复势的非奇异部

分,最终得到了轴向位移下裂纹梁的解．对于轴向

运动梁在横向裂纹作用下 Green函数解的研究中,

赵翔[５２]求解了轴向运动梁在弹簧边界条件下的解

析解,分析了轴向速度、转动惯量、弹簧刚度对

Green函数的影响,在得到轴向运动梁解析解的基

础之上,推导多个裂纹的 Green函数解,分析轴向

速度、裂纹深度、裂纹位置、裂纹数量以及两个裂纹

相互作用对 Green函数的影响,给出裂纹数量对

Green的影响有:三裂纹＞双裂纹＞单裂纹,且三

裂纹挠度影响数值远大于双裂纹和单裂纹,可已看

出裂纹影响并非单纯的数值叠加．

３　梁的多物理场强迫振动问题的Green函数解

实际工程中梁结构的强迫振动是多物理环境

下的强迫振动,梁结构处于这些多物理场坏境在现

实生活中普遍常见且又不可避免,为了降低环境因

素所带来的危害程度．通过研究一些梁多物理场耦

合振动过程中关键参数(活动荷载,温度,电势等)

对振动的影响,可以对工程中遇到的一些梁的多场

耦合强迫振动进行合理的控制以便人们对其加以

利用．而 Green函数就是将这些关键参数数值化的

重要工具,通过 Green的变化程度就可得到相应参

数对梁的强迫振动影响大小．
３．１　梁热力耦合强迫振动问题的Green函数解

梁热应力和热致振动问题一直被认为是经典

和长期存在的问题,在高速飞机、反应堆容器、涡

轮、微机电系统(MEMS)等应用中具有实际意义,

因为这些应用都受到可变加热,因此许多学者对梁

的热力耦合进行了研究．
Zhao等[５３]求解了 Timoshenko梁作用简谐力

荷载和简谐热激励的热力耦合强迫振动问题,并给

出了二维温度场和位移场的解析表达式．研究中使

用特征函数展开和Laplace变换等方法,分别得到

了各种边界下稳态传热方程和稳态强迫振动方程

的Green函数(如图２所示),并结合线性系统的叠

加原理对 Timoshenko梁热力耦合强迫振动系统

问题进行了解耦．
热机耦合谐振器是对热力梁振动的改进,Cao

等[５４]基于大体积微谐振器在高质量系数和高频的

定时和频率控制方面具有潜在的发展前景,考虑挤

压膜阻尼(SFD)和热弹性阻尼(TED)影响的体谐

振器面内振动模型,采用改进的傅立叶级数方法提

出了 TED,用 Green函数法求解方程,计算振动位
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图２　不同激发频率Ω ＝０．９,Ω０．(a)、Ω ＝３．６,Ω０;(b)和
Ω ＝７．２,Ω０;(c)下裂缝的温度耦合效应

Fig．２　DifferentexcitationfrequencyΩ ＝０．９,Ω０．(a)、Ω ＝３．６,Ω０;
(b)andΩ ＝７．２,Ω０;(c)thetemperatureof

thecracksunderthecouplingeffect

移和温度分布,通过参数分析解释了SFD和TED对

谐振器影响的数值结果．在微型谐振器有关振动

Green函数研究的背景下,进入微纳米机电系统

(MEMSs/NEMSs)研究领域,引入以及热弹性阻尼

(TED)是微机电系统(MEMS)谐振腔能量耗散的内

在机制．Yang等[５５]推导了部分覆盖双层微梁的解析

TED模型,其中通过研究双层梁在纯弯曲模态下进

行的小幅度振动,再经EulerＧBernoulli梁动力学理论

得到该研究的模态振型．研究还涉及了Green函数在

傅里叶定律的框架内求解沿厚度和长度方向的热传

导问题,以此得到耦合温度场．对于后来耦合温度场

的深入研究,Zhao等[５６]又利用 Green函数计算微纳

梁非局部耦合热弹性强迫振动的解析解,探讨微纳

环境下振动热的多模态耦合问题．主要基于Rayleigh
梁理论的微/纳米梁热弹性强迫振动;Eringen非局

部弹性理论;以及III型GreenＧNaghdi理论得到的热

导率方程．组合得到耦合热弹性动力学方程,通过利

用Green函数法和位移、温度场的表达式推导了微/

纳米梁的热矩．
对于一些复杂的特殊结构研究,Green函数也

能发挥其重要作用,Hayati等[５７]首次给出了热弹

性各向同性半空间上刚盘强迫振动的混合边值问

题和阻抗函数．采用了作用于热弹性各向同性半空

间表面的均匀圆盘载荷的动态 Green函数,去求解

圆盘与热弹性半空间的动力相互作用问题,研究了

圆盘结构的水平振动、垂直振动、摇摆振动和扭转

振动．关于环形截面微梁的热力耦合问题研究,Luo
等[５８]提出了一种求解双层 TED 环形截面微梁模

型的 Green函数方法,该方法有助于工程微梁的热

弹性阻尼特性研究．Ibouroi等[５９]也提出一种计算

任意热源位置和随时间变化的复合梁热力耦合解

析的有效方法．通过计算相关的 Green函数,运用

一种专用的迭代算法来控制这五个一维函数的计

算,对空间坐标x、y、z 以及时间t和脉冲热源位

置x(s)都进行了一维积分推导,最后通过执行一

个正规的程序,计算出 Green函数,从而得到任意

热源构型的温度场,对复杂的复合梁结构的热源耦

合效应做出了客观评价．

３．２　压电梁力电耦合强迫振动问题的Green函数解

振动对于结构而言通常是不利的因素,在实际

生活中会引起建筑的共振垮塌、机械精度降低、构

件的疲劳等问题．但是,如果采用特定方法去处理

这些因素,可以达到趋利避害的效果,其中基于正

逆压电效应建立的力电耦合梁模型能量收集器,就

能实现这一目的,因此,力电耦合梁的研究受到了

广大学者的关注．
其中Chen等[６０]就提出了压电EulerＧBernoulＧ

li梁的强迫振动 Green函数,推导出机电耦合行为

较为精确的解析解．Zhao等[６１]得到了基于悬臂

Timoshenko梁模型压电俘能器强迫振动的解析解

(如图３所示),考虑了两种阻尼效应,即横向阻尼

效应和旋转阻尼效应,采用了 Green 函数法和

Laplac变换技术求解机电耦合振动系统．

图３　悬臂式压电能梁收集器模型

Fig．３　Modelofcantileverpiezoelectricenergybeamharvester

对 于 压 电 梁 多 形 式 的 发 展,DaneshＧYazdi
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等[６２]发展了基于梁模型压电俘能器,提出了一种

由傅里叶变换－Green函数(FTGF)去求解任意外

部横向力激发压电梁的方法,验证了压电俘能器数

学模型的发展在压电行业的重要性,给出后期压电

俘能器性能可以得到预测,机电耦合行为也可以被

我们所洞察的提议．Claeyssen等[６３]考虑了在纳米

技术中使用的强迫振动压电式悬臂梁,通过输入负

载与时域 Green矩阵函数的卷积,得到了强制响应

矩阵微分方程,以此可以推导出多跨悬臂梁对应的

矩阵传递函数和模态,解释带有压电贴片为主体梁

结构的压电效应．Tan等[６４]提出了一种基于 Green
函数的动力分析方法,将该方法融入到一个具有机

电耦合边界条件的转子－轴承系统当中去,利用

Laplace变换得到了不平衡转子系统的 Green函数

解,解析过程通过数值模拟结果表明,压电阻尼器

在特定临界速度附近具有较高的减振性能,使得该

研究中所采用环形压电阻尼器得到较好发展．Foda
等[６５]研究了带有柔性轻型太阳能电池板的卫星对

内部执行器(如用于控制卫星姿态的反作用轮或动

量轮)所引起的振动作用．在此研究工作中,采用一

阶剪切变形叠合板理论,考虑旋转惯性和剪切变形

效应,将面板建模为叠合组合梁,其中通过压电材

料粘接位置来实现振动抑制,建立系统的控制方

程,并利用动态 Green函数给出了问题的精确而简

单的解析解．
３．３　梁的热力电强迫振动问题的Green函数解

利用第１节所介绍的 Timoshenko梁强迫振

动 Green函数,结合第３．１节中 Timoshenko梁热

力耦合强迫振动和３．２节中Timoshenko梁力电耦

合强迫振动的经验和方法,进一步研究了 EulerＧ
Bernoulli、Timoshenko梁等为模型的压电俘能器

热力电三场耦合强迫振动问题的解析解．
对于压电层合结构的热力电耦合问题的建模,

按照结构各个方向位移的假设方式不同,压电层合

结构的热力电耦合模型分为经典层合梁理论模型

(CLT)、一阶剪切理论模型(FSDT)、高阶剪切理论

模型(HOT)、离散层理论模型(DLT)等．Bao等[６６]

采用CLT模型,即不考虑梁内的剪切效应,以及采

用 VonKarman几何非线性模型研究了压电层合

梁的大变形热力电耦合动力学问题,并分析了温度

和外部可控制电压对压电层合梁前三阶固有频率

的影响．Kapuria等[６７]利用 DLT 模型提出了一种

新的Zigzag理论对杂交压电层合梁的热力电耦合

动力学问题进行了研究．通过假设压电层合梁中的

电势和温度为分段线性分布,直接把电势场和温度

场对位移场的影响加入到压电层合梁的FSDT模

型中,利用 Hamilton原理得到该问题的控制方程,

得到了杂交压电层合梁的固有频率,分析了温度和

电势对频率的影响．
可以看出在过去的几十年里,人们对于智能结

构的研究还存在着较大发展空间,Green函数法的

引入使得智能结构的发展空间进一步扩大,并逐渐

迈向微纳尺度这一方向．Zhao等[６８]就给出了压电

梁的热－电－弹性耦合强迫振动的稳态解析解,并
在耦合振动系统介绍了两种阻尼,分别是材料阻尼

和空气阻尼．通过在基地激励压电能量采集器的情

况之上,提出了一种新的电路模型．对于该模型,将
电因子引入到经典的耦合热塑性振动问题中．利用

解耦的方法,通过发展 Green函数的广义形式来解

决耦合问题的三个领域,分析得到了热力电因素之

间的相互作用．侧重讨论了电学－荷载电阻对温度

场和位移场的影响以及热学－对流换热系数对电

压的影响．Kumar等[６９]研究了富集谐波对系统矩

阵调理的影响问题,提出了一种波的热机电有限元

公式,将传统的位移场、温度场和力场的 Lagrange
插值 方 法 加 入 其 中,最 后 利 用 Hamilton 原 理、

LordＧShulman理论和 GreenＧLindsay广义压热弹

性力学的本构关系,导出耦合系统的运动方程,采
用 NewmarkＧβ直接时间积分格式求解,对所提出

的元件进行了多物理场性能评估．Zhang等[７０]基于

Stroh理论,提出了在热电－机电载荷作用下,热力

电渗透裂纹在其压电介质中向裂纹面分支的解．建
立了裂纹与热压电位相互作用的 Green函数,函数

通过分支裂纹相关的热压电电位密度函数的耦合

奇异积分方程来表示．最终给出了外加热通量影响

的数值结果,显示了荷载和电场对裂纹扩展路径的

影响．Guo等[７１]研究了石墨烯压电微片在多场耦合

激励下的非线性振动问题．建立了微片的非线性控

制方程,根据动力学能量守恒原理以及 Green函

数法对控制方程进行求解,结合广义热弹性理论以

及石墨烯的正压电效应,得到了微片热弹性压电的

耦合常微分方程．最后,采用多尺度法推导了微片

的尺寸,利用全局剩余谐波平衡方法,从非局部角

度讨论了 MFCＧGP微片的非线性振动特性．Isaiev
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等[７２]描述一种光声(PA)信号形成的压电检测新

模型,是对经典层合梁理论模型的一种改进,由结

构层－缓冲层－压电俘能器三个层次组成．缓冲层

用于热弹性力矩的空间再分布,结构层发挥其力学

性能作用,压电层布置压电片,在结构框架的布置

后,基于 KirchhoffＧLove理论框架引入相对简单的

线性 Green函数,最后求解了所建立模型的实验曲

线,可靠的评估了热纳米结构多孔硅层的电导率．

４　结论

本文围绕 Green函数法在梁结构上的发展历

程进行详细综述,先后阐述了梁的振动 Green函数

问题、裂纹梁强迫振动 Green函数问题以及梁的多

物理场强迫振动 Green函数问题．给出多种 Green
函数表达形式,结合不同理论,形成各具特色的

Green函数研究方法．
(１)梁的振动的 Green函数问题,给出了直型

EulerＧBernoulli、Rayleigh以及 Timoshenko梁模

型下 Green函数的解析解,讨论了剪切变形、阻尼

效应、外部频率、高长比、转动惯量等一系列因素对

Green函数的影响．提出层合梁、曲梁、双梁等多种

梁结构的改进方法,其中曲梁这一特殊结构类型得

到合理有效的理论数据支持,证实曲梁结构在某些

方面优于直型梁结构,例如强迫振动过程中对曲梁

隧道裂纹的研究,对比直型梁结构的裂纹效应发

现,曲梁单一裂纹以及多裂纹之间的影响相对较

小．其次是曲梁 Green函数参与压电场的耦合研

究,与传统直梁压电俘能器模型解相比,类比验证

了曲梁压电俘能器解的有效性,通过探究阻尼、负
载电阻、材料的弹性模量等多因素对 Green函数动

态响应结果的影响,得到各自相应的优化电路以及

最优负载电阻．对比两者发电效率发现,曲梁俘能

器工作效率远远高于直梁俘能器．
(２)裂纹梁的 Green函数研究,阐述不带运动

效应的裂纹梁动态响应问题,讨论了裂纹位置、多
跨度、裂纹数量、材料特性、裂纹深度等重要参数对

裂纹梁系统动力学性能影响,得到裂缝位置对系统

固有频率存在显著影响的结论,发现多条呼吸裂缝

数量与深度对梁的软化行为．另一方面是带运动效

应裂纹梁动态响应问题,研究发现众多轴向运动裂

纹梁独特的运动效应．首先梁随着轴向速度增加,

表现出裂纹效应减弱,振幅减小的特性．其次是轴

向运动导致挠度最大位置由跨中向裂纹处转移．
(３)梁的多物理场耦合强迫振动 Green函数问

题,得到了 Green函数在热力场、力电场、热力电场

的解析解．得到了细长结构能较好表现热力耦合特

性的结论,通过梁结构尺寸和阻尼效应进行结论推

导,首先通过高长比的增大去反映梁的厚度的增

加,从而引起梁段吸热能力的减弱,导致耦合温度

的降低．其次是利用 Green计算热弹性阻尼(TED)

对振动问题的影响,发现了 TED在结构振动产生

温度不均匀波动的优势,将其成功纳入微机电系统

(MEMS)谐振腔能量耗散的内在机制．另外力电耦

合问题通过对电阻峰值功率的输出,找到了最优压

电能量收集器的负载电阻．发现结构刚度增加,耦

合电压增大,峰值间间距增大的结论．再通过大量

压电实验结论对比看出,压电常数的增加,耦合电

压的幅值逐渐增加,但并不呈现出一致的单调性．
最后采用 Green函数法结合压电学相关理论

去推导应变、电势以及温度相关性的热力电耦合问

题,给出在高阶位移场和高阶温度场下各项异性压

电材料高内聚的特性．发现压电薄片结构具有非线

性的热力电耦合特性,且在温度场和电场作用效果

差异较大,薄片结构受温度场的影响较强．
目前从文献检索的内容来看,Green函数法多

数用于梁结构的振动研究以及简单的边界条件问

题,后期对于复杂边界条件和多场耦合因素,我们

应该保持重视,只有将边界条件与结构复杂化以及

多物理场联合起来讨论,才能使未来的智能结构、

研究方法等得到全面发展．
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