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含时滞轨道吸振器的建筑结构的动力学分析∗

管明杰　茅晓晨†

(河海大学 力学与材料学院,南京　２１１１００)

摘要　本文研究了具有时滞轨道非线性吸振器的建筑结构的动力响应及其控制效果．采用谐波平衡法和弧

长延拓法给出了简谐激励作用下主结构的幅频响应曲线,并与龙格库塔法的结果进行了对比．考察了不同参

数情况下幅频曲线的变化情况,揭示了系统的复杂运动现象．结果表明,轨道非线性会导致幅频曲线向左偏

转．时滞反馈控制能够降低主结构的位移幅值,并可抑制混沌响应．
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Abstract　Inthispaper,thedynamicalresponsesandcontrolperformanceofabuildingstructurewitha
delayedtracknonlinearvibrationabsorberarestudied．TheamplitudeＧfrequencyresponsecurvesofthe
systemunderexternalexcitationaregivenbyharmonicbalance methodandarcＧlengthcontinuation
method．ThefourthＧorderRungeＧkuttaalgorithmisperformedtovalidatetheobtainedresults．ThepropＧ
ertiesoftheamplitudeＧfrequencyresponsefordifferentsystemparametersareanalyzedandcomplexdyＧ
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引言

建筑结构在地震、风等动力荷载作用下,会产

生较大的振动响应,导致结构的变形和破坏[１]．随

着现代制造技术的快速发展,建筑结构更加轻柔化

和复杂化,其振动现象日益显著．例如,摩天大厦中

的悬挑、不规则等设计会造成结构刚度突变,诱发

大幅的持续振动[２]．为了有效抑制结构的振动水

平,人们提出了多种控制方法,如非线性吸振器等．
非线性吸振器能够有效拓展减振带宽和提升

鲁棒性．目前,非线性吸振器的种类和形式不断更

新,如分段线性式[３Ｇ４]、碰撞式[５Ｇ６]、轨道式[７Ｇ９]等．轨
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道式吸振器通过设计轨道形状提供不同形式的非

线性作用力,并在土木工程中得到了应用．例如,轨

道吸振器可以将输入建筑结构的能量从低阶模态

向高阶模态转化,从而快速有效地衰减结构响

应[７]．Lu等人提出了一种轨道非线性能量汇,给出

了与质量比和轨道形状相关的优化设计过程,并在

五层钢框架结构上进行了一系列振动试验,有效验

证了轨道吸振器的良好减振性能[８]．此外,单边碰

撞的轨道非线性吸振器不仅能够吸收和耗散建筑

结构的能量,还可以在结构刚度和输入能级变化时

表现出很强的鲁棒性[９]．
近年来,主动控制备受关注,能够提升控制效

果和适应复杂工况．在控制过程中,传感器、滤波

器、控制器、作动器等环节中存在时滞效应．Olgac
首次提出了时滞动力吸振器的概念[１０]．徐鉴教授团

队长期从事时滞吸振器的研究,取得了许多重要进

展,并得到了实际应用[１１Ｇ１３]．Zheng等人研究了具

有时滞加速度反馈的主动质量阻尼器对建筑结构

的振动控制问题,给出了控制增益和时滞的参数空

间中的稳定区域[１４]．Bellizzi等人考察了时滞主动

阻尼非线性吸振器,基于复变量平均法和几何奇异

摄动法预测了周期响应和准周期响应．结果表明,
较小的时滞会导致系统状态发生重大变化,如抑制

准周期响应区域和降低振动水平[１５]．Mohanty等

人提出了具有时滞反馈的压电片堆式主动非线性

吸振器,给出了基础简谐激励和外扰力共同作用下

的振动控制效果,可有效提升安全性和经济性[１６]．
本文基于轨道型非线性吸振器,引入时滞位移

反馈控制,提出一种时滞轨道非线性吸振器,并应

用于建筑结构的振动抑制．

１　动力学模型

如图１所示,建筑结构质量、刚度、阻尼系数分

别为m１,k１,c１,其顶部置放吸振器．吸振器由带有

轨道的小车和小球构成,其中m２ 为小车质量,m３

为小球质量,c３ 为小球与小车间的阻尼系数．轨道

小球视为刚体,可沿轨道自由滑动,其轨道形状满

足y３(t)＝a[x３(t)－x２(t)]４,其中y３ 为小球的

竖向位移,x２ 和x３ 分别为小车和小球的水平位

移,a 为轨道形状系数[８]．建筑结构和吸振器间的

弹簧刚度系数为k２,阻尼系数为c２．采用时滞位移

反馈控制,控制力取为Ax２(t－τ),其中A 为反馈

增益系数,τ为时滞量．

图１　含时滞轨道非线性吸振器的建筑结构

Fig．１　Abuildingstructurewithanonlineardelayedvibrationabsorber

系统的总动能T 表达式为:

T＝
１
２m１x􀅰２

１ ＋
１
２m２x􀅰２

２ ＋
１
２m３v２

３ (１)

其中x１ 为框架结构的水平位移,v３ 为轨道小球的

速度,满足v２
３＝x􀅰２

３＋y􀅰２
３,其中x􀅰３ 和y􀅰３ 分别为小球

的水平和竖直方向速度．系统的总势能V 表达式

为:

V＝
１
２k１x２

１ ＋
１
２k２ (x２－x１)２＋m３y３g (２)

根据拉格朗日方程,则有:

d
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其中,Qi 为外激励和控制力;D 为耗散函数[１７],即

D＝
１
２c１x􀅰２

１ ＋
１
２c２ (x􀅰２－x􀅰１)２＋

　 １
２c３ (x􀅰３－x􀅰２)２

将式(１)和式(２)代入式(３)中,整理后可得:

m１x􀅰􀅰１＋c１x􀅰１＋c２(x􀅰１－x􀅰２)＋k１x１＋

　k２(x１－x２)＝Ax２(t－τ)＋f(t)

m２x􀅰􀅰２＋c２(x􀅰２－x􀅰１)＋c３(x􀅰２－x􀅰３)＋

　k２(x２－x１)－FT ＝－Ax２(t－τ)

m３x􀅰􀅰３＋c３(x􀅰３－x􀅰２)＋FT ＝０
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(４)

其中f(t)＝f０cos(ωt),f０ 为激励幅值,ω 为激励

频率．小车和小球之间的非线性力为FT ＝FT１ ＋
FT２＋FT３,其中FT１ ＝４am３g (x３－x２)３,FT２ ＝
４８a２m３ (x３－x２)５(x􀅰３,－x􀅰２)２,FT３ ＝１６a２m３

９６
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(x３－x２)６(x􀅰􀅰３－x􀅰􀅰２),g＝９．８N/kg为重力加速度．
系统参数取为:m１＝３０kg,k１＝２×１０４N/m,

c１ ＝０．０５Ns/m,m２ ＝３kg,k２ ＝３４７０N/m,c２ ＝
０．６Ns/m,m３＝３kg,a＝２００m－３,c３ ＝０．８Ns/m[７]．
激励幅值f０ 分别取为１N 和１０N,当激励频率ω
＝２３．５rad/s时计算在t＝７０T 内系统响应,其中T
为外激励周期．图２为FT,FT１,FT２ 以及FT３ 的变

化曲线．如图２(a)所示,FT 的主要部分为FT１,而

FT２和FT３在FT 中占比很小．如图２(b)所示,FT２

和FT３的影响较大,在FT１,FT２以及FT３的同时作

用下,FT 在出现了峰值现象,即当相对位移增大到

某个值后,FT 会随其的增大而减小,这种现象有助

于在发生较大响应时减轻由于作用力过大而造成

减振设备的损害[７]．

图２　不同外激励幅值作用下非线性力的变化曲线

Fig．２　Thecurveofnonlinearforcefordifferentexcitationamplitudes

２　幅频特性

本文采用谐波平衡法(HBM)求解系统动力学

响应[１６]．为简化起见,引入轨道小球相对轨道小车

的位移xn(t)＝x３(t)－x２(t)．方程可改写为:

m１x􀅰􀅰１＋c１x􀅰１＋c２(x􀅰１－x􀅰２)＋k１x１＋

　k２(x１－x２)＝Ax２(t－τ)＋f０cos(ωt)

m２x􀅰􀅰２＋c２(x􀅰２－x􀅰１)－c３x􀅰n

＋k２(x２－x１)－FT ＝－Ax２(t－τ)

m３(x􀅰􀅰２＋x􀅰􀅰n)＋c３x􀅰n ＋FT ＝０

ì

î

í

ï
ï
ï
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(５)

其中FT ＝４am３gx３
n＋４８a２m３x５

nx􀅰２
n＋１６a２m３x６

nx􀅰􀅰n ．
式(５)的谐波近似解设为如下形式:

x１(t)＝a１(t)cos(ωt)＋b１(t)sin(ωt)

x２(t)＝a２(t)cos(ωt)＋b２(t)sin(ωt)

xn(t)＝a３(t)cos(ωt)＋b３(t)sin(ωt)

x２(t－τ)＝a２(t)cos[ω(t－τ)]＋

　b２(t)sin[ω(t－τ)]

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(６)

通过将式(６)代入式(５)中计算残差力,并借助伽辽金

条件可得到非线性微分方程组．由于a１(t),b１(t),

a２(t),b２(t),a３(t),b３(t)均是关于时间t的慢变函

数,忽略高阶项a􀅰􀅰i(t),b
􀅰􀅰
i(t),a􀅰i(t)a􀅰j(t),a􀅰i(t)b

􀅰

j(t),

从 而 得 到 关 于 a􀅰１(t),b
􀅰
１(t),a􀅰２(t),b

􀅰
２(t),a

􀅰
３(t)和

b
􀅰
３(t)的 微 分 方 程 组 NS

􀅰
＝ Z ．其 中,S ＝

a１(t),b１(t),a２(t),b２(t),a３(t),b３(t){ } T,矩阵 N ＝
(npq),Z＝{z１,z２,z３,z４,z５,z６}T,npq 和zq 表达

式见附录,p,q＝１,２,􀆺,６．根据定常解条件S
􀅰
＝

０,可得非线性代数方程组 N－１Z＝０．借助弧长延

拓法求解该代数方程组,可给出位移幅值 X１ ＝

a２
１ ＋b２

１ ．通过计算雅可比矩阵的特征值可判断

定常解的稳定性．若所有特征值实部为负则稳态解

稳定,为正则不稳定．

图３　主系统的位移幅频曲线
Fig．３　TheamplitudeＧfrequencycurveoftheprimarysystem

０７
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图３为当k２ ＝３４７０N/m,a ＝２００m－３,f０ ＝
１０N,A＝－８０N/m,τ＝０．０５s时,建筑结构的位移

的幅频曲线．为了验证谐波平衡法的准确性,采用

龙格库塔法(RKM)进行验证．由图３可知,龙格库

塔法与谐波平衡法的结果在稳定周期解的区域基

本吻合,说明两种方法的结果相一致．此外,主系统

位移幅频曲线的共振峰向左偏转,表现出软弹簧特

性．同时,在共振峰附近出现了不稳定的解．

３　参数讨论

采用纯被动控制时,考察吸振器参数对于幅频

曲线的影响情况．如图４(a)所示,随着弹簧刚度系

数由３７００N/m 增大到５２００N/m,幅频响应曲线向

右移动,并且向左偏转的程度有所减弱．此外,在稳

定区域内,周期运动的位移振幅的峰值从０．０５３５m
增大到０．０７６３m,而不稳定区域内的共振峰幅值从

０．２０３９m 增大到０．５６６５m．图４(b)给出了不同轨道

形状系数对应的主系统的幅频曲线．当时,吸振器

退化为线性情形．当时,系统的幅频曲线向左偏转,

图４　不同弹簧刚度系数k２ 与轨道形状系数a时,
主系统的位移幅频曲线

Fig．４　Effectsofthespringstiffnessk２andthecoefficient
oftrackshapeaontheamplitudeＧfrequencycurve

oftheprimarysystem

共振峰附近也出现了不稳定解．随着轨道形状系数

的增大,幅频曲线向左偏转的程度也增大．
下面考察位移反馈控制,首先考虑无时滞情

形．系统的弹簧刚度系数k２ 与轨道形状系数a 分

别取为３４７０N/m 和２００m－３,其他参数保持不变．
如图５所示,反馈增益的值从零变为－５００N/m
时,稳定周期运动振幅的峰值分别为:０．０４７７m,

０．０４３１m,０．０３７９m,０．０３８７m,０．０３４７m．不稳定的共

振峰幅值从０．１６５８m 降低到０．１０００m．与无反馈控

制相比,受控系统的稳定周期运动的幅值的峰值与

不稳定区域的共振峰幅值都有所降低．

图５　不同反馈增益 A 的主系统位移幅频曲线

Fig．５　EffectsofthefeedbackgainAontheamplitudeＧfrequency
curveoftheprimarysystem

图６　不同时滞下的主系统位移幅频曲线

Fig．６　EffectsofthetimedelayontheamplitudeＧfrequency
curveoftheprimarysystem

考虑控制中的时滞效应,而其余系统参数保持

不变．图６给出了不同时滞量情形下主系统的位移

幅频曲线,其中．如图６所示,无时滞时,幅频曲线

的共振峰表现出向左偏转特性,并且在共振峰附近

出现不稳定区域．当τ＝０．０１s时,共振峰基本不偏

１７
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转,不稳定区域消失,类似于线性情形．此时,共振

峰的幅值降至０．０２３０m．随着时滞量的继续增大,

幅频曲线的峰值进一步降低,并与龙格库塔法的计

算结果基本吻合．这说明,引入时滞可以消除幅频

响应曲线中的不稳定区域,减弱系统的软弹簧特

性,并可提高振动抑制效果．

图７　主系统位移随时滞量变化的分叉图

Fig．７　Thebifurcationdiagramofthedisplacementofthe
primarystructurewiththechangeoftimedelay

图８　在主结构位移随外激励幅值变化的分叉图

Fig．８　Thebifurcationdiagramofthedisplacementoftheprimary
systemastheexcitationamplitudevaries

图７给出了不同反馈增益时,主结构的位移在

随时滞量变化的分叉图,其中外激励频率确取为

２３．１rad/s．Poincaré截面选取为P ＝{(τ,x１(t)):

(y１(t)＝０,y􀅰１(t)＞０)},其中y１(t)＝x􀅰１(t)．如图

７所示,时滞量位于０．００２s和０．０８s之间,主系统

的响应为周期运动,而继续增加时滞量会导致混沌

运动．随着反馈增益绝对值的增加,当０．００２s＜τ＜

０．０１２s时,系统周期运动的振幅不断增加,而当０．

０３３s＜τ＜０．０８s时,系统周期运动的振幅减小,进

一步抑制了振动．这表明,反馈增益和时滞量均会

影响周期运动的幅值．此外,当时滞量很小时,即约

为０~０．００２s,随着反馈增益绝对值的增大,周期振

荡可变为混沌运动．
图８给出了主结构的位移在Poincaré截面上

随激励幅值变化的分叉图,其中Poincaré截面为P

＝{(f０,x１(t)):(y１(t)＝０,y􀅰１(t)＞０)},外激励

频率为２３．１rad/s．如图８所示,当A＝－５００N/m,

τ＝０时,即无时滞的位移反馈控制,在f０＞６．３６N
情形下主系统会进入混沌状态,而时滞取０．０３s可

使系统由混沌变为周期运动．保持时滞量不变,反

馈增益分别取－４００N/m,－６００N/m,－７００N/m
时,主系统的位移幅值会随着激励幅值的增大而增

加．这说明,在激励幅值较大时,时滞能够抑制混沌

响应,改善减振效果．并具有一定的鲁棒性．

４　结论

本文提出了一种时滞轨道非线性吸振器,并将

其安装在建筑结构顶部．通过谐波平衡法结合弧长

延拓法给出了幅频响应曲线,并与龙格库塔法的结

果进行了对比验证．结果表明,系统的幅频响应曲

线共振峰会出现向左偏转现象,并且共振峰附近存

在不稳定区域．在被动控制时,轨道非线性造成了

幅频曲线共振峰附近的软弹簧特性与不稳定性．考

虑时滞反馈控制后,可消除幅频曲线中的不稳定区

域,降低甚至消除共振峰的软弹簧特性,并能够降

低共振峰的幅值．此外,时滞反馈控制还可有效调

控复杂运动,改善振动抑制效果．
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