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端部激励相位差对悬索亚谐波共振响应的影响∗

李聪　孙测世†　赵碧航
(重庆交通大学 土木工程学院,重庆　４０００７４)

摘要　悬索受多个端部激励后可能产生复杂的非线性动力学现象．为研究端部激励相位差对悬索亚谐波响

应的影响,建立两端受激励的悬索模型,得到无限维离散运动方程,采用多尺度法研究面内亚谐波共振,并

通过数值积分加以验证．文中给出了多激励系统等效激励幅值和响应相位的一般表达式,定性定量分析了面

内两两激励的不同组合对响应幅值和相位的影响．结果表明:端部激励相位差对悬索响应幅值的影响以２π

为周期变化,关于π对称．端部激励间的相位差可以使响应相位在一个名义单激励系统的响应相位基础上发

生移动,当激励相位差逐渐由０转变为π的同时,相频曲线也非同步地位移了π．激励相位差不改变系统的

软硬性质,但会影响响应幅值和共振区宽度,且其共振区宽度关于σ＝０对称．
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InfluenceofEndExcitationPhaseDifferenceonSubharmonic
ResonantofSuspendedCable∗

LiCong　SunCeshi†　ZhaoBihang
(CollegeofCivilEngineering,ChongqingJiaotongUniversity,Chongqing　４０００７４,China)

Abstract　Complexnonlineardynamicphenomenawilloccurwhenthesuspendedcableissubjectedto
multipleparametricexcitations．InordertostudytheeffectsofparametricexcitationunderdifferentphaＧ
sesontheharmonicresponseofsuspendedcable,themodelofsuspendedcablewithparametricexcitaＧ
tionatbothendsisestablished,andtheinfiniteＧdimensionaldiscreteequationsofmotionareobtained．
Thesubharmonicresonanceinplaneisstudiedbyusingthemultiplescalesmethodverifiedbynumerical
integration．ThegeneralexpressionsofequivalentexcitationamplitudeandresponsephaseofmultiＧexciＧ
tationsystemisgiven,andtheeffectsofdifferentcombinationsofinＧplanetwoexcitationsonthereＧ
sponseamplitudeandphasearequalitativelyanalyzed．TheresultsshowthattheeffectofmultiＧpointexＧ
citationsphasedifferenceonthesuspendedcableresponseamplitudevarieswith２πasaperiodicvariation
andissymmetricaboutπ．TheseexcitationsmaketheresponsephaseofthesystemshiftbasedonthereＧ
sponsephaseofthesuspendedcable．WhenthephasedifferenceexcitationbetweenthemgraduallychanＧ
gesfrom０toπ,thephaseＧfrequencycurvesalsoshiftbyπ．Theexcitationphasedifferencedoesnot
changethesoftandhardpropertiesofthesystem,butaffectstheresponseamplitudeandthewidthof
theresonanceregion,andthewidthoftheresonanceregionissymmetricalaboutσ＝０．
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引言

悬索受到的激励形式主要是风、雨激励等外激

励和桥塔竖向的位移、车辆引起主梁的振动导致索

的端部激励．实际上在悬索桥的使用中,悬索必然

受到多点多激励,它的非线性响应与激励的幅值、

频率、相位和激励方向有关．
从索的非线性运动方程出发,悬索两端的端

部激励虽不改变其二次和三次非线性项系数,但是

会出现在参数激励和强迫振动项中,从而影响索的

振动响应性质．悬索在多点多激励作用下可能产生

大幅振动和非线性动力特性[１－４],较为常见的有超

谐波共振[５]、主参数共振[６]和主共振[７]．由于多个

端部激励可能具有不同的初始状况,如激励幅值、
相位等,所以有必要确定激励相位差对响应的影

响．已有相关研究表明:激励相位差不仅能改变悬

索的振动模态和幅频响应特性[８],而且能加剧与激

励频率相近的面内、外模态振动．在任意端部激励

组合下,激励相位差不仅可使斜拉索非线性振动出

现定量变化,还可改变内共振的表现形式[９]．ElＧ
Attar等[１０]分析了考虑初始相位差的悬索在两种

垂直/横向支承激励下的非线性响应,发现相位差

对幅频曲线有显著影响．Zaghari[１１,１２]等发现最大/
最小响应振幅取决于不同激励源之间的相位差．

本文研究不同激励组合下的激励相位差对悬

索稳态响应幅值和相位的影响．激励与响应的相位

关系有助于进一步研究振动控制或能量收集器策

略[１３,１４]．在悬索非线性动力学模型中引入上下端两

向激励的幅值和相位,通过数值分析,绘制各工况

下的幅频曲线和相频曲线,分析在不同端部激励两

两组合下的悬索非线性振动特性．

１　力学模型

１．１　基本假定

本文研究了小垂跨比(f＝b/l≤１/８)的悬索

结构并建立如图１所示的两端面内激励下悬索的

非线性振动模型．悬索的两端锚固都受到水平、竖
向端部激励,分别用U(t)、V(t)表示,其中用下标

a、b表示左右锚点,激励幅值和相位分别为zs、φs

(s＝１,２,３,４),数字１到４是各个方向激励的激

发,假设端部激励的激励频率Ω 大小一致,悬索长

取l和悬索垂度取b．考虑到悬索振动方向与端部

激励方向的一致性,此处需建立局部振动坐标系

oＧxy,其中坐标原点o 为左端锚固点,x 为悬索的

索向坐标,y 为索面内垂直索向下的坐标,另外,各
方向对应位移分别用u(x,t)、v(x,t)表示．并且做

如下假设:①悬索的抗弯刚度、扭转刚度和剪切刚

度足够小以至于可以忽略不计;②悬索只承受拉

力;③悬索在振动过程中的轴向应变足够小;④只

考虑几何非线性,不考虑其他非线性．

图１　两端面内激励悬索模型

Fig．１　SuspendedcablemodelwithinＧplaneexcitationatbothends

１．２　动力平衡方程

鉴于悬索的几何非线性和两端铰接,根 据

Hamilton能量守恒变分原理,可得到悬索拟静态

面内非线性动力学平衡方程:

　mu
􀅰􀅰
＋cuu

􀅰
－EA u′＋y′v′＋

v′２＋w′２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

′

＝０

(１)

　mv
􀅰􀅰
＋cvv

􀅰
－Hv″－

EA y′＋v′( ) u′＋y′v′＋
v′２＋w′２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

′

＝０

(２)

式中:上标一点表示对时间t求导,右上一撇表示

对x 坐标求导;w 为面外方向对应位移;m 为悬索

单位长度质量;cu、cv分别为悬索沿u、v 方向上的

阻尼系数;H 为悬索的水平张力;E 为弹性模量;A
为悬索横截面面积;y x( ) ＝４fx １－x( ) 为悬索

静态构型,其中f 为垂跨比．
假设悬索的轴向振动是准静态的,忽略高阶无

穷小,整理简化悬索的无量纲控制方程得:

　mv
􀅰􀅰
＋cvv
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v″
π２ －

α
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v″)U＋∫
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úú＝０ (３)

式中:U＝Ub(t)－Ua(t)．在无量纲过程中,为了简

化方程的表达式,省略了“∗”号,使用了以下变量．

x∗ ＝
x
l

,y∗ ＝
y
l

,v∗ ＝
v
l

,w∗ ＝
w
l

,α＝
EA
H

,

８６
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t∗ ＝
π
l

H
mt,U∗ ＝

U
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,c∗
v ＝

l
π

１
mHcv

１．３　离散模型

为了将系统从偏微分方程离散到常微分方程,

将面内位移函数v 看作是准静态运动和模态运动

两部分的组合:

v(x,t)＝∑
N

n＝１
ηn(t)Φn(x)＋Vb(t)x＋

　Va(t)(１－x) (４)

其中,ηn(t)是第n 个广义时间坐标;Φn(x)是第n
个模态形状;N 是平面内的模态数;Vb(t)和Va(t)

分别表示左、右端的竖向激励(如图１);等式(４)右

边第一项为模态位移,后两项为端部激励产生的准

静态位移．悬索的面内模态形状可以通过求解线性

化的运动方程方程得到,即面内模态函数为:

Φn(x)＝kn[cos(ωnπx)－１＋

　　tan
ωnπ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷sin(ωnπx)],n＝１,３,􀆺,

Φn(x)＝ ２sin(ωnπx),　ωn ＝２,４,􀆺
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(５)

式中:
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将式(４)代入式(３)后通过 Galerkin方法,采

用模态离散得到端部激励下悬索面内的振动微分

方程:

　η
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􀅰
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式中:

２μvk ＝∫
１

０
cvΦ２

kdx,k＝１,２,􀆺;

Qn ＝∫
１

０
Φny″dx,Prj ＝∫

１

０
Φ′rΦ′jdx

Δ＝２[Ub(t)－Ua(t)]＋[Vb(t)－Va(t)]２

Rv ＝∫
１

０
[Vb(t)x＋Va(t)(１－x)]Φkdx

２　多尺度摄动

基于多尺度法引入无量纲参数ε,假设方程

(６)的广义时间坐标近似解展开前三阶为:

　ηk(t;ε)≃εηk１(T０,T１,T２)＋
ε２ηk２(T０,T１,T２)＋ε３ηk３(T０,T１,T２) (７)

式中:T０,T１,T２ 是３个不同尺度的时间变量,其
变化的速度随时间t一次减慢一个数量级．

由链式法则对时间t求导可转变为对Ti(i＝
１,２,３,􀆺)求偏导数,可得:

　 d
dt＝

dT０

dt
∂

∂T０
＋

dT１

dt
∂

∂T１
＋

dT２

dt
∂

∂T２
＋􀆺＝

　D０＋εD１＋εD２＋􀆺

　 d２

dt２ ＝D２
０ ＋２εD０D１＋ε２(２D０D２＋D２

１)＋􀆺

(８)

其中:Dn ≡∂/∂Tn(n＝１,２,３,􀆺)

设zi →ε２zi(i＝１,２,．．．);μvk →ε２μvk(k＝１,

２,􀆺);将式(７)Ｇ式(８)代入常微分方程组(６),然后

根据ε的阶次大小顺序排列可得:

ε１:D２
０ηk１ ＋ω２

kηk１ ＝０ (９)

ε２:D２
０ηk２＋ω２

kηk２＝

　 α
２π２∑

N

n＝１
∑
N

r＝１

(QkPnr ＋２QrPnk)ηnηr －

　２D０D１ηk１－R
􀅰􀅰

v ＋
α
π２Qk[Ub(t)－Ua(t)]

(１０)

ε３:D２
０ηk３＋ω２

kηk３＝－２D０D１ηk２－
　２D０D２ηk１－２μvD０ηk１－D２

１ηk１＋

　 α
２π２∑

N

n＝１
∑
N

r＝１

(QkPnr ＋２QrPnk)(ηn１ηr２＋

　ηn２ηr１)－
α
２π２∑

N

n＝１
∑
N

r＝１
∑
N

j＝１
PnkPrjηn１ηr１ηj１－

　 α
π２∑

N

n＝１
Pnkηn１[Ub(t)－Ua(t)] (１１)

２．１　模态分析

激励频率Ω 中引入调谐参数σ,使得:

Ω＝２ωm ＋ε２σ (１２)

根据式(９)可设:

ηm１＝Am(T１,T２)eiωmT０ ＋cc

ηk１＝０,　∀k≠m{ (１３)

式中:cc代表各项的共轭复数．

９６
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把式(１３)代入式(１０)得:

　D２
０ηk２＋ω２

kηk２＝－２D０D１(AmeiωmT０ ＋cc)＋
α
２π２

(QkPmm ＋２QmPmk)(AmeiωmT０ ＋cc)２＋

α
２π２Qk ∑

４

s＝１
Hsei(ΩT０＋φs)＋cc[ ] ＋

Ω２

２ ∑
４

s＝１
Vsei(ΩT０＋φs)＋cc[ ] (１４)

式中:

H１＝z１,H２＝－z２,H３＝H４＝０,V１＝V２＝０;

V３＝z３∫
１

０
xΦndx,V４＝z４∫

１

０
(１－x)Φndx

将式(１２)代入式(１４)得:

D２
０ηk２＋ω２

kηk２＝－２D０D１(AmeiωmT０ ＋cc)＋
α
２π２

(QkPmm ＋２QmPmk)(AmeiωmT０ ＋cc)２＋

α
２π２Qk ∑

４

s＝１
Hsei(２ωmt＋σT２＋φs)＋cc[ ] ＋

(２ωm ＋ε２σ)２

２ ∑
４

s＝１
Vsei(２ωmt＋σT２＋φs)＋cc[ ] (１５)

对式(１５)化简长期项:

D１Am ＝０ (１６)

随后,对式(１４)求解得:

ηk２ ＝E１k(A２
me２iωmT０ ＋cc)＋E２kAmA

－
m ＋

　 ∑
４

s＝１

fsei(ΩTo＋φs)

ω２
k －Ω２ ＋cc

é

ë
êê

ù
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úú ,∀k (１７)

式中:

E１k ＝
α
２π２

QkPmm ＋２QmPmk

ω２
k －４ω２
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Ω２

２Vs,s＝１,２,３,４

这里值得注意的是,当ωk＝２ωm,导致E１k分

母为０,非线性系统将出现无解．
把式(１２)、式 (１３),式 (１６)、式 (１７)代入式

(１１),并令k＝m,化简长期项得:

２iωm D２Am ＋μvAm( ) ＋ΓemA２
mA

－
m －

　∑
４

s＝１
F－sA

－
mei σT２＋φs( ) ＝０, (１８)

式中:

Γem ＝
３α
２π２P

２
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N
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１
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以极坐标的形式表示复变函数Am:

Am ＝
１
２ameiβm (１９)

将式(１９)代入式(１８),并设γ＝σT２－２βm,a′m ＝０
和γ′＝０,化简并分离虚实部得:

２ωmμvam ＝am∑
４

s＝１
F－ssin(γ＋φs)

ωmamσ＋
Γema３

m

４ ＝am∑
４

s＝１
F－scos(γ＋φs)
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î
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(２０)
将式(２０)中的虚部和实部求平方和得频率响

应方程:

(２ωmμv)２＋
１
４Γema２

m －ωmσ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝F２ (２１)

式中:

F２＝ ∑
４

s＝１
F－ssinφs( )

２
＋ ∑

４

s＝１
F－scosφs( )

２ (２２)

２．２　响应分析

(１)响应幅值

可以从亚谐波共振面内频率响应方程式(２１)
得出频响方程解析解:

a２
m ＝

４ωmσ
Γem

±
４

Γem
F２－(２μvωm)２ (２３)

若响应幅值要为稳态解,从式(２３)可以得出F２－
(２μvωm)２＞０．当系统偏硬时,即Γem ＞０且满足

F ＞２μvωm ,系统满足上诉的条件时才能产生持续

不断的运动．当σ＞ F２－(２μvωm)２/ωm 时,系统会

有两个稳态解;当|σ|＜ F２－(２μvωm)２/ωm 时,
系统会有一个稳态解．当系统偏软时,即Γem ＜０且

满足F＞２μvωm,当σ＜－ F２－(２μvωm)２/ωm 时,系

统会有两个稳态解;当|σ|＜ F２－(２μvωm)２/ωm

时,系统会有一个稳态解．从上可以看出,偏软和偏

硬非线性系统的稳态解范围是关于σ＝０成对称状

态,并且响应幅值am 与参数F 存在一定的关系,
本文希望以后进一步分析．

(２)响应相位

根据式(２２)可设:

Fsinγ－ ＝∑
４

s＝１
F－ssin(γ＋φs)

Fcosγ－ ＝∑
４

s＝１
F－scos(γ＋φs)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(２４)
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根据式(２０)和式(２２),虚部与实部相除得:

tanγ－ ＝
２ωmμv

ωmσ＋
１
４Γema２

m

(２５)

式(２５)与初始相位φs ＝０的单激励非线性振

动的相位频率方程相同,这里称之为名义单激励相

位差系统,其中F 和γ－ 是名义单激励系统的幅值和

相位．若Fcosγ－ ≠０,则结合方程组(２４)中两式相除

得:

γ＝γ－ －arctan
∑

４

s＝１
F－ssinφs

∑
４

s＝１
F－scosφs

＝γ－ －φk (２６)

式中的γ是悬索在多个不同初始相位的端部激励

下的响应相位,本文将关系式(２６)称为多激励相位

差系统,它反映了所有端部激励对面内亚谐波共振

下响应相位的影响．观察发现,响应相位γ 因各个

激励的初始相位φs 和参数F－s 的存在而发生不同

程度的偏移(相移值),其中参数F－s 综合考虑了索

的物理性质,激励幅值、频率以及模态形状．

３　数值分析

本节分析了多个端部激励相位差对悬索亚谐

波响应幅值和相位的影响,但没有研究分岔问题,

故不区分稳态解的稳定性,希望以后能够进一步研

究．对式(２１)用数值方法求解,为了验证多尺度法

解的正确性,对式(６)采用龙格Ｇ库塔法验证．采用

悬索的物理参数如下[１６]:横截面积 A＝７．０６９×

１０－２ m２,单位长度质量 m＝５５１．３８２g/m,弹性模

量:E＝２．０×１０１１Pa,悬索长l ＝２００m,垂跨比f
＝０．００５,无量纲阻尼比μvk＝０．００２．对于面内索激

励组合下,其相位差对索响应幅值的影响是以π为

对称,２π为周期变化[９],则本文将讨论３种以两两

激励组合相位差为０~π的第一阶面内对称模态

(m＝１)的频率响应曲线和相频曲线．

３．１　工况１:两个水平端部激励

固定左端激励相位φau(２)＝π/４的初始相位

和两个支承的无量纲激发振幅分别为au＝０．０００１
和bu＝０．０００３,改变右端激励相位φbu(φ１),区间为

[π/４,π＋π/４]．
仅展示左端激励相位φ２＝π/４的初始相位,右

端激励相位φ１＝π/４以及两个支承的无量纲激发

振幅分别为au＝０．０００１和bu＝０．０００３的龙格库塔

法值,如图２所示,龙格库塔法的值与多尺度计算

的结果吻合良好,当右端激励相位φ１ 从π/４增长

到５π/４,内侧的幅频曲线向外侧平移．在工况１激

励作用下,激励相位差不会改变系统的软硬特性,

但它会对响应幅值和共振区宽度产生影响．当激励

相位φ１＝π/４时,其龙格库塔法最大响应幅值为

０．１５４,共振区的范围为[－０．１０７,０．１０７](共振区

呈σ＝０对称);当φ１ 从π/４增长到５π/４时,即相

位差Δφbu从０变化到π,系统的响应幅值和共振区

逐渐增大,成正比关系．若悬索保持它的物理参数

和激励幅值不变,所有的频率响应曲线都会在曲线

φ１＝π/４(下界)和φ１＝５π/４(上界)之间．

图２　工况１:幅频响应曲线

Fig．２　Condition１:amplitudeＧfrequencyresponsecurves

在工况１的幅频响应曲线基础上绘制相频曲

线,如图３所示,名义单激励相频曲线和多激励相

频曲线的响应相位γ 几乎都不随激励频率的改变

而变化,而为一个稳定值．从图３(a)可以看出,无论

是较大的稳态解还是较小的稳态解,所对应曲线

φ１＝π/４和φ１＝５π/４的响应相位γ－ 差值都很小且

相同,其差值为Δ＝０．０３９．从图 ３(b)可以看出,响
应相位γ 分别被激发,正如式(２６),激励相位差加

剧了响应相位γ－ 的平移．系统的响应相位γ 分别激

励到２．４３３,１．３３６,０．５１３,－０．１４８和－０．７４７,响应

相位γ 的φ１＝π/４(下界)值２．４３３与φ１＝５π/４(上
界)值－０．７４７之差为３．１８,其值减去差值Δ＝
０．０３９约为π,即相位差的变化区间为π,而响应相

位γ 也随着移动了π．
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(a)名义单激励相频曲线
(a)NominalsingleexcitationphaseＧfrequencycurves

(b)多激励相频曲线
(b)MultiＧexcitationphaseＧfrequencycurves

图３　工况１:相频曲线

Fig．３　Condition１:phaseＧfrequencycurves

３．２　工况２:两个竖向端部激励

固定左端激励相位φav(φ４)＝π/４的初始相位

和两个支承的无量纲激发振幅分别为av＝０．０００１
和bv＝０．０００３,改变右端激励相位φφbv (φ３),区间

为[π/４,π＋π/４]．
仅展示左端激励相位φ４＝π/４的初始相位,右

端激励相位φ３＝π/４以及两个支承的无量纲激发

振幅分别为av＝０．０００１和bv＝０．０００３的龙格库塔

法值,如图４所示,两者吻合良好,在两竖向激励作

用下,龙格库塔法的最大响应幅值激励到０．００２９
后就迅速跳跃到０值,响应幅值远小于两水平激励

下的响应幅值０．１５４,说明悬索中的水平激励作用

远大于竖向激励的作用．但与其他工况相比,工况２
的数值验证效果较差,其原因可能是竖向激励下的

响应集中于σ＝０附近,在数值计算中取离散的σ
初始值进行扫频,而工况２下的非线性动力系统对

初始值很敏感．同时,响应幅值在两竖向激励作用

下能够被激励起的范围很小,共振区很窄,大约在

[－０．００５,０．００５](共振区呈σ＝０对称),相对于两

水平激励作用下共振区范围的１/２０．

图４　工况２:幅频响应曲线

Fig．４　Condition２:amplitudeＧfrequencyresponsecurves

(a)名义单激励相频曲线
(a)NominalsingleexcitationphaseＧfrequencycurves

(b)多激励相频曲线
(b)MultiＧexcitationphaseＧfrequencycurves

图５　工况２:相频曲线

Fig．５　Condition２:phaseＧfrequencycurves

从图４看出,当右端激励相位φ３ 从π/４增长

到５π/４,外侧的幅频曲线向内侧平移,当激励相位

差增大时,响应幅值和共振区共同减小,成反比关

系．但与工况１相比,两者的幅频曲线平移方向刚

２７
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好相反,当两竖向激励达到最小值时,而两水平激

励达到最大值,从中可以看出两者互为反向的振

动．工况２与工况１相比,其相位差没有改变频率

响应曲线的弯曲方向,但影响了使响应幅值更小,

共振宽度更窄．当φ３ 从π/４增长到５π/４时,即相

位差从０变化到π,系统的响应幅值和共振区逐渐

减小;与工况１相反的是,当相位差为０或２π时,

响应幅值取得最大值,而当相位差为±π时,响应

幅值取得最小值．
绘制相频曲线,如图５所示,响应相位γ－ 影响

较大,相对于工况１的相频曲线敏感很多,随激励

频率的变化而变化,并且存在上下两条曲线交会于

一点,然后响应相位γ－ 达到一个稳定值 π/２,呈

９０°,其中Δ＝０．从图５(b)可以看出,响应相位分

别激励到０．７８５,０．１８８,－０．４６３,－１．２７１和３．９２７,

φ３＝５π/４响应相位γ 值３．９２７与φ３＝π/４响应相

位γ 值０．７８５之差为３．１４２,其值约为π,即名义单

激励响应相位经过两竖向激励相位差平移了π．与

两水平激励相位差类似的是,其响应相位γ 存在一

个向上移动的范围,但与两水平激励相位差不同的

是,φ３＝５π/４的响应相位γ 并没有随着φ３＝π的

响应相位γ 继续往负数响应相位移动,而是发生了

一个相位的跳跃,直接从负数响应相位转换成一个

正数响应相位,并且从相位差的步长大小可以看出

这个转换是迅速的,为非线性变化．
与工况１不同,工况２的相位差下的一阶响应

相位会随激励频率改变而改变,相位值对激励频率

的改变较敏感．

３．３　工况３:一个水平和一个竖向端部激励

固定左端激励相位φau(φ２)＝π/４的初始相位

和两个支承的无量纲激发振幅分别为au＝０．０００１
和bv＝０．０００３,改变右端激励相位φbv(φ３)∈[π/４,

π＋π/４]．
仅展示左端激励相位φ２＝π/４的初始相位,右

端激励相位φ３＝π/４以及两个支承的无量纲激发

振幅分别为au＝０．０００１和bv＝０．０００３的龙格库塔

法值,如图６所示,两者吻合良好,随激励频率的增

长,响应幅值和共振区范围也增大,这个范围为[－

０．０３,０．０３](共振区呈σ＝０对称)．当右端激励相位

φ３ 从π/４增长到５π/４,外侧的幅频线向内侧平移,

与工况１的情况相反．竖向激励的相位与水平激励

的相位相比,前者对幅频曲线的平移规律更有一定

的影响．并且工况３的共振区范围大小位于工况１
和工况２之间,对于工况１的共振区而言,其共振

区范围约为其的１/３;而对于工况２的共振区而

言,其共振区范围为其的６倍．可见,与竖向激励之

间的相位差相比,水平激励之间的相位差会加大共

振区范围．

图６　工况３:幅频响应曲线

Fig．６　Condition３:amplitudeＧfrequencyresponsecurves

(a)名义单激励相频曲线
(a)NominalsingleexcitationphaseＧfrequencycurves

(b)多激励相频曲线
(b)MultiＧexcitationphaseＧfrequencycurves

图７　工况３:相频曲线
Fig．７　Condition３:phaseＧfrequencycurves
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当相位差Δφbv＝φbv－φau＝０和σ＝０时,工况

３最大响应幅值０．００５３位于同种情况下的工况１
和工况２响应幅值之间．此时工况１的响应幅值

０．００６７(最小幅值),约为工况３的响应幅值的１．２６
倍;而工况２响应幅值０．００２７(最大幅值),约为其

响应幅值的０．５．当相位差值Δφbv＝π和σ＝０时,

工况３的响应幅值为０．００４６(最小幅值)且位于两

水平激励和两竖向激励的响应幅值之间．工况１的

响应幅值０．００９４(最大幅值),约为其响应幅值的２
倍;工况２的响应幅值０．００２(最小幅值),约为其响

应幅值的０．５倍．由此可见,当激励间相位差Δφbv

＝π的响应幅值与无相位差Δφbv＝０相比,在激励

组合中的水平激励相位差与竖向激励相位差诱导

的响应幅值相比,前者占绝对主导位置．从上分析

可知,竖向激励相位差会抑制水平激励相位差所引

起系统的响应幅值,但是水平激励对响应幅值的影

响远大于竖向激励．
同理,绘制出相频曲线,如图７所示,可以观察

得出此组合下的激励相位差变化对响应相位γ－ 影

响不大,由局部放大图观察得知,与两水平激励作

用下类似,所有曲线最终交会于一点,但γ－ 值变化

不明显,即γ－ 值以水平激励作用为主导．如图７(b)

所示,响应相位γ 分别激励到－０．６４５,－０．６１０,

－０．７４１,－０．７１４和－０．７０２,φ３＝５π/４响应相位γ
值－０．６１０与φ３＝π/４响应相位γ 值－０．６４５之差

为０．０３５,其值减去Δ(０．０３５)为０,并且响应相位γ
都为负值．这与以上２种工况激励相位差不同,它
们的响应相位移动约为π,并且它的响应相位γ 与

以上两种组合工况的初始增长方向相反．
综上,该工况下的相位差与响应幅值图呈反

比,与两水平激励相位差的相位差与响应幅值图呈

正比相反,故竖向激励会抑制水平激励对响应幅值

的影响．因竖向激励对名义单激励相位值更加敏

感,若激励组合中存在一竖向激励,其相频曲线会

汇聚于一点,但这个点的激励频率大小并不一致,

且相位的大小还是以水平激励为主．

４　结论

(１)承受多端部激励的悬索,激励间的相位差

可以使响应相位在名义单激励系统的响应相位基

础上发生移动,相移值与不同激励组合的相位差、

激发模态、激励幅值和初始相位有关．

(２)当激励相位差从０逐渐变化到π时,相频

曲线也发生不同程度的移动,最终相位变化大小为

π．激励相位差不改变系统的软硬性质,但会影响响

应幅值和共振区宽度,且共振区宽度关于σ＝０对

称．
(３)水平激励对响应幅值大小和共振区宽度

的影响远大于竖向激励．系统主要靠参数振动激

发,但竖向激励会抑制水平激励作用效果．响应相

位对水平激励初始相位的敏感程度远小于对竖向

激励初始相位的敏感程度．
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