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多跨下承式拱桥面内全局动力学理论

与自由振动研究∗

康厚军１,２†　邓力铭１,２　丛云跃１,２

(１．广西大学 土木建筑工程学院,南宁　５３０００４)

(２．广西大学 工程力学研究中心,南宁　５３０００４)

摘要　为弥补高维工程结构有限元分析对结构参数优化设计等的局限,本文基于欧拉伯努利梁理论与传递

矩阵法,研究大跨度拱桥面内自由振动问题．首先,基于多跨拱桥的刚度分析,建立系统的全局动力学模型．

其次,基于传递矩阵法建立系统的全局动力学理论,最后,以一座四跨下承式拱桥的平面力学模型,求解其

面内自由振动时的固有频率与振型,并将所得结果与用同样参数建模的有限元分析结果对比,证明本文所

建理论对求解该类问题的有效性与精确性．此外,通过整桥各跨矢跨比、吊杆截面面积、拱肋惯性矩等的多组

参数组合分析了该系统面内自振频率的分布规律．结果表明:随着拱桥矢高增大,系统固有频率减小,因拱桥

质量的快速增加,对整桥面内刚度影响显著;增大吊杆截面面积可在一定程度内增大拱桥的面内刚度,导致

系统频率在一定范围内增大,且观察到 Veering现象．
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Abstract　TomakeupforthelimitationsofhighＧdimensionalengineeringstructurefiniteelementanalyＧ
sisinstructuralparameteroptimizationdesign,thispaperstudiestheinＧplanefreevibrationoflongＧspan
archbridgesbasedonEulerBernoullibeamtheoryandtransfermatrixmethod．Firstly,basedonthe
stiffnessanalysisofmultispanarchbridge,theglobaldynamicmodelofthesystemisestablished．SecＧ
ondly,theglobaldynamictheoryofthesystemisestablishedbasedonthetransfermatrixmethod．FiＧ
nally,thenaturalfrequencyandvibrationmodeofafourspanthrougharchbridgearesolvedbyusing
theplanemechanicalmodel,andtheresultsarecomparedwiththefiniteelementanalysisresultsmodＧ
eledwiththesameparameters,whichprovestheeffectivenessandaccuracyofthetheoryestablishedin
thispaperforsolvingthiskindofproblems．Inaddition,bychangingtherisespanratioofeachspanof
thewholebridge,thesectionalareaofsuspendersandthemomentofinertiaofarchribs,thevariation
trendofthenaturalvibrationfrequencyintheplaneofthesystemisanalyzed．Theresultsshowthatwith
theincreaseoftheriseheightofthearchbridge,thenaturalfrequencyofthesystemdecreases,andthe
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rapidincreaseofthequalityofthearchbridgehasasignificantimpactonthestiffnessofthewhole
bridgedeck;IncreasingthecrossＧsectionalareaofthesuspendercanincreasetheinＧplanestiffnessofthe
archbridgetoacertainextent,resultingintheincreaseofthesystemfrequencywithinacertainrange,
andtheveeringphenomenonisobserved．

Keywords　througharchbridge,　transfermatrixmethod,　planarfreevibration,　frequency,　mode
shape

引言

拱作为一种常见结构形式,因其拥有良好的力

学特性和优美的造型,在土木工程、机械工程和航空

航天工程等领域中得到了广泛应用．拱桥在建成运

营中,除承受自身静载作用外,人群、车辆、风及地震

作用等也会使得桥梁产生振动,此时结构实际内力

高于结构体系按静力计算得出的内力,即存在动内

力,易使构件发生局部变形,严重时威胁桥梁安全．
因此对大跨拱桥动力学行为相关研究有十分重大的

意义．作为非线性振动研究的重要基础,厘清结构的

自由振动特性对研究车桥耦合振动[１]、地震作用[２]、

结构抗风稳定性[３]等具体工程设计至关重要．
众多学者[４Ｇ６]对拱桥动力性能的研究多集中在

有限元分析法,但对于大跨桥梁结构,有限元建模过

程烦琐,计算成本高,且不利于模型的参数分析．另
外,虽然康厚军等[７Ｇ８]建立了单跨拱桥的相关全局动

力学理论,但对于多跨拱桥的相关理论尚未见报道．
基于本课题组利用传递矩阵法对于桥梁结构的分析

过程中,解维东等[９]只对单跨度拱Ｇ梁模型进行自由

振动的分析．在结构动力学领域,李万春等[１０Ｇ１１]、朱
国敬等[１２]的研究表明,传递矩阵法能很好地解决各

类拱桥动力学问题,为传递矩阵法在拱桥力学计算

方面的应用提供了解决方案．此外,苏潇阳等[１３]的研

究使得传递矩阵法能够拓展到斜拉桥的动力学分析

中,充分证明该理论分析方法应用的广泛性．
鉴于此,本文基于多跨下承式拱桥平面全局动

力学模型,在圆拱与梁的面内自由振动动力学方程

求解基础上,结合相应边界条件,推导多跨拱桥全

局动力学理论,求解其面内自由振动问题．将重点

分析拱桥矢跨比、吊杆截面面积、拱肋惯性矩对整

桥系统面内自振频率的影响,得到多跨拱桥相应自

振特性,为实际工程提供理论依据．

１　力学模型

图１为多跨下承式拱桥的全局动力学模型．本
文理论分析模型采用有推力下承式拱桥,整桥系统

最左端与最右端拱脚边界条件视为固定端,中部拱

脚支座视为固定铰支座．主梁视为连续梁,最左端

与最右端边界条件视为铰支,中部各支座视为链杆

支座．模型中拱梁在吊杆处耦合．将主梁简化为不考

虑轴力的EulerＧBernoulli梁;将吊杆间的主拱肋视

作圆弧拱;由于吊杆的横向刚度相对于拱、梁的横

向刚度,以及吊杆的轴向刚度均小几个量级,将吊

杆视作无质量弹簧,仅考虑轴向刚度对整体系统的

贡献．另外,结合工程实际的分析和便于研究目标

的实现,特引入以下基本假定∶(１)忽略阻尼c的

影响;(２)忽略拱与梁的横向转动惯量与剪切变形;
(３)拱轴线不可压缩;(４)为使自振特性研究直观

化,振型采用放大化处理．

图１　多跨下承式拱桥力学模型

Fig．１　MechanicalmodelofmultiＧspanthrougharchbridge
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２　全局动力学理论

２．１　系统子结构振动微分方程

圆弧拱[９]与欧拉梁自由振动控制微分方程:
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∂x４ ＋mb
∂２vb

∂t２ ＝０ (２)

其中:ma 为拱结构单位长度质量,R 为圆拱曲率半

径,Ea 为拱肋弹性模量,Ia 为拱截面惯性矩;mb为

梁结构单位长度质量,Eb为主梁弹性模量,Ib为梁

截面惯性矩．
因本文研究的多跨拱桥模型为线性系统,方程

有简谐形式的解,利用分离变量法将方程的解表示

成时间与空间的函数,并将其带入式(１)与式(２)

中,可得拱径向位移函数与梁竖向位移函数,结合

力的平衡条件与内力、变形物理关系,最终得出拱Ｇ
梁其余内力与位移函数表达式,分别表示成矩阵形

式为:
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其中:Ua 表示拱的切向位移,Va 表示拱的径向位

移,θa 表示拱的转角,Ma 表示拱的弯矩,Qa 表示拱

的剪力,Na 表示拱的轴力,Vb 表示梁的竖向位移,

θb 表示梁的转角,Mb 表示梁的弯矩,Qb 表示梁的

剪力．T１,１~６,６
[１４] 及T７,７~１０,１０ 分别代表拱与梁的位

移函数、内力函数对应系数C１ ~C１０ 位置前参量．
因拱Ｇ梁经由吊杆连接耦合,将式(３)与式(４)

写为一个整体矩阵方程:

t＝TC (５)

其中:t为拱Ｇ梁段任意截面位置状态向量,C 为积

分常数向量,T 为拱Ｇ梁段整体系数矩阵．

２．２　场传递矩阵

式(５)中,对任意拱Ｇ梁段最左端截面位置,即

拱段所对应圆心角φ＝０与梁段所对应长度x＝０
时,有:

t(i－１)R ＝T０C (６)

进而可得相应积分常数向量的表达:

C＝(T０)－１t(i－１)R (７)

其中:(T０)－１为拱段圆心角为０及梁段长度为０时

系数矩阵的逆矩阵,t(i－１)R 为第i个拱Ｇ梁段初始位

置,即第i－１根吊杆最右端位置拱Ｇ梁部状态向量

为:

t(i－１)R ＝ [U(i－１)R
a 　V(i－１)R

a 　θ(i－１)R
a 　M(i－１)R

a 　Q(i－１)R
a

N(i－１)R
a 　V(i－１)R

b 　θ(i－１)R
b 　M(i－１)R

b 　Q(i－１)R
b ]T

将式(７)代入式(５)可得:

tiL ＝T (T０)－１t(i－１)R (８)

令整体系数矩阵T 中的圆心角φ＝φi,长度x
＝Li,则对应的有:

tiL ＝Uit(i－１)R (９)

其中:Ui 表示第i个拱Ｇ梁段内的节段传递矩阵,表

明单个拱Ｇ梁段内位移与力的传递关系,tiL 为第i
个拱梁段末尾位置,即第i根吊杆最左端位置拱梁

部状态向量为:

tiL ＝ [UiL
a ViL

a θiL
a MiL

a QiL
a NiL

a ViL
b θiL

b MiL
b QiL

b ]T

图２　拱段与梁段传递示意图

Fig．２　Transferschematicdiagramofarchandbeam

上述推导过程基于多跨下承式拱桥其中任意

１６
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跨结构单个拱Ｇ梁段分析,为便于说明具体传递理

论,取位于第i－１根吊杆与第i根吊杆之间的第i
个传递段,具体传递方式如图２所示．

２．３　点传递矩阵

上文详细推导结构场传递矩阵表达形式,但因

整桥模型中拱与梁在吊杆处耦合,通过明确相关传

递路径,在整个系统进行完整传递还需各吊杆节点

位置处两侧对应力与位移的关系．因此,取第i根

吊杆局部位置节点进行受力分析,如图３所示．

图３　节点受力分析图

Fig．３　Diagramofnodeforceanalysis

列出节点平衡方程,并将其写为矩阵方程形式:

tiR ＝KitiL (１０)

其中:Ki 表示第i根吊杆局部位置处点传递矩阵,

表明节点位移和力的传递关系,tiR为第i根吊杆最

右端位置拱梁部状态向量:

tiR ＝ [UiR
a ViR

a θiR
a MiR

a QiR
a NiR

a ViR
b θiR

b MiR
b QiR

b ]T

２．４　传递矩阵法多跨结构理论推导

基于场矩阵与点矩阵公式的推导,联立式(９)

与式(１０)可得:

tiR ＝Tit(i－１)R (１１)

其中:Ti＝KiUi,其代表从第i－１根吊杆最右端截

面位置处传递到第i根吊杆最右端截面位置处所

对应第i个拱Ｇ梁段的单元传递矩阵．
应用传递矩阵相关原理,将首尾相连各拱Ｇ梁

传递段的单元传递矩阵依次相乘,可得单跨拱桥的

总体传递矩阵:

T＝∏
i＝１

Ti (１２)

本文基于传递矩阵法对大跨度下承式多跨拱

桥进行自由振动求解,基本思想的核心为将整体力

学模型跨与跨之间断开并以刚性耦合的形式连结

在一起,多跨拱桥就被拆分成多座单跨拱桥,分别

求解其整体传递矩阵,将多座单跨下承式拱桥的结

果合并在一起得到多跨下承式拱桥的结果,最后通

过系统两端的自然边界条件及截开处的耦合边界

条件,就可得出总体特征方程,求解该特征方程,即

可求得多跨下承式拱桥竖向自由振动的频率与振

型．需要指出的是,本文所推导的多跨下承式拱桥

全局动力学理论,基于传递矩阵法采用了折纸式传

递思想,整桥系统传递方向类似于折纸过程,各跨

结构两两结合,相向传递,最终经过叠合,相关力学

模型在投影下表现为一座单跨下承式拱桥,使得各

单跨拱桥的初始传递位置与末尾传递位置分别重

合为一个传递点位．

３　算例

３．１　拱桥模态分析

以一座跨径为１００m＋１００m＋１００m＋１００m
的四跨下承式拱桥为例,对其面内自由振动问题进

行求解．拱桥各项参数如下:圆拱半径R＝７０m,各

跨拱矢跨比f/l＝０．２１,拱截面尺寸＝１．０m×３．０

m,线 密 度 ma ＝２３４００kg/m,弹 性 模 量 Ea ＝

２０６Gpa;梁截面尺寸为０．８m×２．５m,线密度mb＝

５０００kg/m,弹性模量Eb＝３４．５Gpa;整桥共有３６
根吊杆,弹性模量Ec＝２１０Gpa,横截面积均为Ac

＝０．００５m２．
为验证本文理论方法正确性,采用有限元软件

建立上述尺寸参数与材料特性的下承式拱桥有限元

平面模型,拱和梁采用Beam３单元进行模拟,吊杆

采用Link１单元进行模拟,总共划分为８２８个单元．
表１列出传递矩阵法与有限元法计算得出的

前１０阶自振频率,从理论结果与有限元结果比较

分析可得,本文理论计算自振频率与有限元建模计

算自振频率间误差较小,因传递矩阵法是基于拱轴

不可压缩假设,振动时拱轴方向不发生伸缩变形,

其抗压刚度可视为无穷大,而有限元建模分析考虑
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图４　利用传递矩阵法理论和 ANSYS得到的四跨下承式拱桥前８阶振型

Fig．４　ThefirsteightmodeshapesoffourspanthrougharchbridgeobtainedbytransfermatrixmethodtheoryandANSYS

表１　四跨下承式拱桥前１０阶频率

Table１　Thefirst１０frequenciesofthefourＧspan
througharchbridge

振型序号 FEM 计算频率
(Hz)

TMM 计算频率
(Hz)

相对误差
(％)

１ ２．０６７６ ２．２２２３ ６．９６

２ ２．４５０８ ２．６１６１ ６．３２

３ ２．８６４９ ３．０３７６ ５．６９

４ ３．０９２３ ３．２７４２ ５．５６

５ ４．２９４３ ４．５２１８ ５．０３

６ ４．５４１７ ４．８１４５ ５．６７

７ ４．７０８０ ５．００７０ ５．９７

８ ４．７６２７ ５．０６６９ ６．００

９ ５．６７５７ ５．６９４４ ０．３３

１０ ５．８３１０ ５．８３９３ ０．１４

注:相对误差＝[(TMM 计算频率－FEM 计算频率)/(TMM 计算
频率)]×１００％

拱轴变形影响,进而传递矩阵法计算频率会相应偏

大,且最大误差仅为第１阶频率的６．９６％,对比吻

合良好,充分证实本文多跨下承式拱桥全局动力学

理论与基于传递矩阵的求解方法的有效性．其中,

传递矩阵法计算速度明显快于有限元计算速度,鉴

于该理论方法具有计算方便快速的优点,在各类多

跨拱桥的方案设计阶段可进行大量参数对比选择．
图４列举本文理论和方法与有限元建模得出的前

８阶振型图,各子图左部为有限元计算结果,右部

为理论计算结果,两者对比吻合良好,进一步证明

本文理论正确性．同时,本文算例中拱结构抗弯刚

度大于梁结构抗弯刚度,随着模态阶数升高,第７
阶振型与第８阶振型以主梁振动为主,此时拱振动

幅度小于梁．因此拱桥面内自由振动特性受拱梁相

对刚度影响较大,为避免主拱肋或主梁振幅过大,

实际工程设计时需将拱梁刚度比控制在一个合理

的范围内．

３．２　参数分析

图５给出整桥模型频率随矢跨比变化的影响

曲线．模型保持桥梁跨度不变,改变拱半径及矢高．
考虑矢跨比变化范围,实际取０．０１到０．５的变化区

间．根据图中频率变化趋势可得,该四跨下承式拱

桥前８阶自振频率随矢跨比增加而逐步减小,且高

阶模态对矢跨比变化更敏感．因随拱桥半径减小将

导致拱圈弧度变陡,可在一定程度上增大主拱圈面

内刚度,但同时施工时会使用更多建材,加大整桥

３６



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０２３年第２１卷

质量．且矢高增大将导致吊杆长度增加,降低各根

吊杆轴向刚度,从而减小对拱梁的支撑作用．依据

系统固有频率计算公式,此等情况下等效刚度增大

程度小于乃至远小于等效质量增大程度,加之吊杆

线刚度减小直接导致系统面内刚度减小,最终整桥

面内自振频率因此减小．考虑受力情况,需保证整

桥系统有足够的面内刚度与稳定性,建议在拱桥设

计阶段根据实际情况选择最为合适的矢跨比,使得

桥梁动力特性达到较好的状态．

图５　矢跨比对模型前８阶频率的影响

Fig．５　Influenceofrisespanratioonthefirsteight
frequenciesofthemodel

图６　吊杆截面面积对模型前８阶频率的影响
Fig．６　Influenceofcableareaonthefirsteight

frequenciesofthemodel

图６给出整桥模型频率随吊杆截面面积变化

的影响曲线．由图可见,随着整桥模型中各根吊杆

截面面积增大,前８阶自振频率呈增长趋势．当吊

杆截面面积较小时,增大其截面面积会使得频率值

快速增大,但增大到一定程度时,继续增大吊杆截

面积,频率值基本不会再发生改变．因随着吊杆截

面面积增大,导致对拱梁约束作用提高,整桥面内

刚度增大,各阶频率值增大．但当吊杆截面面积较

大时,整体系统刚度仅由拱梁共同决定．因此通过

增大吊杆截面面积提高拱桥刚度是有限的．此外,

图中还存在频率相互靠近随后又相互分离的现象,

即 Veering现象．如图６所示第１阶与第５阶模态、

第２阶与第６阶模态、第３阶与第７阶模态、第４
阶与第８阶模态之间会存在快速交换及能量传递

现象,容易引发共振现象造成结构破坏,在工程设

计时应避免这些参数区间．

图７　拱肋惯性矩对模型前８阶频率的影响
Fig．７　Influenceofarchmomentofinertiaonthefirsteight

frequenciesofthemodel

图７给出整桥模型频率随拱截面惯性矩变化

的影响曲线．从图中可看出前８阶频率随拱截面惯

性矩的增大逐步增大．当拱截面惯性矩较小时,增
大拱截面惯性矩能使频率快速增大,进而增加整桥

面内刚度．因此可通过增大拱截面高度,或在截面
面积不变的情况下采取更合理的截面形式,如在众

多钢管混凝土拱桥工程中可将拱做成哑铃形截面．
但当增大到一定程度时,继续增大拱惯性矩,第４
到第８阶频率的增幅逐渐放缓,趋近于一条水平直

线,此时只有第１到第４阶频率会继续保持增大,
高阶模态对拱截面变化参数不敏感．实际因拱肋刚

度已增大到一定程度,相比主梁其可视为刚体,振
型以梁的竖向弯曲振动为主．因此在工程中,拱肋

截面的设计必须考虑各方面因素．

４　结论

基于多跨下承式拱桥力学模型的特点,在折纸
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式传递方式基础上,推导多跨拱桥的全局动力学理

论,以一座四跨下承式拱桥为例,求解其频率与振

型,并对整桥动力特性进行参数分析,相关结论如

下:
(１)在圆拱与梁的自振微分方程求解基础上,

本文引入一种半解析法———传递矩阵法求解多跨

拱桥的面内自由振动问题,并与有限元软件所得结

果进行对比,相对误差的绝对值可控制在７％以

内,充分证明传递矩阵解的正确性与可行性．
(２)拱梁刚度比的取值会显著影响高阶模态的

振动形状,为避免主拱肋或主梁振幅过大,工程中

需对拱梁构件材料与截面形式进行合理设计．
(３)随着矢跨比的增大,拱圈弧度变陡,在施工

过程中会使用更多建材,一定程度上加大整桥质

量,而此时整桥面内刚度处于增势不明显乃至呈减

小的态势,结合一般自振频率计算公式可知,频率

值会逐步减小,工程中应选取合适的矢高与拱桥半

径进行施工．
(４)随着拱桥吊杆截面面积的增大,会增大吊

杆对拱肋与主梁的约束作用,进而增大系统面内刚

度;但是各阶频率间极易发生 Veering现象,工程

设计时应避免相应频率不稳定区间导致的内共振

现象产生．
(５)随着拱肋惯性矩的增大,使得拱部可抵抗

更大的变形,进而在一定程度上提高整桥面内刚

度．工程中一般采取提高拱截面高度或根据实际情

况采取更加合理的截面形式等方法提高拱肋惯性

矩．
(６)本文在多跨拱桥传递矩阵法应用中所得技

术方法还可用于拱桥横向面外振动的分析．
(７)因本文在进行建模分析时引入了一系列假

设,例如吊杆等效为无质量弹簧,实际工程中,整体

系统的振动会包括吊杆的弯曲,在后续工作中应着

重对此进行深入研究．
综上所述,本文给出求解多跨拱桥面内固有频

率与振型的一种新颖方法,通过刚度与面内自振频

率相挂钩的特性,为工程的损伤评估与健康检测提

供新的处理思路．
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