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拉索－阻尼器系统的改进实模态分析方法∗
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(１．湖南科技大学 土木工程学院,湘潭　４１１２０１)

(２．长沙理工大学 土木工程学院,长沙　４１０１１４)

摘要　阻尼减振是拉索振动控制的主要措施,目前拉索－阻尼器系统的主要分析方法为复模态法．虽然采用

复模态法可以精确分析拉索－阻尼器系统的阻尼比和频率等主要特征参数,但采用复模态法求出的拉索复

振型由于不包含减振所需要的参数而被研究较少,而系统的振型对研究阻尼器的减振效果又具有非常重要

的意义．文中首先采用复模态法求解了拉索－阻尼器系统,基于复振型的物理意义,引入相位函数,提出了一

种改进的实数分离变量法,分析了阻尼力在拉索中的传递特征;建立了拉索－阻尼器系统的改进实模态分

析方法,采用该方法求解得到的非线性运动方程通解与复模态法一致．基于该新方法计算得到的实模态振

型,分析了阻尼器对拉索实际振型以及相位的影响．
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AnImprovedMethodtoRealModalAnalysisofCableＧDamperSystems∗
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Abstract　Damperarethemainmeasureforcablevibrationcontrol,andcomplexmodalanalysisisthe
mainapproachofcableＧdampersystemanalysis．ThecomplexfrequenciesderivedfromcomplexmodalaＧ
nalysisallowanaccurateanalysisofsystem’sdampingratioandfrequency,whichisofmajorinterestof
bridgeresearchers．Thereisfewstudiesforinvestigatingthecomplexmodeshapeofcablesinceitdoes
notcontainthekeyparametersforvibrationsuppression．Thispaperfocusesontheanalysisofcable’s
phasecontainedinthecomplexmodalshape．Firstly,thecomplexmodalanalysisisusedtoanalysisthe
cableＧdampersystem,andthephysicalmeaningofcomplex modeshapeisexplained．Subsequently,
basedonitsphysicalmeanings,therealseparatingvariablemethodisimprovedbyaddingphasefuncＧ
tion,thusitispossibletoexplainhowthedampingforceistranslatedinthecable．Inthisprocess,aset
ofnonlinearequationsareobtainedandtheirgeneralsolutionsaresolved,andtheresultsobtainedare
consistentwiththosebythecomplexmodalanalysis．Finally,theeffectofthedamperonthecable’sreal
modalshapeandphaseisanalyzedbasedontheresultsobtained．
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引言

作为斜拉桥的关键承重构件,大跨度斜拉索极

易在环境荷载下诱发大幅振动[１Ｇ３],如不加以抑制,

则会导致拉索锚固端疲劳甚至破坏．目前拉索控制

振动的主要方法有气动措施、结构措施以及阻尼耗

能措施[４Ｇ６],其中安装阻尼器的耗能减振方法对不

同机理和模态的振动均有抑制效果,因此应用较

广．阻尼减振技术在拉索上应用至今,目前已有许

多阻尼器设计方法,最早的拉索阻尼器设计方式可

追溯至 Kovacs[７],但该方法只能考虑一阶模态的

最优值．Pacheco等[８]采用 Galerkin方法分析了张

紧弦模型,得到了安装有阻尼器的拉索模态阻尼

比,并对阻尼参数无量纲化后得出了拉索各模态通

用的阻尼器设计曲线．Pacheco的设计曲线方便易

用,但由于 Galerkin法不能考虑阻尼器对拉索模

态的影响,并且忽略了垂度、拉索抗弯刚度等因素,

因此计算结果偏大,有试验证明实测拉索最大阻尼

比只达到了理论上限的６０％ [９]．
拉索－阻尼器系统具有较强的非比例阻尼特

性,这是由阻尼器安装的不均匀性引起的．复模态

理论[１０]可以精确分析非比例阻尼系统,Krenk[１１]

在拉索－阻尼器系统中引入该理论,假设拉索振型

为复模态振型,并认为复模态振型在阻尼器安装位

置处不连续,以此提出了拉索－阻尼器系统的复模

态分析方法,并在后续考虑了拉索垂度影响[１２]．

Main和Jones[１３Ｇ１５]根据复模态方法,重点研究了阻

尼器对拉索结构模态频率的影响,发现相比于线性

阻尼,非线性阻尼器可以在更大的模态范围内实现

最优的阻尼性能．Krenk和 Høgsberg[１６]采用复模

态法分析了阻尼器并联刚度和集中质量的影响,发
现集中质量对阻尼器的效果有增强作用,即“负刚

度增强效应”．
近年来,一些被动负刚度装置以及惯性装置陆

续出现[１７Ｇ１８],为了分析这些装置对拉索阻尼器的增

强效应,复模态法被广泛采用．Sun等[１９]应用复模

态理论研究了两根拉索之间连接调谐惯质阻尼器

后的振动特性．Wang等[２０]基于复模态方法从理论

上研究了惯性质量对垂度拉索阻尼器效果的增强

效应,并设置了模型试验进行验证．Shi等[２１]用复

模态法分析了调谐惯质阻尼器对拉索的减振效果．
孙浚杰等[２２]采用复模态方法理论研究了惯性质量

对拉索线性黏滞阻尼器减振效果的增强效应．刘菁

等[２３]使用复模态分析,对某实际拉索进行了惯质

阻尼器参数设计,并分析了减振效果．程志鹏等[２４]

基于能量等效线性化方法和复模态法,分析了负刚

度非线性黏滞阻尼器对斜拉索减振的增强效应．Xu
等[２５]采用磁流变阻尼器与可编程的智能控制装置

实现了伪被动负刚度,并在斜拉索的理论分析中,
使用复模态考察了阻尼系数和负刚度系数对斜拉

索振动主动控制效果的影响．
除此以外,若要精确考虑集中刚度、阻尼等因

素对拉索模态的影响,也需要用到复模态．Nam
Hoang等[２６]应用复模态分析了弯曲刚度对拉索阻

尼器的影响;JavaidAhmad等[６]建立了双索之间

连接连杆件的双索网络模型,采用复模态理论分析

了拉索长度比、连杆的位置、拉索频率比和拉索质

量Ｇ张力比对双索网络模型的振动特性影响;杨超

等[２７]现场观测了超长拉索的高阶模态振动现象,
随后根据复模态法研究了适用于拉索多模态振动

的阻尼器参数方案．孙利民等[２８]采用复模态法分析

了垂度拉索在安装双阻尼器后的效果,并在实桥现

场试验验证了理论计算精确性．Younespour等[２９]采

用复模态方法分析了垂度拉索在安装了横向弹性支

承后的振型与频率变化,讨论了支撑刚度、支撑位置

以及拉索的弯曲刚度等参数的影响．
对于安装了阻尼器的拉索,桥梁研究者更关注

拉索的阻尼比以及振动频率,多采用复模态法分析

复频率,没有过多深入研究复模态振型,但其对研

究阻尼器的减振效果又不容忽视．采用常规复模态

法得到的复振型可以表示拉索的振幅与相位,并且

其中相位与拉索各点的运动衰减息息相关,但由于

是复数分析,其物理含义不直观,所以没有办法研

究阻尼器对振型的影响．本文基于复振型与分离变

量法提出了改进实模态分析方法,该方法可以清晰

地描述拉索－阻尼器系统运动衰减与相位的相关

性,也能自洽地解释阻尼器对拉索的振型影响．本
文主要结构如下:第一部分为拉索－阻尼器系统的

常规分析方法;第二部分为改进的实模态分析方法

与求解;第三部分为阻尼器对拉索振型与相位影响

的实例分析;最后在第四部分对全文进行了总结．

１　拉索－阻尼器系统的常规分析方法

１．１　实数分离变量法

本文采用均匀张紧弦模型表示拉索,忽略拉索

８
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本身的阻尼以及重力影响,如图１所示,引入函数

表示集中力,则拉索自由运动微分方程可写为:

ρ
∂２u(x,t)

∂t２ ＋c
∂u(l１,t)

∂t δ(x－l１)＝

　T∂２u(x,t)
∂x２

(１)

式中ρ为拉索的每延米质量,T 为拉索索力,L 为

拉索长度,l１ 为阻尼器的安装位置,u(x,t)表示t
时刻x 位置处斜拉索的振动位移,c为阻尼器的阻

尼黏性系数,δ为狄拉克函数．

图１　张紧弦Ｇ阻尼器模型

Fig．１　Tautcablewithexternalviscousdamper

除去阻尼器安装点和两端点以外,拉索不再受

外力,因此可将拉索按两端点和阻尼安装点分为两

段,这两段拉索必定满足无外加激励下弦振动方

程:

ρ
∂２u(x,t)

∂t２ －T∂２u(x,t)
∂x２ ＝０ (２)

对方程(２)的解作分离变量法假设u(x,t)＝Y
(x)F(t),并且考虑实际物理意义,认为Y(x),

F(t)都为实数,代入方程(２)得到:

ρ
d２F(t)

dt２ ＋K􀅰F(t)＝０ (３)

式中K＝－Td２Y(x)
dx２

/Y(x),式(３)可视为无阻尼

振子的自由运动方程,其求得的时间函数必然不会

随时间衰减,这与实际事实相违背,因此传统的实

数分离变量法不再适用于拉索－阻尼器系统求解．
问题也由此提出:拉索－阻尼器系统的位移应当如

何假设与求解? 并且引申出以下问题:拉索上安装

的阻尼器怎样影响其他无外力作用的点自由衰减?

即阻尼器产生的阻尼力如何在拉索中传递．

１．２　复模态法

有关拉索－阻尼器系统的精确求解,Krenk早

在文献[１１]给出了解答,后续许多拉索系统研究都

是基于此方法．下面应用复模态法对拉索－阻尼器

系统进行分析,由上一部分可知,拉索运动无法分

离成实数空间函数与实数时间函数乘积的形式,既

然如此,不妨假设它们均为复数,即:

u~(x,t)＝Y
~(x)􀅰eiω~t (４)

式中ω~＝|ω
~
|(　

１－ξ２ ＋ξi)为复频率,Y
~(x)为复

振型,ξ为系统阻尼比．将式(４)代入式(２)得到:

d２Y
~(x)
dx２ ＋β

~２Y
~(x)＝０ (５)

式中β
~
＝ ρ/Tω~ 为复波数,方程通解为:

Y
~(x)＝A~１sinβ

~x＋A~２cosβ
~x (６)

A~１、A
~

２ 为待定系数,需要根据边界条件确定,

阻尼器安装点由于阻尼力的存在,拉索复振型导数

并不连续,因此需要分为两段,如图２所示,右下标

为１代表左边索段,为２代表右边索段．假索的振

动幅度较小,则索轴线与水平轴的夹角为∂u/∂x ,

因此得到这两段索的边界条件与阻尼器安装点的

平衡条件:

u１(０,t)＝０

u２(０,t)＝０

u１(l１,t)＝u２(l２,t)

T ∂u１(l１,t)
∂x ＋

∂u２(l２,t)
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷＋c

∂u(l１,t)
∂t ＝０

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(７)

复振型求得:

Y
~(x)＝

Y
~

０
sinβ

~x１

sinβ
~l１

(０≤x１ ＜l１)

Y
~

０
sinβ

~x２

sinβ
~l２

(０≤x２ ＜l２)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(８)

图２　拉索分段与安装点受力平衡

Fig．２　Balanceofforcesatmountingpoints

式中Y
~

０ 为阻尼器安装点的位移复幅值,需要根据

拉索自由振动的初始状态求解,再将式(８)代入,安

装点的平衡条件得到:

cotβ
~l１

L ＋cotβ
~(l２)
L ＋i c

　
Tm

＝０ (９)

超越方程(９)称为波数方程,根据方程(９)可以

求解出复波数β
~ ,从而实现复模态方法的闭合分析．

桥梁研究者主要关心拉索的阻尼比以及振动频率,

９
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因此只需要求解方程(９)就可以分析出阻尼器对拉

索的阻尼比和频率影响．但由于复数的物理意义并

不明确,对于阻尼器产生的阻尼力如何在拉索中传

递这一点,只分析波数方程无法给出清晰的解释．

２　改进实模态求解方法

２．１　基于改进实数分离变量法的系统建模

由上一部分内容可知,复模态解u~(x,t)能够

满足方程(２)及其边界条件,那么其实部与虚部也

会满足要求,我们对式(４)作稍许变化:

u~(x,t)＝Y
~(x)􀅰eiω~t＝

　|Y
~(x)|􀅰ei􀅰arg(x)i􀅰eiω~t＝

　|Y
~(x)|e－ξ|ω~|tei[ωt＋arg(x)] (１０)

式中|􀅰|为取模运算,arg(x)为复振型Y
~(x)的辐

角,ω＝|ω
~
|

　
１－ξ２ 为自由振动频率．应用欧拉公

式,可以发现式(１０)的实部或者虚部就是随着时间

变化振幅指数衰减的谐波,除了各点的运动幅值不

同外,各点的运动相位也不同．模为拉索实际振幅,

辐角为拉索各点的运动相位[３０]．由复振型的物理意

义,我们对实数分离变量法进行改进,在时间函数

内添加一个空间相关的相位函数φ(x):

u(x,t)＝Y(x)F(t＋φ(x)) (１１)

此时式(１１)也一定能够适用于拉索－阻尼器

系统求解,令τ＝t＋φ(x),注意:

∂２u(x,t)
∂t２ ＝Y(x)d

２F(τ)
dτ２

(１２a)

∂２u
∂x２ ＝

d２Y(x)
dx２ F(τ)＋２dY(x)

dx
dF(τ)

dτ
dφ(x)
dx ＋

Y(x)d２F(τ)
dτ２

dφ(x)
dx

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
dF(τ)

dτ
d２φ(x)
dx２

é

ë
êê

ù

û
úú

(１２b)

代入方程(２)并整理得到:

M
－ d２F(τ)

dτ２ ＋C
－ dF(τ)

dτ ＋K
－ 􀅰F(τ)＝０ (１３a)

M
－

＝ρ－T dφ(x)
dx

é

ë
êê

ù

û
úú

２

C
－
＝－T ２dY(x)

dx
dφ(x)
dx

/Y(x)＋
d２φ(x)
dx２

é

ë
êê

ù

û
úú

K
－

＝－Td２Y(x)
dx２

/Y

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１３b)

由方程(１３)可以发现,对于系统上无外力段的

任意一点x,都可视为有阻尼振子,为振子的广义位

移,当然其前提条件是dφ(x)/dx≠０,即φ(x)≠ 常

数,若令dφ(x)/dx＝０,则方程(１３)退化为式(３)．

图３　拉索微元及等效模型

Fig．３　Differentialunitofcableanditsequivalentmodel

提取某x０ 处拉索微元如图３所示,对于拉索

上任一不受外力的微元,其上索力横向不平衡量与

惯性力相等,如果微元两端无相位差(dφ(x)/dx＝
０),索力横向不平衡量只提供刚度回复力,可等效

为无 阻 尼 振 子 (图 ３(b));如 果 存 在 相 位 差

(dφ(x)/dx ≠０),索力横向不平衡量不仅提供刚

度恢复力,还提供阻尼力与惯性力,等效模型如图

３(c)．由此可见相位差dφ(x)/dx 在阻尼器阻尼力

传递中扮演着重要的角色,并且会对微元的惯性力

和刚度回复力产生影响,间接导致微元振动幅值的

变化,从而影响拉索振型．

２．２　基于改进实数分离变量法的实模态求解方法

根据复模态法,拉索－阻尼器系统的自由振动

为:各点阻尼比、频率一致、相位差不同的周期衰减

谐波,因此将方程(１３)中的F(τ)设为:

F(τg)＝e－ζτsin(ωτ) (１４)

为了后续书写方便,用对数减幅ζ表示衰减,ω
仍然为自由振动圆频率．将其代入式(１３)并考虑三

角函数的系数为０,得到如下方程组:

Y″＋
(ζ２＋ω２)

β２ Y＝φ′２

２φ′Y′＝ －φ″＋２ζφ′２－
１
β２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúY

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１５)

式中′,″分别表示对x 求一阶导数和二阶导数,β＝
　
T/ρ ．令Y(x)＝y(x)eζ􀅰φ(x) ,可使方程变为:
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y″＋
ω２－ζ２

β２
æ

è
ç

ö

ø
÷y＝ω２φ′２y (１６a)

２φ′y′＋ φ″＋
２ζ
β２

æ

è
ç

ö

ø
÷y＝０ (１６b)

式中y(x)即为实际的振幅,式(１６)是一组非线性

的常微分方程,若要求其通解,需要做一些变化,令

φ′＝
f(x)
g(x),那么φ″＝

f′(x)
g(x)－

g′(x)
g(x)φ′,观察式

(１６b),发现若:

f′(x)
g(x)＝－

２ζ
β２

(１７a)

式(１６b)则变为:

g′(x)
g(x)＝

２y′
y

(１７b)

因此可得到:g(x)＝y２(x),f(x)＝ －
２ζ
β２∫y２(x)dx,

令Γ(x)＝∫y２(x)dx ,可以推出φ′(x)以及y(x)

与Γ(x)关系:

φ′(x)＝－
２ζ
β２

Γ(x)
Γ′(x)

Γ′(x)＝y２

Γ″(x)＝２yy′
Γ‴(x)＝２yy″＋２y′２ (１８)

再将式(１６a)变化为关于Γ(x)的非线性常微

分方程:

２Γ′Γ‴－Γ″２＋４ω２－ζ２

β２ Γ′２－１６ω２ζ２

β４ Γ２＝０

(１９)

方程(１９)不难求出特解,只需要令Γ(x)＝
esx ,可得特征方程:

s２－
２ζ
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú s２＋

２ω
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú＝０ (２０)

Γ(x)的四个特解,即:

Γ１(x)＝e
２ζx
β ,Γ２(x)＝e－

２ζx
β ,

Γ３(x)＝ei２ωx
β ,Γ４(x)＝e－i

２ωx
β (２１)

一般来说,非线性方程通解无法表示为特解的

组合叠加,但这四个特解存在一种特殊的组合使其

能够表达方程(１９)的通解,将其变化为三角函数和

双曲函数并整理得到如下通解:

Γ(x)＝A β
２ωcos２ωx

β
æ

è
ç

ö

ø
÷＋B β

２ωsin２ωx
β

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

　D β
２ζ

sinh２ζx
β

æ

è
ç

ö

ø
÷ (２２)

式中sinh以及下文的cosh、tanh分别为双曲正弦、

双曲余弦和双曲正切函数;A、B、D 为待确定实常

数,并且必须满足A２＋B２＝D２,具体的取值需要

根据边界条件和某一点初始振幅确定．实振型函数

y(x)与相位差dφ(x)
dx

由Γ(x)表示:

y(x)＝
　
Γ′(x),dφ(x)

dx ＝－
２ζ
β２

Γ(x)
Γ′(x) (２３)

由dφ(x)
dx

由Γ(x)的原函数得到相位函数

φ(x):

φ(x)＝
１
ωarctan

tanωx
β

＋
１
２arctanA

B
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

tanhζx
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
＋
nπ
ω ＋C

(２４)

式中C 为待定常数,需要根据某一点初始相位确

定,n＝０,１,２,􀆺保证函数连续．拉索各点的位移因

此表示为:

u(x,t)＝y(x)e－ζtsin(ωt＋ωφ(x)) (２５)

式(２５)中有A、B、C、D 四个待定参数,两段不受

外力的拉索都可用此结果表示,因此有８个待定系

数以及两个假设的系统参数ζ、ω,一共１０个未知

量,在已知边界条件(２６a)、平衡条件(２６b)、阻尼器

安装点初始状态(２６c)和系数关系(２６d)的情况下,

可得到如下１０个方程:

y１(０)＝０,　y２(０)＝０

y１(l１)＝y２(L－l１)

ωφ１(l１)＝ωφ２(L－l１) (２６a)

dy１(l１)
dx ＋

dy２(L－l１)
dx ＝

cζ
Ty１(l１)

dφ１(l１)
dx ＋

dφ２(L－l１)
dx ＋

c
T ＝０ (２６b)

y１(l１)＝y０,　ωφ１(l１)＝φ０ (２６c)

A２
１ ＋B２

１ ＝D２
１,　A２

２ ＋B２
２ ＝D２

２ (２６d)

式中下标为１表示阻尼器左边段拉索,下标为２表

示阻尼器右边段拉索,Y０ 为阻尼器安装点的初始

幅值,φ０ 为阻尼器安装点的初始相位．通过式(２６)

中包含的１０个方程,最终可以得出８个待定系数

的解析值,以及两个超越方程:

sin
２ωx１

βL
æ

è
ç

ö

ø
÷cosh

２ζx２

βL
æ

è
ç

ö

ø
÷＋

　sin
２ωx２

βL
æ

è
ç

ö

ø
÷cosh

２ζx１

βL
æ

è
ç

ö

ø
÷＝sin２ω

β
(２７a)
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sinh
２ωx１

βL
æ

è
ç

ö

ø
÷cos

２ζx２

βL
æ

è
ç

ö

ø
÷＋sinh

２ωx２

βL
æ

è
ç

ö

ø
÷cos

２ζx１

βL
æ

è
ç

ö

ø
÷＋sinh２ζ

β

cosh２ζ
β

æ

è
ç

ö

ø
÷－cos２ω

β
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
c

　
Tρ

(２７b)

　　系统参数ζ、ω 的确定则需要根据该超越方程

组求解,这两个超越方程其实就是复波数方程(９)

的实部与虚部,与 Main在文献[１３]中求得的结果

一致,方程(２７a)表达了ζ、ω、β 之间的关系,Main
在文中称之为“相位方程”,方程(２７b)则表现了阻

尼器对系统的影响．

３　实例分析

由式(２６b)可知,拉索的振幅函数与相位函数

在阻尼器安装点处不可导,整根拉索被分为了两

段,并且两段的边界相似,均为一端固定一端阻尼

约束．因此为了方便分析,作如图４所示的理想模

型考虑,选取阻尼器安装点的左半边索段L′,并在

索段右边提供一个不变的索力使结构受力平衡,索

力方向始终与索右端截面垂直．

图３　拉索－阻尼器半边模型
Fig．４　HalfＧsidedmodelofthecableＧdampersystem

取拉索左端固定点位置的相位φ(０)＝０,根据边界

条件求出振幅与相位函数表达式,并对振幅函数最

大值归一,得到正则振幅函数y
－(x－)与正则相位函

数φ
－(x－):

　y
－(x－)＝N 　

cosh(２ζ′x
－)－cos(２ω′x－)[ ]

　φ
－(x－)＝

ωφ(x－)
π ＝

arctan
tan(ω′x－)
tanh(ζ′x

－)
æ

è
ç

ö

ø
÷

π ＋
２n＋１

２
(２８)

式中x－ ＝x/l′,N[􀅰]为最大值归一算子,n＝０,１,

２,􀆺 用于保证φ
－(x－)连续,无量纲阻尼ζ′ 与无量

纲频率ω′根据方程(２７)取值如下:
小阻尼情况 (c２ ＜Tρ):

ω′＝
ω
β

＝
kπ
２　(k＝１,３,５,􀆺)

ζ′＝ζ
β

＝arccoshc２＋Tρ
Tρ－c２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２９a)

大阻尼情况 (c２ ＞Tρ):

ω′＝
ω
β

＝
kπ
２　(k＝２,４,６,􀆺)

ζ′＝ζ
β

＝arccoshc２＋Tρ
c２－Tρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２９b)

其中ω′只能取π/２的整数倍,并且奇数倍只能在

小阻尼 (c２ ＜Tρ)的情况下选取,此时拉索为对称

模态;偶数倍则为大阻尼 (c２ ＞Tρ)的情况下选

取,拉索为反对称模态．
由式(２８)可知y

－(x－)、φ
－(x－)只与ζ′、ω′有关,

这里我们只关心阻尼器为拉索附加阻尼对拉索振

幅与相位的影响,假设可以通过调节T、ρ、c 使ζ′
任意变化,图５、图６分别作出了ζ′＝０和ζ′＝０．１
时y

－(x－)、φ
－(x－)、dφ

－(x－)/dx－ 的函数图像;ζ′＝０表

示阻尼器对拉索不产生影响,ζ′＝０．１表示阻尼器

赋予拉索阻尼并使拉索运动衰减．

(a)ζ′＝０,ω′＝π/２　　　　 (b)ζ′＝０,ω′＝π

(c)ζ′＝０,ω′＝３π/２　　　　 (d)ζ′＝０,ω′＝２π
图５　无附加阻尼时拉索振幅、相位曲线

Fig．５　Amplitudeandphasecurveofthecablewithout
additionaldamping

由图５、图６可以看出,阻尼器为拉索结构附

加的阻尼会影响拉索运动的振型与相位．在阻尼器

附加阻尼为０的情况下,拉索微元两端的相位差

dφ(x)/dx 都为０,但是在驻点处相位突变了π,因
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此运动方向突变为反向,相位差在驻点处为无穷

大,这与经典的拉索模态分析结果一致．但在阻尼

器附加阻尼不为０的情况下,拉索不再存在不动的

驻点,相位也不是发生突变,而是有一个连续的变

化过程,拉索总体表现为行波与驻波的叠加．

(a)ζ′＝０．１,ω′＝π/２　　　　 (b)ζ′＝０．１,ω′＝π

(c)ζ′＝０．１,ω′＝３π/２　　　　 (d)ζ′＝０．１,ω′＝２π
图６　附加阻尼时拉索振幅、相位曲线

Fig．６　Amplitudeandphasecurveofthecablewith
additionaldamping

４　总结

本文对拉索－阻尼器系统进行了研究,首先采

用复模态法也即复数分离变量法求解了该系统;随
后依据复振型的物理意义对实数分离变量法进行

了改进,得出了阻尼器通过相位差传递阻尼力的结

论,并得到了一组有关拉索－阻尼器系统实际振幅

和相位函数的非线性方程组;最后求解了该方程

组,补充了复模态法对应的实模态求解方法,并简

要分析了阻尼器对拉索振型与相位的影响．通过以

上分析,本文得出了如下结论:
(１)复振型的模为拉索实际振幅,辐角为拉索

各点的运动相位．
(２)在拉索阻尼器系统中,拉索通过相位差传

递阻尼器产生的阻尼力,并且相位差还会对拉索的

振型造成影响．
(３)对于无阻尼拉索,其２阶以上的振型存在

驻点,相位在驻点处突变了π,相位差在该点为无

穷大．

(４)而安装了集中阻尼器的拉索,阻尼器为拉

索结构附加了非对称阻尼,导致拉索不存在静止的

驻点,相位在原驻点处也不发生突变,而是有一个连

续的变化过程,表现出了行波与驻波叠加的特性．
本文从拉索相位的角度分析了阻尼器对拉索

产生的影响,该方法能够解释阻尼力的传递并描述

阻尼器对振型的影响,可以为拉索的阻尼器设计提

供参考．
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