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含支撑阶梯梁自由振动的解析型梁段叠加法∗

鲍四元†　吴佳丽　沈峰
(苏州科技大学 土木工程学院 工程力学系,苏州　２１５０１１)

摘要　针对多跨阶梯梁尚无简洁解析形式固有频率方程的现状,本文得到含支撑多跨阶梯梁频率方程的解

析形式．首先基于EulerＧBernoulli梁理论,获得两端弹性约束单跨梁的频率方程,其表达式由梁坐标的三角

函数和双曲三角函数的乘积组成,同时含有两端边界对应的横向刚度、旋转刚度等４个参数．给出至少含一

个弹簧刚度约束的６种常见边界条件下梁的频率方程,其形式相对较简洁．然后把阶梯截面多跨梁的自由振

动等效为各拆分梁段自由振动叠加的分析模型,结合所提出梁段连接节点处微段满足的动平衡方程,推导

出多跨阶梯梁频率方程组的闭合解表达式．对于具有不同边界条件和内部支撑多跨梁的几种情况,算例计算

出对应多跨梁的前几阶自振频率和振型图．阶梯形截面多跨梁与等截面多跨梁的频率方程可用统一的形式

表示．所得解析结果与已有文献结果比较后发现:所得解析解同有限元结果的相对偏差小于１％,说明本文

方法合理有效．阶梯多跨梁的自振频率随支撑刚度值、支撑杆位置和突变截面前后的惯性半径、惯性矩变化

而变化．所得解析形式的频率方程在理论上未作近似,因此是精确的,形式上相对简单,具有良好的应用价

值,故可用于评价其他数值方法的计算精度．
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AnAnalyticalBeamＧsegmentSuperpositionMethodfor
FreeVibrationofBracedSteppedBeams∗

BaoSiyuan†　WuJiali　ShenFeng
(SchoolofCivilEngineering,SuzhouUniversityofScienceandTechnology,Suzhou　２１５０１１,China)

Abstract　InordertosolvethecurrentsituationofmultiＧspansteppedbeam withoutsimpleanalytical
formofnaturalfrequencyequation,ananalyticalmodelofclosedsolutionforfreevibrationofmultiＧspan
steppedbeamsisestablishedinthispaper．Firstly,basedontheEulerＧBernoullibeamtheory,thefreＧ
quencyequationofasinglespanbeamwithelasticboundariesiscalculated,whichcomposedoftrigonoＧ
metricfunctionsandhyperbolictrigonometricfunctions．Andalsothefourparametersoftransverse
springstiffnessandrotationalspringstiffnessareincludedintheobtainedfrequencyequation．The
beam’sfrequencyequationsforsixcasesofdifferentboundaryconditionsincludingatleastonekindof
springstiffnessarepresentedintableform．ThenafreevibrationanalysismodelformultiＧspanbeamis
established,inwhichthemultiＧspanbeamwithsteppedsectionsisequivalenttothesuperpositionofviＧ
brationofsplitbeamsegmentswithelasticboundary．Combinedwiththedynamicequilibriumequation
presentedbytheinfinitesimalsectionlocatedatthelinkednodebetweenbeamsegments,theclosedＧform
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expressionsfornaturalfrequencyofmultiＧspansteppedbeamareobtained．ForseveralcasesofmultiＧ
spanbeamwithdifferentboundariesorinternalsupports,thefirstseveralnaturalfrequenciesandmode
shapesareobtainedinthenumericalexamples．ThefrequencycharacteristicequationofasteppedmultiＧ
spanbeamandauniformＧsectionmultiＧspanbeamcanbeunifiedinthesameform．Comparedwiththe
resultsbyusingthefiniteelementsimulation,therelativedeviationislessthan１％,whichindicatesthat
theproposedmethodisreasonableandeffective．ThenaturalvibrationfrequencyofamultiＧspanstepped
beamvarieswiththeposition,radiusandmomentofinertiaofthesupportingbar．TheanalyticalfreＧ
quencyequationistheoreticallyaccuratewithabriefform,whichhasgoodpotentialapplicationvalue
andcanbeusedtovalidatetheprecisionofothernumericalmethods．

Keywords　steppedbeam,　freevibration,　naturalfrequency,　analyticalsuperpositionmethod

引言

在机械系统中,截面不等的阶梯形杆在实际中

应用比较广泛,如石油工程中的阶梯形抽油杆、机
械传力的阶梯轴、钻井中的钻柱等．另外,船舶推进

轴系的横向弯曲振动往往由不平衡的旋转件或推

进器产生周期性弯曲变形引起,该轴系振动问题属

于含多弹性支撑梁的振动问题．
在梁的动力分析中,准确计算结构的固有频

率和振型具有重要意义．现有振动理论教材[１,２]一

般只提供均质等截面杆件弯曲自由振动的解答．而
阶梯梁构件横向振动对应固有频率的求解较为复

杂．近年来,学者们对多跨梁结构的振动问题进行

了一定的分析和研究．Johansson等[３]对梁振动的

控制微分方程进行拉普拉斯变换,在频域内求解各

阶振型,导出了多跨EulerＧBernoulli梁动力问题的

一种封闭解．Zhao等[４]应用 Hamilton原理建立结

构的运动方程,得到多跨梁的固有频率和自由振动

响应,利用插值函数修正了多跨 Timoshenko梁的

模态振型,模拟了多跨Timoshenko梁的振动模态．
Shi等[５]将模态摄动法推广应用于求解具有任意附

加质量和弹性支承的连续非均匀简支梁的振动方

程．吴琛等[６]采用双变量无单元法以广义移动最小

二乘法为理论基础,同时考虑挠度和转角双变量,
建立了欧拉梁的质量矩阵和刚度矩阵,并进行自由

振动的计算．Goranka等[７]采用格林函数法计算了

由任意数目的常刚度平动弹簧支撑的 EulerＧBerＧ
noulli梁固有频率和振型．周海军等[８]基于欧拉梁

理论和改进傅里叶级数法研究了带弹性支撑多跨

距变轴径的轴系振动特性．周渤等[９]基于改进傅里

叶级数给出连续多跨梁结构振动特性的分析．鲍四

元等[１０,１１]基于改进傅里叶级数法给出弹性支撑多

跨梁振动特性分析的两种方法．Yan等[１２]利用含辅

助项的傅里叶级数展开法研究了核工程中含弹性

支撑燃料棒的振动特性问题．谢瑾荣等[１３,１４]基于复

合单元法研究阶梯悬臂梁的自由振动并对其进行

了实验验证．但上述文献对截面呈现阶梯变化的多

跨梁自由振动的理论研究相对较少．
数值解法上,Reddy等[１５]提出适合求解EulerＧ

Bernoulli梁和剪切变形梁理论的位移有限元模

型,以 Timoshenko梁理论的精确解形式建立了无

剪切闭锁有限元模型,该程序可扩展到建立简化三

阶梁理论的有限元模型．MoallemiＧOreh等[１６]建议

了一种２节点单元用于分析 Timoshenko梁动力

与屈曲问题,其中挠度采用３次多项式插值,转角

采用２次多项式插值,所建立单元在分析振动和屈

曲问题时能避免剪切自锁现象,且具有精度好的优

点．Lai等[１７]基于 Adomian分解方法研究了各种支

承条件下EulerＧBernoulli梁的自由振动问题,Mao
等[１８]继续应用 Adomian分解法研究了阶梯形EuＧ
lerＧBernoulli梁的自由振动．I

􀅰
brahimC′elik

[１９]采用

切比雪夫小波配置法研究了不同支承条件下非均

匀EulerＧBernoulli梁的自由振动问题．Wang等[２０]

提出了一种微分积分单元法,用于任意组合边界条

件下混合非局部 EulerＧBernoulli梁的自由振动分

析．Zhang等[２１Ｇ２２]对杆系结构离散为若干微段,且
微段间通过带旋转弹簧的铰链连接,提出基于

Hencky杆链划分的一种差分法求解,并成功应用

于含内部弹簧的杆结构[２１]、地基上的变截面梁结

构[２２]的 振 动 和 屈 曲 问 题．而 对 Euler阶 梯 梁 和

Timoshenko阶梯梁的振动问题,Lee等[２３]对控制

方程和边界条件、连续性条件分别应用Chebyshev

６８
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谱展开法进行了研究,所得低阶和高阶频率都与理

论解和实验结果吻合．吴兵[２４]提出组合动力系统中

的一种精确梁单元并基于该精确单元进行了刚架

结构自由振动的分析．Zhu等[２５]对具有一般端部边

界条件的功能梯度多段梁结构的振动特性提出一

种基于傅里叶级数展开的分析方法．
然而,以上对梁结构自由振动问题的研究大多

具有一定的局限性,例如,瑞利Ｇ里兹法和有限元法

计算梁结构的自振频率时属于近似方法,且部分方

法存在数值不稳定或漏根现象．解析解法作为各种

数值方法或近似方法的重要验证手段,受到广泛的

关注．周盛林等[２６]基于EulerＧBernoulli梁理论建立

了双跨梁结构的动力学模型,采用模态分析方法直

接求解动力学方程得到简支双跨梁的固有频率及

梁上点的时间响应历程曲线．
Banerjee等[２７]推导出单轴对称开口截面薄壁

梁的动力刚度矩阵,应用 WittrickＧWilliams算法

求出频率方程的根,从而得到薄壁梁的各阶频率．
叶康生等[２８]考虑双向弯扭耦合振动下薄壁杆件的

自由振动问题,用动力刚度法求解了薄壁梁和刚架

的频率和振型．叶康生等[２９]还据此提出一种有限元

新型超收敛算法,并以杆件轴向振动为例进行验证

研究．近年来,叶茂等[３０]根据弹性支承点的协调性,
基于转换矩阵法,给出不同边界条件且中间带弹性

支承的欧拉连续梁的特征方程并求解频率;谢秋林

等[３１]采用类似方法研究了 Rayleigh 梁的情况．
Zhang等[３２]对于非连续元件和复杂边界条件下多

跨连续梁的自由振动问题,利用分离变量法和传递

矩阵法推导得到梁的特征方程,并做数值计算．刘
向尧等[３３]运用参数变易法研究了多跨的三种梁

(Timoshenko梁、Rayleigh梁和剪切梁)的横向自

由振动模型．Luo等[３４]基于由三角函数、双曲函数

和 Heaviside阶跃函数组成的通用函数求解中间

含弹性支撑的 EulerＧBernoulli梁和 Timoshenko
梁自由振动问题的封闭解．

但这些方法的求解过程相对较为复杂,且不易

得到闭合解形式表示的梁结构频率方程,或所得方

程不够简洁,实际应用上还有待简化或改进．
为检验各种数值方法的正确性和精度,本文提

出一种新型模态分析方法来研究多跨梁的自由振

动．其步骤如下:首先,将多跨梁拆为多个单跨梁结

构,其连接处需添加人工弹簧,在局部坐标下研究

这些多跨梁的频率方程,然后进行梁段叠加,综合

单跨梁的频率方程和连接处的动平衡方程,化简得

到频率特征方程式;最后求解多跨梁结构的各阶频

率和振型．所提方法基于梁段拆分和复合的原理,
得到固有频率解析方程组,其表达形式一般较为简

洁,其中所提连接处的动平衡方程对各段独立的固

有频率方程起到联系作用,联立后形成固有频率方

程组．所提方法为弹性支撑多跨梁提供新颖的求解

思路,且得到基于EulerＧBernoulli梁理论多支撑阶

梯梁固有频率方程的精确解析形式．

１　单跨弹性梁的动力分析

１．１　几何模型

设长度为L 的均质直梁．在梁左右两端分别设

置竖直方向的线位移弹簧和旋转弹簧来模拟各种

边界条件．左端边界中竖直方向的线弹簧和旋转弹

簧的刚度分别为c１ 和α,右端边界中竖直方向的线

弹簧和旋转弹簧的刚度分别为c２ 和β．当边界条件

中存在某个方向的位移为固定时,需把对应方向的

线弹簧或旋转弹簧的刚度值设为无穷大;而某方向

上弹簧的刚度值设为零则代表不限制该方向位移．
此类弹簧称为人工弹簧,弹簧刚度取一般值时可模

拟弹性边界条件．

图１　梁端弹性约束的EulerＧBernoulli梁
Fig．１　EulerＧBernoullibeamwithelasticsupportsattheends

１．２　弹性支撑梁的频率特征方程

取其轴线为x 轴,建立如图１所示的坐标系．
记坐标为x 处梁的横截面积为A,材料的弹性模量

为E,质量密度为ρ,截面关于中性轴的惯性矩为

I．用w(x,t)表示坐标为x 的截面轴线上的点在

时刻t的横向位移．考虑 EulerＧBernoulli梁的自由

振动,等截面均质直梁的弯曲自由振动微分方程[１]

如下:

ρA
∂２w
∂t２ ＋EI∂４w

∂x４ ＝０ (１)

设梁具有谐函数形式的横向位移,即

w(x,t)＝W(x)sin(ωt＋φ) (２)

７８
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其中固有振型函数

W(x)＝a１cossx＋a２sinsx＋
　　a３coshsx＋a４sinhsx

ω为梁的自振频率,参数s＝
４
ρAω２

EI ．

对图１所示的两端弹性支撑梁,其边界条件为

M x＝０＝
d２W
dx２

x＝０
＝αdW

dx x＝０

Q x＝０＝EId３W
dx３

x＝０
＝－c１W(０)

M x＝L ＝
d２W
dx２

x＝L
＝ －β

dW
dx x＝L

Q x＝L ＝EId３W
dx３

x＝L
＝c２W(L)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(３)

引入如下参数

Ca ＝
c１L３

EI
,　Cb ＝

c２L３

EI
,

Rα ＝
αL
EI

,　Rβ ＝βL
EI

,

ξ＝
x
L

,　u＝sL (４)

则有

W
－ (ξ)＝a１cosuξ＋a２sinuξ＋
　　a３coshuξ＋a４sinhuξ

且式(３)化为:

d２W
－

dξ２
ξ＝０

＝Rα
dW

－

dξ x＝０

d３W
－

dξ３
ξ＝０

＝－CaW
－ (０)

d２W
－

dξ２
ξ＝１

＝ －Rβ
dW

－

dξ ξ＝１

d３W
－

dξ３
ξ＝１

＝CbW
－ (１)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(５)

由式(５)可得关于a１,a２,a３,a４ 的齐次方程

组．而系数有非零解的条件是其系数行列式为零,

化简得到两端弹性支撑梁的频率特征方程为

F(u)＝u８(１－H１)－u７(Rα ＋Rβ)P２－

　２u６RαRβH４＋u４[(RαCa ＋CbRβ)(１＋H１)＋

　２(RβCa ＋CbRα)H１]＋u５(Ca ＋Cb)Q２＋

　u３RαRβ(Ca ＋Cb)P２＋２u２CaCbH４－

　uCaCb(Rα ＋Rβ)Q２＋

　RαCaCbRβ(１－H１)＝０ (６)

其中,P２,Q２,H１,H２,H３ 和 H４ 分别如下:

P２＝H２＋H３

Q２＝H２－H３

H１＝cosucoshu
H２＝cosusinhu
H３＝sinucoshu
H４＝sinusinhu (７)

解出系数a１,a２,a３,a４ 后,易得梁的模态函数．

１．３　不同边界条件下梁的频率方程

在以下叙述中,将简支边界记为S,自由边界

记为F,固支边界记为C,弹性支撑边界记为E．另

外刚度c１、α、c２ 和β的含义参见图１中所示的弹簧

刚度,而刚度因子Ca、Cb、Rα、Rβ 的定义按式(４)规

定,其中下标与左端或右端对应．
以左端固支、右端弹性约束梁为例,示意图如

图２所示．

图２　固支Ｇ弹性约束梁的示意图

Fig．２　AclampedＧelasticallyconstrainedbeam

根据图２中左端边界形式,频率方程可基于式

(６)用极限形式表示:

lim
Ca,Rα→¥

F(u)
CaRα

＝０ (８)

化简得:

u４(１＋H１)＋u３RβP２－uCbQ２＋

　CbRβ(１－H１)＝０ (９)

若图２中右端的弹性支撑改为刚性支撑时,Cb

也趋近于无穷大,类似地通过极限运算得频率方程

为

Rβ ＝
uaQ２(ua)

１－H１(ua) (１０)

对于不同边界的若干种单跨梁,相应的固有频

率方程及特例情况下的固有频率方程归纳为表１．

８８
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表１　不同边界条件下梁的频率方程

Table１　Frequencyequationsofbeamsunderdifferentboundaryconditions

No． Boundarycondition Sketchdiagram Frequencyequation Specialcase Frequencyequation
forthespecialcase

１
EＧF

(Rβ＝Cb＝０)
u４(１－H１)－u３RαP２＋uCaQ２＋

RαCa(１＋H１)＝０
Ca＝∞ Rα＝

－Q２u
１＋H１

２
SＧE

(Ca＝∞,Rα＝０)
Q２(u４－CbRβ)＋

２u(u２RβH１＋CbH４)＝０
Cb＝∞ Rβ＝

uH４

Q２

３
CＧE

(Ca＝Rα＝∞)
u４(１＋H１)＋u３RβP２－uCbQ２＋

RβCb(１－H１)＝０
Cb＝∞ Rβ＝

uQ２

１－H１

４
EＧE

(Ca＝Cb＝∞)
２u２H４＋RαRβ(１－H１)－

u(Rα＋Rβ)Q２＝０
Rα＝Rβ＝R ２u２H４＋R２(１－H１)－

２uR(H２－H３)＝０

５
EＧSym

(Cb＝０,Rβ＝∞)
P２(CaRα－u４)＋

２u(CaH１－u２H４Rα)＝０
Ca＝∞ Rα＝－

２uH１

P２

６
EＧAntiSym

(Cb＝∞,Rβ＝０)
Q２(u４－CaRα)＋

２u(CaH４＋u２H１Rα)＝０
Ca＝∞ Rα＝

２uH４

Q２

注:１．Sym 指变形左右对称时所取半结构的中间截面边界,这里是定向支座;AntiSym 对应变形左右反对称时的情况,取半结构时
中间支座为链杆支座．

２．H１,P２,Q２ 和 H４ 的表达式见式(７)．

１．４　逐段叠加时节点处的平衡方程

对多跨梁的自由振动问题,基于如下思路研

究:将多跨连续梁等效为若干段梁叠加,一 般n 个

内部支座可把原梁分为(n＋１)个梁段．每个梁段在

连接处的边界设为弹性约束,边界刚度值的记法同

图１,即竖向刚度c１、c２ 以及旋转刚度α、β．根据式

(７)由边界条件可得到各段梁的频率方程．另外,分

析原系统的动力学特性还需要建立各跨连接处的

动平衡条件．

图３　两跨阶梯悬臂梁

Fig．３　AtwoＧspansteppedcantilever

图４　两段拆分梁的叠加

Fig．４　Thesuperpositionofthetwoseparatedbeams

各跨连接处的动平衡条件通过图３所示阶梯截

面悬臂梁为例说明．可把双跨悬臂梁等效为两段单

跨 梁(AB－ 和B＋C)的叠加,如图４所示．其中,B－,

B＋ 上标中的“－”“＋”对应该微段的“左侧”“右侧”．
图４(c)为双跨梁拆分后的节点微元段,微元

段B－B＋ 做平面运动,对该微元段的动力学问题按

照动静法分析,受力图中dm􀅰y
􀅰􀅰

A 是虚加的惯性

力,且虚加惯性矩ΔM ＝dJθ
􀅰􀅰

．由达朗贝尔原理有:

c０yA ＋dm􀅰y
􀅰􀅰

A －c１yA －c２yA ＝０

∑
２

i＝１
Mi＋ΔM ＝βθ＋αθ＋dJθ

􀅰􀅰
＝０

ì

î

í
ïï

ïï
(１１)

式(１１)中微元段的质量dm 和转动惯量dJ均

趋近于零,可以忽略．化简式(１１)得连接节点两侧

的旋转刚度和为零,竖向刚度和为c０,即有:

c１＋c２＝c０

α＋β＝０{ (１２)

或转换为无量纲因子形式,即

IAB

IBC

C２

a３ ＋
C１

(１－a)３ ＝
c０

EIBC

IAB

IBC

Rβ

a ＋
Rα

１－a＝０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１３)

其中AB－ 段中的C２、Rβ 和B＋C 段中的C１ 和Rα

分别基于式(４)定义．式(１２)或式(１３)称为结点B
的动平衡方程．
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２　含支撑梁的动力学模型

２．１　求解思路

多跨连续梁作动力学分析时,可按支座自然拆

分得到若干梁段的自由振动问题,其连接处需添加

相关的人工弹簧(如图４中的横向弹簧和旋转弹

簧)．具体求解分为两步,首先,由这些梁段的频率

方程结合各跨连接处的动平衡方程,可得出整个结

构固有频率所满足的频率方程,解超越方程得到各

阶固有频率．
然后,基于表１中的频率方程,可得各拆分段

中所添加人工弹簧的刚度值．最后对每段拆分梁得

出对应的振型函数,结合连接处物理变量的连续性

可得多跨连续梁的模态．下面通过两跨、多跨阶梯

截面梁为例分别说明．

２．２　两类振动模型分析

２．２．１　两跨阶梯截面梁

本节考虑一个两跨悬臂梁自由振动的例子．如

图３所示,但跨中支撑改为链杆支撑．
对于左跨拆分梁,如图４(a)所示,左端固支,

右端竖向刚度为无穷大,且旋转刚度对应的无量纲

因子为R(a)
β ,由表１知与固有频率对应的参量ua

所表示的旋转弹簧的表达式为:

R(a)
β ＝

uaQ２(ua)
１－H１(ua) (１４)

H１(ua)、Q２(ua)按式(７)定义,且ua ＝saa,sa

＝
４
ρAω２

n

EI(a)
AB

,R(a)
β ＝ βa

EI(a)
AB

．

对于右跨拆分梁,左端竖向刚度为无穷,旋转

刚度对应的无量纲因子为R(b)
α ;右端自由,由表１

知频率方程为:

R(b)
α ＝

－Q２(ub)ub

１＋H１(ub)
(１５)

其中

ub ＝sb －asb,R(b)
α ＝

α(１－a)
EI(b)

BC

由节点处的动平衡方程可知

R(b)
α

ub
＋pab

R(a)
β

ua
＝０ (１６)

其中pab表示AB－ 段和B＋C 段截面的惯性矩比,

即pab ＝I(a)
AB/I(b)

BC ．将式(１４)、式(１５)代入式(１６),

化简得固有频率因子sa 和sb 满足:

pab
Q２(asa)

１－H１(asa)－
Q２(sb －asb)

１＋H１(sb －asb)＝０

(１７)

表２　两跨悬臂梁前２阶固有频率随链杆位置的变化

Table２　Thefirsttwoorderfrequenciesfora２Ｇspan
cantileverwithvaryinglocationofthechainrod

a/m
ω１/Hz ω２/Hz

thepresent Ref[１０] thepresent Ref[１０]
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

０．１ ９６．９１
(－０．２６) ９７．１７ ６１０．０１

(－０．１５) ６１０．９２

０．２ １１４．５４
(－０．９５) １１５．６４ ７３７．８０

(－０．０７) ７３８．３３

０．５ ２３２．２９
(－０．３２) ２３３．０３ １４５１．５２

(－０．０２) １４５１．８８

０．６ ３１９．２６
(－０．１０) ３１９．５７ １２２７．８８

(－０．０３) １２２８．２３

０．８ ５１６．０６
(０) ５１６．０４ １２３２．３０

(－０．０３) １２３２．７２

１．０ ３６２．８８
(０) ３６２．８９ １１７５．９６

(０) １１７６．００

注:表中括号内的数字表示以百分比表示的相对偏差．

梁长度为１m,考虑等截面梁的情况．均质矩形

截面中宽b＝０．１m,高h＝０．１m．材料密度ρ＝

７８５０kg/m３,弹性模量 E＝２．０６×１０１１Pa．当a＝
０．１,０．２,０．５,０．６,０．８,１时按式(１７)计算得到含中

间链杆支撑梁的前２阶固有频率如表２所示．与文

献[１０]中的数值解对比,结果显示固有频率的相对

偏差在１．０％之内,从而验证本文方法的正确性．
特殊地,对跨正中设置链杆的悬臂梁,其特征

方程为 cosu(cotu －cothu)＝０,其 中u ＝１/２
４
ρAω２

n

EI ．解得梁前两阶关于无量纲频率因子u１＝１．

５７０８,u２＝３．９２６６．代入表１中的频率方程,可得拆

分段中所添加人工弹簧的刚度值．跨正中设置链杆

时,用分段函数表示梁的模态如下:

W(x)＝

λ１[cos(nx)－cosh(nx)]＋sin(nx)－

　sinh(nx),x ∈ [０,０．５]

λ２[cos(n－xn)＋cosh(n－xn)]＋λ３[sin(n－

　xn)＋sinh(n－xn)],x ∈ (０．５,１]

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(１８)

其中n＝ui/L,L＝０．５m．参数λ１、λ２ 和λ３ 根据２．１
节中的方法求得．图５给出a＝０．５m 时双跨悬臂梁

的前２阶振型．

０９
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图５　a＝０．５m 时两跨梁的前２阶振型

Fig．５　ThefirsttwomodesofatwoＧspancantilever
beamwitha＝０．５m

２．２．２　内部含支撑多跨阶梯截面梁

本节选取３跨阶梯截面梁自由振动的问题,梁

中间分别含有刚性支撑和弹性支撑．
(一)　梁内部含刚性支撑的情况

首先研究图６所示含中间刚性支撑三跨圆截

面梁的固有频率．边界为左端简支,右端刚性支撑,

三个跨的长度分别为Li(i＝１,２,３),各跨截面的

面积和惯性矩分别为Ai 和Ii(i＝１,２,３),三跨梁

中间的支撑为刚性支撑．

图６　含刚性支撑的三跨梁示意图

Fig．６　AthreeＧspanbeamwithrigidsupports

图７　三段单跨梁的叠加图

Fig．７　Thesuperpositionofthethreesegmentsofbeam

对该三跨梁进行逐段叠加法计算固有频率时,

如图７,将第一段拆分梁弹性支撑处的旋转刚度记

为β
(１),第二段拆分梁左、右端弹性支撑处的旋转

刚度记为α(２)、β
(２),第三段梁弹性支撑处的旋转刚

度记为α(３)．由结点动平衡条件中的“刚度关系”知:

α(２)＋β
(１)＝０,β

(２)＋α(３)＝０ (１９)

与图７中三段梁对应的固有频率无量纲因子

分别记为:

uk ＝skLk ＝Lk

４
ρ
E

ω２

i２
k
(k＝１,２,３) (２０)

其中ik(其中k＝１,２,３)为第k段梁截面的惯性半

径,其 定 义 为ik ＝ Ik/Ak ,从 而 有 u２/u１ ＝

i１/i２L２/L１.为方便计算,设A１＝A３,I１＝I３,

L１＝L２＝L３＝１m,则有u１＝u３＝ i２/i１u２．
图７中,对拆分的第一段梁,左端竖向刚度为

无穷,转动刚度为０,右端竖向刚度为无穷,由表１
得R(１)

β 满足:

β
(１)L１

EI１
＝Rβ

(１)＝
２u１H４(u１)
Q２(u１)

(２１)

对拆分的第三段梁,右端竖向刚度为无穷,转

动刚度为０,右端考虑竖向刚度为无穷,由表１得

到R(３)
α 的表达式为:

α(３)L３

EI３
＝R(３)

α ＝
２u３H４(u３)
Q２(u３)

(２２)

对拆分的第二段梁,左端和右端的竖向刚度为

无穷,两端的旋转刚度设为R(２)
α ,R(２)

β ,由表１得其

频率方程为

R(２)
α R(２)

β [１－H１(u２)]＋２u２
２H４(u２)－

　u２(R(２)
α ＋R(２)

β )Q２(u２)＝０ (２３)

由式(１３)得

p２１R(２)
α ＝－R(１)

β

p２３R(２)
β ＝－R(３)

α
{ (２４)

其中p２１＝I２/I１．将式(２４)代入式(２１)~式(２３),

化简得到三跨梁的固有频率方程:

２u２
１H２

４(１－H
~

１)＋u２
２H

~
４p２

２１Q２
２ ＋

　２p２１u１u２H４Q２Q
~

２＝０ (２５)

其中,H
~

１、H
~

４ 和Q
~

２ 分别表示H１(u２)、H４(u２)和

Q２(u２)．特别地,当整个梁为等截面时,频率方程

可化为:

sinu[３Q２
２ ＋２H４(１－H１)]＝０ (２６)

其中u１＝u２,并记为u,而 H１、Q２、H４见式(７)．
(二)　梁内部含弹性支撑的情况

三跨等截面梁如图８所示．跨长 AB ＝CB ＝
L１,BC＝２L２．各跨截面的面积和惯性矩分别为Ai

和Ii(i＝１,２,３),且AB 段截面尺寸同CD 段的截

面尺寸．边界条件为两端简支,B、C 处竖向弹性支

１９
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撑的刚度值cB ＝cC ＝k．

图８　中间含竖向弹性支撑的三跨梁

Fig．８　AthreeＧspanbeamwithverticalelasticsupportsinthemiddle

首先把带弹性支撑三跨梁分别等效为正对称

模态、反对称模态下的半结构,如图９(a)、(b)．研究

半结构AE 时(其中E 为BC 中点),其自由振动的

计算采用两跨截面梁的计算方法,其中节点B 处

微元段的受力如图９(c)所示．

图９　半结构及拆分后节点B 微元段

Fig．９　HalfstructureandforcediagramofnodeBafterseparation

考虑图９(c)中的节点B,由节点B 的动平衡

方程得

c１＋c２＝cB ＝k (２７)

α＋β＝０即p２１R(２)
α ＋R(１)

β ＝０ (２８)

其中c１、c２分别为结构拆分后AB－ 段、B＋E 段在

B 节点的竖向弹簧刚度值,p２１ ＝IBE＋/IAB－ ,β、α
分别为拆分后AB－ 段、B＋E 段在B 节点(实际上

指B－ 、B＋ 位置,且上标中的“－”“＋”对应“左侧”
“右侧”)的旋转弹簧刚度值．转动刚度β和α可分别

转化为参数R(１)
β 和R(２)

α ．
选取AB－ 段为对象,由表１知其频率方程为:

R(１)
β ＝

２u１c１m１H４(u１)＋u４
１Q２(u１)

c１m１Q２(u１)－２u３
１H１(u１)

(２９)

式中u１＝L１

４
ρA１

EI１
ω２

n ,参数m１＝
L３

１

EI１
．

再选取B＋E 段为对象(需按梁的正、反对称

变形分类),由表１得其频率方程分别为:

正对称:R(２)
α ＝

u４
２P２(u２)－２u２c２m２H１(u２)
c２m２P２(u２)－２u３

２H４(u２)

反对称:R(２)
α ＝

u４
２Q２(u２)＋２u２c２mH４(u２)

c２m２Q２(u２)－２u３
２H１(u２)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(３０)

其中u２ ＝L２
４
ρA２/EI２ω２

n ,参数 m２ ＝L３
２/EI２.

定义ik ＝ Ik/Ak ,从而有u２/u１＝ i１/i２ ．
由式(２９)和式(３０)分别解出对称和反对称模

态下弹簧线刚度c１、c２的关系式如下(其中参数Rβ

(１)和R(２)
α 直接记为Rβ 和Rα ):

正对称:

c１＝
２u３

１H１Rβ ＋u４
１Q２

m１RβQ２－２m１u１H４

c２＝
２u３

２H
~

４Rα ＋u４
２P

~
２

m２RαP
~

２＋２m２u２H
~

１

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(３１)

反对称:

c１＝
２u３

１H１Rβ ＋u４
１Q２

m１RβQ２－２m１u１H４

c２＝
２u３

２H
~

１Rα ＋u４
２Q

~
２

m２RαQ
~

２－２m２u２H
~

４

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(３２)

其中 H
~

１、H
~

４ 和Q
~

２ 分别表示 H１(u２)、H４(u２)和

Q２(u２)．为建立频率方程的解析式,当结构具有对

称变形时,将式(３１)代入式(１２),可得

２u３
１H１Rβ ＋u４

１Q２

m１RβQ２－２m１u１H４
＋

２u３
２H４Rα ＋u４

２P２

m２RαP２＋２m２u２H１
＝k

(３３)

注意到u２/u１＝ i１/i２,且由式(１３)得Rβ＝ －p２１Rα,

代入式(３３)后通过解二次方程可得Rα ＝f１(u１)．
类似地,由式(１３)得Rα ＝－Rβ/p２１ ,代入式

(３３)可解出Rβ ＝f２(u),从而得到奇数阶频率的

方程式:

p２１f１(u)＋f２(u)＝０ (３４)

其中f１(u１)和f２(u)的表达式基于二次方程的

根得到,需要做一定的选取;类似地,结构存在反对

称变形时,联立式(１２)和式(３２),可得偶数阶频率

方程式．然后可分别解出奇数阶固有频率(对应于

对称模态)和偶数阶固有频率(对应反对称模态)．
从而可求出图９中节点B 两侧弹簧刚度c１和c２的

值,并得到梁的模态．

３　数值分析

本节考虑等截面或阶梯截面多跨梁自由振动

的２个算例,跨中含有若干刚性支撑或弹性支撑．
具体分别如下:

算例１．　图６所示三跨梁中每段梁长度为

１m,各段圆截面直径中,d１＝d３＝０．０１m,d２ 选为

０．０１m和０．０２m两种情况．质量密度ρA 为０．５kg/m,

弹性模量E＝２．０２×１０１１Pa;其中跨中弹性支撑的

弹簧刚度值取无穷大．

２９
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表３　两跨悬臂梁前２阶固有频率随链杆位置的变化

Table３　Thefirstfivenaturalfrequenciesof
athreeＧspanbeam

Frequency
/Hz

d２＝０．０１md２＝０．０２m

thepresent Ref[１０] relativeerror/％ thepresent
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

ω１ ２２．１２ ２２．１０ ０．０９ ３２．４２

ω２ ２８．３５ ２８．３６ －０．０４ ３３．７６

ω３ ４１．３９ ４１．７７ －０．９１ ８８．７３

ω４
８８．４８ ８８．４０ ０．０９ １０９．８３

ω５ １００．８３ １０１．５６ －０．７２ １１９．８４

按照２．２．１节方法计算得到含刚性支撑三跨梁

的固有频率如表３所示．当d２＝０．０１m 时所得结果

与文献[１０]一致,这说明三跨梁的固有频率方程

式(２５)的正确性．
算例２．　三跨梁如图８所示．为简便计,整个

梁采用矩形等截面,其宽度和高度为:b×h＝０．５m×

１．３m;密度ρ＝２４００kg/m３;弹性模量E＝３０GPa;

梁跨度AB＝CD＝１８m,BC＝３６m;B、C 处竖向弹

性支撑的刚度值cB ＝cC ＝k,且k 取９个不同值,

即k＝１０iN/m,(i＝１,２,􀆺,９)．
按照２．２．２节方法计算,表４给出中间含不同

竖向弹性支撑刚度时三跨梁固有频率的计算值,与

有限元结果进行对比,所得数值结果一致,相对偏

差最大为０．４３％．由表中最后２行数据可发现,当

k≥１０８N/m 时,弹性支撑趋近于刚性支撑,且梁的

各阶频率基本不变．

表４　不同竖向弹性支撑刚度时三跨梁的前３阶固有频率

Table４　ThefirstthreeordernaturalfrequenciesofathreeＧspanbeamwithdifferentverticalelasticrigidity

k
ω１/(rad/s) ω２/(rad/s)ω３/(rad/s)

thepaper
theFE
method

relative
error/％ thepaper

theFE
method

relative
error/％ thepaper

theFE
method

relative
error/％

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

１０ ２．５２６ ２．５２６ ０ １０．１０４ １０．１０４ ０ ２２．７３４ ２２．７３４ ０

１０２ ２．５２６ ２．５２７ －０．０４ １０．１０４ １０．１０４ ０ ２２．７３５ ２２．７３５ ０

１０４ ２．５６１ ２．５６１ ０ １０．１２２ １０．１２２ ０ ２２．７３８ ２２．７３８ ０

１０５ ２．８５６ ２．８５６ ０ １０．２８７ １０．２７９ ０．０８ ２２．７７４ ２２．７７４ ０

１０６ ４．８４３ ４．８４２ ０ １１．６９８ １１．７１３ －０．１３ ２３．１０２ ２３．１５５ ０．２１

１０７ １１．１１６ １１．１１６ ０ ２０．８８８ ２０．９７８ －０．４３ ２７．０４３ ２７．０４３ ０

１０８ １５．２０９ １５．２０９ ０ ４０．４１７ ４０．４１７ ０ ４４．５５０ ４４．５５０ ０

１０９ １５．７２７ １５．７２７ ０ ４０．４１７ ４０．４１７ ０ ５０．５３９ ５０．５３９ ０

４　结论

本文提出阶梯多段梁结构自由振动分析的逐

段叠加法．对含弹性支撑多跨梁的振动问题进行分

析,求解了这类多跨梁的固有频率．结论如下:

(１)对多跨梁拆分为多段弹性梁的组合;每段

梁建立其振动频率方程;结合中间连接节点处弹簧

刚度应满足的动平衡方程,得到多跨梁固有频率满

足的解析方程组．针对两端为经典边界条件、内部

含刚性或弹性支撑的阶梯截面多跨梁建立自由振

动的解析模型,且解析形式的频率方程组形式相对

较为简洁．另外,节点处所添加弹簧刚度满足的动

平衡方程是本文的特色,这类方程起着重要作用,

即把各段离散梁的自由振动方程联合起来形成频

率方程组．还可求出拆分时所添加弹性弹簧的刚

度,然后得到梁的模态．

(２)数值算例表明,在不同的边界和跨中含刚

性或弹性支撑的条件下,本文能较准确地计算梁的

固有频率,并与已有的文献结果或有限元结果进行

对比,其误相对偏差均在较小范围之内(＜１．０％),

表明文中方法具有良好的精度与求解稳定性．
(３)所提方法属于解析公式法,便于应用．在研

究多跨阶梯梁的自由振动时,所提方法得到的精确

解可评价其他方法的计算精度．
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