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弹性基体对磁场中输流纳米管的振动影响∗

李明†　邓乾　吕刘飞
(武汉科技大学 理学院,武汉　４３００６５)

摘要　基于非局部连续介质理论,对处于轴向磁场作用下嵌入弹性基体中的输流单层碳纳米管(SWCNT),

应用哈密顿原理,采用EulerＧBernoulli梁模型,建立了固支边界条件下该系统的横向振动微分方程．方程中

计及磁场力与小尺度效应,弹性基体等效为 Pasternak弹性模型．应用微分变换法(DTM)求解方程,着重研

究了弹性基体、轴向磁场及小尺度效应耦合作用时该纳米输流管道系统振动稳定性问题．数值计算结果表

明:弹性基体与轴向磁场均能提升系统的稳定性;而小尺度效应则降低系统稳定性．进一步的研究表明:随着

弹性基体的增强,磁场对系统稳定性的影响受到一定程度的抑制;而对于小尺度效应而言,弹性基体的剪切

参数抑制小尺度效应对系统稳定性的影响,但弹性参数放大了这一影响作用．

关键词　输流纳米管,　轴向磁场,　弹性基体,　小尺度系数,　微分变换法
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ElasticMatrixEffectonVibrationCharacteristicsof
FluidＧconveyedSWCNTUnderALongitudinalMagneticField∗

LiMing†　DengQian　LvLiufei
(DepartmentofMechanics,WuhanUniversityofScienceandTechnology,Wuhan　４３００６５,China)

Abstract　ThenonlocalEulerＧBernoullibeam modelisusedtostudythevibrationinstabilitycharacterisＧ
ticsoffluidtransportingfixedＧfixedsupportedsingleＧlayercarbonnanotubes(SWCNTs)embeddedineＧ
lasticmatrixunderlongitudinalmagneticfield．Consideringthe magneticfieldforceandsmallＧscale
effect,theelasticmatrixisequivalenttoPasternak＇spropertymodel,andthehigherＧordervibrationdifＧ
ferentialequationandboundaryconditionofthefluidＧstructurecouplingsystemareestablishedbyusing
Hamiltonprinciple．Thedifferentialtransformationmethod(DTM)isusedtosolvetheequation,and
thestabilityofSWCNTsunderthecouplingofelasticmatrix,longitudinalmagneticfieldandsmallＧscale
effectisstudied．Thenumericalresultsindicatethatthemagneticfieldandtheelasticmatriximprovethe
stabilityofthesystem．TheincreaseofsmallＧscalecoefficientwillreducethestabilityofthesystemtoa
certainextent．Furtherresearchshowsthattheinfluenceoflongitudinalmagneticfieldonthestabilityof
flowtransportingSWCNTsembeddedinelasticmatrixwillberestrainedtovaryingdegreeswiththeenＧ
hancementoftheelasticmatrix．ForthesmallＧscalecoefficient,thetwoparametersoftheelasticfoundaＧ
tionhavetheoppositeeffect,thatis,theshearparametersuppressestheinfluenceofsmallＧscaleonthe
stabilityofthefluidＧconveyedcarbonnanotubesystem,whiletheelasticparameteramplifiestheinfluＧ
ence．
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引言

微纳米管道结构系统在生物医药领域、纳米纤

维复合材料领域以及分子药物输送、生物传感器等

领域已有了较为广泛的应用[１Ｇ２],而这类输流管道

力学问题的应用研究涉及流体力学、固体力学及动

力学等多学科[３]．对微纳尺度下力学特性的实验研

究以及分子动力学模拟都表明[４Ｇ５]:小尺度效应对

纳米材料的各项性质有着相当重要的影响,但经典

的连续介质理论由于缺乏尺度相关性而无法准确

描述这类小尺度结构的力学行为,为此大量反映尺

度相关性的连续介质理论相应提出,其中 Eringen
的非局部弹性理论[６]成功应用于研究纳米管道的

各类静、动态力学行为,因此在纳米材料力学问题

的研究中得到了广泛的应用[７]．
在纳米流体储存、运输以及纳米复合材料等

纳米技术领域,碳纳米管常嵌于某一基体中．而模

拟这类基体一般可以选用单参数的 Winkler弹性

模型、双参数的Pasternak弹性模型以及其他一些

黏弹性模型等．Mustapha和 Zhong[８]基于非局部

欧拉梁模型研究了温度场中 Winkler基体上单壁

碳纳米管(SWCNT)的振动性质．Rafiei[９]等基于相

同模型研究了黏弹性 Kelvin基体上SWCNT输流

时振动响应问题．
近段时期以来,碳纳米管的磁性质以及其在外

加磁场中所表现出来的力学特征显示出其在微纳

机电系统、纳米传感器以及自旋电子科技等领域潜

在的应用前景,基于此,大量相关研究随之出现．
Dini等[１０]基于 Eringen弹性理论研究了双参数弹

性基体上不同边界条件下,弯曲输流双壁碳纳米管

在外部磁场作用下的振动特性,结果表明,流体流

速、范德华力以及尺度参数对纳米管的振动均有相

应的影响．Ghane等[１１]则采用了非局部 TimoshenＧ
ko梁模型,针对输流碳纳米管在外加磁场中的颤

振问题,得到了磁场、流速、稀薄效应以及小尺度效

应对系统颤振失稳的影响结果．
现有文献主要针对不同参数耦合作用时各参

数对纳米输流管道振动特性的研究,但各参数的作

用效果受其他参数的影响情况却鲜少提及．本文依

据非局部EulerＧBernouli梁模型,针对轴向磁场作

用下,嵌入Pasternak弹性基体中的固支输流单层

碳纳米管,应用哈密顿原理建立该输流系统的振动

控制方程,通过数值计算结果,研究双参数PasterＧ
nak弹性基体与纵向磁场、小尺度效应耦合作用时

该输流碳纳米管振动特性以及耦合作用时各参数

间的相互作用,以期为纳米管在各领域中的应用提

供一定的理论依据．

１　振动控制方程

１．１　振动方程推导

图１为弹性基体内固支输流碳纳米管在轴向

磁场中的示意图．

图１　轴向磁场中弹性基体上输流单壁碳纳米管

Fig．１　AnfluidＧconveyedSWCNTinPasternakmediumunder
thelongitudinalmagneticfield

建立如图１所示的坐标系,X 为纳米管的轴向

坐标,碳纳米管长度记为L,外径为D．系统仅发生

面内横向小幅振动,重力及管道外部拉、压力不计,

管道内部流体为理想流体的定常流动,流速不变且

记为U．
则由EulerＧBernoulli梁应变Ｇ位移关系有:

εXX ＝－Z∂２W
∂X２

(１)

其中W(X,t)为Z 向位移,t为时间,εXX 为X 方向

的应变．

４６
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由非局部弹性理论[６],含有小尺度效应的应

力Ｇ应变关系为:

σXX －(e０a)２∂２σXX

∂X２ ＝EεXX (２)

其中σXX 分别为X 方向的应力,E 为纳米管弹性模

量,e０ 为材料常数,a 为材料内部特征长度,对于碳

纳米管而言,CＧC键长一般为０．１４２nm．
碳纳米管内部流体作用于纳米管的力可表示

为[５]:

Ff＝mf
∂２W
∂t２ ＋２U ∂２W

∂X∂t＋U２∂２W
∂X２

æ

è
ç

ö

ø
÷ (３)

其中mf 为每单位长度上纳米管内部流体的质量．
轴向磁场中,由磁场引起的作用于纳米管横向

方向上单位长度的洛伦兹力为[１２]:

FZ ＝ηAH２
X
∂２W
∂X２

(４)

其中A 为管道横截面积,η 为磁导率,HX 为轴向

磁场强度．

Pasternak弹性基体对纳米管的作用力表示

为[１３]:

F＝KW －G∂２W
∂X２

(５)

其中K 为弹性系数,G 为剪切系数．
基于上述各式,由弹性基体、磁场以及管内流

体共同作用于碳纳米管的功为:

WExt＝
１
２∫

L

０
－ KW －G∂２W

∂X２ ＋FZ ＋Ff
æ

è
ç

ö

ø
÷WdX

(６)

管道系统的总动能为:

T＝
１
２

(mc＋mf)∫
L

０

∂W
∂t

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

dX (７)

其中mc 为每单位长度上纳米管的质量．
管道系统的应变能为:

U＝
１
２∫

L

０∫A
εXXσXXdAdX (８)

由弯矩M 与应力σXX 的关系式:

M ＝∬σXXZdA (９)

应用哈密顿原理:

∫
t２

t１
δU－T－WExt( )dt＝０ (１０)

得系统振动微分方程为:

EI∂４W
∂X４ ＋(mfU２－ηAH２

X －G)∂
２W

∂X２ ＋

　２mfU
∂２W
∂X∂t＋KW ＋(mc＋mf)

∂２W
∂t２ －

　 (e０a)２[(mfU２－ηAH２
X －G)∂

４W
∂X４ ＋

　２mfU
∂４W

∂X３∂t＋K∂２W
∂X２ ＋

　(mc＋mf)
∂４W

∂X２∂t２
]＝０ (１１)

其中EI为纳米管弯曲刚度．
边界条件为:

X＝０,L :W ＝
∂W
∂X ＝０ (１２)

１．２　振动方程求解

引入无量纲变量及参数:

w＝
W
L

,x＝
X
L

,τ＝
EI

mc＋mf

t
L２

,

β＝
mf

mc＋mf
,u＝UL

mf

EI
,μ＝

e０a
L

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

,

ψ＝ηAH２
X
L２

EI
,g＝GL２

EI
,k＝KL４

EI
则上述方程(１１)及边界条件(１２)可改写为无量纲

方程

∂４w
∂x４ ＋(u２－ψ－g)∂

２w
∂x２ ＋２uβ

∂２w
∂x∂τ＋

　kw＋
∂２w
∂τ２ －μ (u２－ψ－g)∂

４w
∂x４ ＋

é

ë
êê

　２uβ
∂４w

∂x３∂τ＋k∂２w
∂x２ ＋

∂４w
∂x２∂τ２

ù

û
úú＝０ (１３)

及相应的边界条件

x＝０,１:　　w＝
∂w
∂x ＝０ (１４)

设方程(１３)的解为,代入方程(１３)有

d４φ
dx４ ＋(u２－ψ－g)d

２φ
dx２ ＋２uβΩ

dφ
dx＋

　(Ω２＋k)φ－μ (u２－ψ－g)d
４φ

dx４ ＋
é

ë
êê

　２uβΩd３φ
dx３ ＋(Ω２＋k)d

２φ
dx２

ù

û
úú＝０ (１５)

采用微分变换法(DTM)求解方程(１５),DTM
法应用于纳米级别输流管道系统振动稳定性分析

已在文献[１２]得到证实．
则有方程(１５)的微分变换形式:

[１－μ(u２－ψ－g)](n＋４)! Φ(n＋４)－

５６
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　２μuβΩ(n＋３)! Φ(n＋３)＋[(u２－ψ－g)－
　μ(Ω２＋k)](n＋２)! Φ(n＋２)＋

　２uβΩ(n＋１)! Φ(n＋１)＋
　(Ω２＋k)n! Φ(n)＝０ (１６)

边界条件的微分变换形式:

Φ(０)＝Φ(１)＝０ (１７)

∑
¥

n＝０
Φ(n)＝０,

∑
¥

n＝０
nΦ(n)＝０ (１８)

令Φ(２)＝C１,Φ(３)＝C２,进而与式(１７)一起

代入式(１６),迭代求得Φ(n),n＝４,５,,N．然后

将Φ(n),n＝０,１,２,,N 代入式(１８),可得到以

下两个方程:

a１１ a１２

a２１ a２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

C１

C２
{ }＝０ (１９)

令上式系数矩阵行列式为零,即可获得输流碳

纳米管系统无量纲复频率Ω,其中虚部Im(Ω)是

系统的无量纲频率,研究[４]表明,在Im(Ω)＝０时,

固支管道系统出现屈曲失稳,此时流速称为系统发

散失稳的临界流速ucr．

２　数值计算结果分析

本文采用的分析参数为[１２]:管内流体的密度ρf

＝１０００kg/m３,碳纳米管密度ρc＝２３００kg/m３,其外

层半径R０＝３nm,壁厚td＝０．１nm,弹性模量E＝

３．４TPa．泊松比ν＝０．３．振动中为不计剪切变形与

转动惯量,长径比取L/２R０＝４０,磁导率η＝４π×

１０－７,其余参数选择在算例中将给予说明,选取

DTM 算法收敛截取数６０以确保各项数值解足够

精确[１２]．
图２为不考虑磁场作用及尺度效应时,PasterＧ

nak弹性基体的弹性系数k 与剪切系数g 对管道

频率、管道发散失稳无量纲临界流速的影响．
由图２可以看出有无弹性基体的作用,随着管

内流体流速的增加,输流固支碳纳米管均将经历模

态频率逐渐降低,进而出现系统发散失稳(一阶模

态频率为零),再到第一、二阶模态耦合颤振这一复

杂振动过程．不同之处在于,嵌入弹性基体的系统,

其临界流速将提高,管道的稳定性将提升,这一结

论现有文献获取的结论一致．进一步比较可以发现

剪切系数g 的提高对系统稳定性的提升优于弹性

系数k．

图２　Pasternak弹性基体中无量纲固有频率与无量纲
流速变化关系(β＝０．５,HX ＝μ＝０)

Fig．２　Theimaginarycomponentoftheeigenfrequency,Ω
asfunctionsoftheflowvelocity,embeddedinPasternak

foundation(β＝０．５,HX ＝μ＝０)

对于外加轴向磁场以及碳纳米管小尺度效应

对管道稳定性的影响,文献[１２]已有了相应结论,

即轴向磁场增强将提高管道稳定性,而小尺度效应

则降低管道的稳定性．

图３　不同弹性模量k时磁场对临界流速的影响
(β＝０．５,g＝μ＝０)

Fig．３　Criticalflowvelocitieswithlongitudinalmagnetic
fieldinafluidＧconveyedSWCNTfordifferent

valuesk (β＝０．５,g＝μ＝０)

将碳纳米管输流系统嵌入弹性基体后,图３、

图４给出了弹性系数k 与剪切系数g 对磁场作用

下管道发散失稳临界流速的影响．
分析图３可以看到,对于不同的弹性系数k,

磁场的增强都能提高纳米管道系统临界流速进而

提升其稳定性．但详细比较增加相同磁场强度临界

流速的提升值时,可以发现,不同弹性系数k 下磁

场对稳定性的提升程度不同．例如,HX 均由９×

６６
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１０７A/m 增加到１０×１０７A/m,当k＝０时,无量纲

临界流速ucr由８．８３增至９．３２,增量Δucr为０．４９;

当k＝１００,２００,,５００时,Δucr分别为０．４８,０．４６,

,０．４１,尽管差别不大,但仍可说明:随着弹性系

数k的增大,磁场对管道稳定性的提升作用受到了

一定程度的抑制．

图４　不同剪切模量g 时磁场对临界流速的影响
(β＝０．５,k＝μ＝０)

Fig．４　Criticalflowvelocitieswithlongitudinalmagnetic
fieldinafluidＧconveyedSWCNTfordifferent

valuesg (β＝０．５,k＝μ＝０)

分析图４同样可以得到类似结论:不同剪切系

数g 的基体中,输流碳纳米管的稳定性会随着磁

场的增强而提高,但剪切系数g 仍然一定程度地

抑制了磁场对管道稳定性的提升作用,尽管这一抑

制作用不明显,且磁场越弱,这一作用越不明显．

图５　不同弹性模量k时小尺度系数对临界流速的影响
(β＝０．５,HX ＝g＝０)

Fig．５　Criticalflowvelocitieswithnonlocalparameterina
fluidＧconveyedSWCNTfordifferentvalues

k (β＝０．５,HX ＝g＝０)

图５、图６给出了考虑小尺度效应时弹性系数

k与剪切系数g 对管道发散失稳临界流速的影响．

由图５、图６可以看到,有无弹性基体,小尺度

系数μ 的增加都会降低管道系统稳定性．详细比较

两个基体参数在不同数值下,增加相同小尺度系数

μ,无量纲临界流速的降低值Δucr可以发现,弹性

基体的剪切系数g 抑制了小尺度参数μ 对系统稳

定性的影响,例如:μ 由０．１８增至０．２,当g＝０时,

Δucr＝－０．２５;当g＝５０时,Δucr＝－０．１２．但弹性

系数k却放大了小尺度系数对管道稳定的影响,

如:μ 由０．１８增至０．２,当k＝０时,Δucr＝－０．２５;

当k＝５００时,Δucr＝－０．４,说明弹性基体的两个

参数对尺度效应的影响出现了相反的结果．

图６　不同剪切模量g 时小尺度系数对临界流速的影响
(β＝０．５,HX ＝k＝０)

Fig．６　Criticalflowvelocitieswithlongitudinalmagnetic
fieldinafluidＧconveyedSWCNTfordifferent

valuesg (β＝０．５,HX ＝k＝０)

３　结论

本文应用非局部 EulerＧBernouli梁模型,着重

研究了在轴向磁场、尺度效应与弹性基体耦合作用

时,嵌入弹性基体中的输流固支 SWCNT 的振动

失稳特性,弹性基体采用Pasternak弹性模型．研究

结果表明:随着磁场的增强,Pasternak弹性基体的

两个参数不同程度地抑制了磁场对系统稳定性的

影响;但对小尺度系数的影响,两个参数却表现为

相反的作用,即剪切参数抑制了小尺度对纳米管道

系统的影响而弹性参数则放大了这一影响效应．
依据所得结论可以发现,通过外加轴向磁场及

增加弹性基体可以提高纳米输流管道稳定性,但是

一味增大二者强度从经济性考虑并不是一个明智

的策略;另外可以选取剪切系数高、弹性系数低的

基体来改善小尺度效应对系统稳定性的影响．

７６



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０２３年第２１卷

参考文献

[１] SAWANOS,ARIET,AKITAS．Carbonnanotube

resonatorinliquid[J]．NanoLetters,２０１０,１０(９):

３３９５－３３９８．
[２] WANGQ,ARASHB．Areviewonapplicationsof

carbonnanotubesandgraphenesasnanoＧresonator

sensors [J]．Computational Materials Science,

２０１４,８２(１):３５０－３６０．
[３] 随岁寒,李威．输流管道弯曲和振动的有限元分析

[J]．动力学与控制学报,２０２２,２０(４):８３－９０．

SUISH,LIW．ThefiniteelementanalysisonbenＧ

dingandvibrationofthefluidＧconveyingpipes[J]．

JournalofDynamicsandControl,２０２２,２０(４):８３－

９０．(inChinese)

[４] AMIRIA,VESALR,TALEBITOOTIR．FlexoＧ

electricandsurfaceeffectsonsizeＧdependentflowＧ

inducedvibrationandinstabilityanalysisoffluidＧ

conveyingnanotubesbasedonflexoelectricitybeam

model[J]．InternationalJournalofMechanicalSciＧ

ences,２０１９,１５６(６):４７４－４８５．
[５] WANGL,NIQ．Areappraisalofthecomputational

modellingofcarbon nanotubesconveying viscous

fluid [J]．Mechanics Research Communications,

２００９,３６(７):８３３－８３７．
[６] ERINGEN AC．OndifferentialequationsofnonloＧ

calelasticityandsolutionsofscrewdislocationsand

surface waves [J]．Journalof Applied Physics,

１９８３,５４(２):４７０３－４７１０．
[７] MOHAMMAD M．Ontheplasticbucklingofcurved

carbonnanotubes[J]．TheoreticalandAppliedMeＧ

chanicsLetters,２０２０,１０(１):４６－５６．
[８] MUSTAPHAKB,ZHONGZW．ThethermoＧmeＧ

chanicalvibrationofasingleＧwalledcarbonnanotube

studied using the BubnovＧGalerkin method [J]．

Physica E:LowＧdimensionalSystemsand NanoＧ

structures,２０１０,４３(１):３７５－３８１．
[９] RAFIEIM,MOHEBPOURSR,DaneshmandF．

SmallＧscaleeffectonthevibrationofnonＧuniform

carbonnanotubesconveyingfluidandembeddedin

viscoelastic medium [J]．PhysicaE:LowＧdimenＧ

sionalSystemsandNanostructures,２０１２,４４(７Ｇ８):

１３７２－１３７９．
[１０] DINIA,ABBASZBM,MAHMOUDS．Effectsof

vanderWaalsforcesonhygroＧthermalvibrationand

stabilityoffluidＧconveyingcurveddoubleＧwalledcarＧ

bonnanotubessubjectedtoexternalmagneticfield
[J]．Physica E:LowＧdimensional Systems and

Nanostructures,２０１９,１０６(１０):１５６－１６９．
[１１] GHANE M,SAIDIA,BAHAADINIR．Vibration

offluidＧconveyingnanotubessubjectedto magnetic

fieldbasedonthethinＧwalled Timoshenko beam

theory[J]．AppliedMathematicalModelling,２０２０,

８０(１１):６５－８３．
[１２] 李明,吕刘飞,郑华升等．磁场对不同温度场中输流

悬臂碳纳米管颤振稳定性的影响 [J]．固体力学学

报,２０２１,４２(１):８７－９３．

LIM,LVLF,ZHENGHS,etal．Magneticfield

effectonflutterstabilityofafluidＧconveyingcantileＧ

veredcarbonnanotubeunderdifferenttemperature

fields [J]．ChineseJournalofSolid Mechanics,

２０２１,４２(１):８７－９３．(inChinese)

[１３] GHAVANLOO E,DANESHMAND F,RAFIEI

M．VibrationandinstabilityanalysisofcarbonnanoＧ

tubesconveyingfluidandrestingonalinearviscoeＧ

lasticwinklerfoundation [J]．PhysicaE:LowＧdiＧ

mensional Systems and Nanostructures, ２０１０,

４２(９):２２１８－２２２４．

８６


