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摘要@柔性关节柔性连杆机械臂是典型的非线性%强耦合%欠驱动系统$其控制难度高7对于这类系统$选择

合适的动力学模型进行控制器设计对于提高控制性能是非常有帮助的7为此$研究了具有柔性关节柔性连

杆机械臂的动力学建模问题$并提出了一种改进的建模方法7在该方法中$连接柔性连杆的柔性关节首先被

简化为刚性关节和柔性连杆的弹性约束边界7然后$根据结构动力学理论%哈密顿原理和假设模态法建立系

统的刚柔耦合动力学方程7相较于将柔性关节简化为刚性关节和扭簧的传统处理方式$所采用的简化方式

一方面可以降低系统的自由度$另一方面可以得到更适合控制器设计的动力学模型7最后$通过数值仿真验

证了本文方法的有效性和优势7

关键词@柔性关节柔性连杆机械臂$@动力学模型$@哈密顿原理$@假设模态法$@振动抑制

中图分类号!&#:#7;"&#!$ 文献标志码!*

引言

随着机器人技术的发展$近年来臂长更长的柔

性机械臂在工业和航空航天领域引起了很大的关

注&:$!'

7与传统的机械臂相比$此类机械臂通常具

有更高的载荷>质量比和更低的能耗7然而$这些特

点也导致机械臂产生变形以及较大幅度的振动$给

高精度的控制带来了巨大挑战7一般而言$对于柔

性机械臂这种复杂的机械系统$基于模型的控制方

法比非基于模型的控制方法能获得更好的控制效

果7即便如此$基于模型的控制方法也不能保证高

精度的控制效果7为了获得更好的控制效果$除了

选择合适的控制方法外$建立更合适的动力学模型

也很关键7

到目前为止$国内外学者对柔性机械臂建模问

题进行了大量研究7在早期的研究中$大多数研究

人员认为$连杆的柔性是导致机械臂末端偏离目标

位置以及系统发生振动的主要原因$并基于该想法

提出了很多柔性臂建模方法7描述柔性杆的弹性变

形时首先需要离散柔性体$常用的离散方法有假设

模态法%有限元法和集中参数法等&#'

$其中$前两者

是主流方法7假设模态法利用模态振型函数和模态

坐标来离散系统的动力学方程$再利用模态截断缩

小方程规模便于求解7先前已有研究人员使用这种

方法对单连杆柔性机械臂进行建模&B$='

$研究表明

采用这种方法的实验结果与理论结果具有良好的

一致性$然而这种方法及模型并不能很好地描述系

统的细节特征&$'

7相对而言$有限元法没有这一缺

点$一些文献研究了有限元方法在柔性机械臂建模

中的效果&; Q:"'

$实验表明有限元方法也可以得到

一个能较好地描述系统的模型7同时$研究人员发

现在使用有限元方法时$采用一个单元就足以描述

振动的前两阶模态$并能很好地反应柔性机械臂的

动力学行为&A'

7随着研究的深入$研究人员注意到

关节的柔性也是导致控制结果不及预期的关键因

素之一7为了获得更好的控制效果$学者们开始对

考虑关节柔性的机械臂动力学建模问题进行深入

研究7例如$RG和,I9J59

&::'在建立柔性机械臂动力
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学方程的过程中采用 2H59N模型&:!'来描述柔性关

节7如图 : 所示$经过简化后$柔性关节被两个刚性

关节和一个扭簧所取代7作者在深入研究关节柔性

对系统动力学特性的影响后$给出了系统振动频率

和模态形状的参数化方法7文献&:# Q!:'中$2H59N

模型也被用于建立同时考虑关节柔性和连杆柔性

的机械臂动力学方程7这些研究的不同之处在于使

用了不同的方法来离散柔性臂杆$如文献&:#$:; Q

:?'中采用假设模态法来离散柔性臂杆$文献&:B$

:$'中将柔性杆用连续梁模型计算$文献&:=$!"$

!:'中使用有限元法离散柔性臂杆7在获得动力学

模型后$上述文献的作者们对柔性臂的模态分析%

振动抑制以及柔性连杆与柔性关节耦合效应等问

题进行了深入研究7研究结果证实$关节柔性确实

会对系统动态特性产生比较大的影响$如果在柔性

臂建模过程中忽略关节柔性$那将对系统动态特性

分析和控制产生非常不利的影响7

图 :@柔性关节的模型

,GN7:@/5SI65MJTIM6ILGU6IV5G9J

从上述介绍可以看出$尽管目前关于柔性机械

臂建模问题的研究已经取得了一些成果$但它们也

存在一些不足7例如$被广泛采用的 2H59N模型$虽

然可以比较简单地刻画柔性关节的动力学行为$便

于建立柔性臂动力学方程$但也导致以下两个问

题!一是关节柔性和连杆柔性之间的耦合效应不能

被直接反映在动力学模型中$给系统动态分析带来

不便(二是额外刚性关节的引入增加了系统的自由

度$给机械臂控制器的设计带来不便7为了克服传

统建模方法的不足之处$本文对柔性关节柔性杆机

械臂的动力学建模问题进行了研究$并提出了一种

改进的建模方法7在该方法中$柔性关节不再简化

为两个刚性关节和一个扭簧$而是被简化为一个刚

性关节和一个柔性连杆的弹性约束7这样处理的第

一个好处是$关节柔性对连杆柔性的影响可以直接

体现在梁的模态信息中(第二个好处是$系统无需

引入额外的刚性关节$降低了系统的自由度和控制

器设计的难度7在此基础上$本文根据哈密顿原理

和假设模态法推导了柔性关节柔性杆机械臂的动

力学方程7在文章最后$数值仿真结果验证了本文

方法的有效性和优势7

本文的其余部分结构如下!第 : 节介绍了柔性

关节模型的简化和柔性关节柔性连杆机械臂的动

力学模型7第 ! 节给出了单边弹性约束的柔性连杆

的固有频率和模态函数的推导过程$并导出了离散

形式的动力学方程7接着在第 # 节给出了数值仿真

结果7最后在第 B 节给出了本文结论7

!"柔性关节柔性连杆机械臂的简化与动力

学建模

@@如图 ! 所示$柔性关节柔性连杆机械臂是具有

强非线性和耦合特性的复杂机械系统7为了分析其

动力学特性并设计运动控制器$需要建立系统的动

力学模型7

图 !@柔性关节柔性连杆机械臂的模型

,GN7!@/5SI65MJTIM6ILGU6I<V5G9JM6ILGU6I<6G9W EF9GH86FJ5K

合理简化物理模型是动力学建模的基础$其重

要性不言而喻7从上一章节总结的相关工作可见$

大多数研究将柔性连杆简化为悬臂梁或简支梁$将

柔性关节简化为线性扭簧和两个刚性关节$如图 :

所示7研究表明上述简化是合理有效的$但是它仍

然有一些缺点7例如$为了描述关节的柔性$一个虚

拟的刚性关节被引入到模型中$这增加了系统的自

由度7此外$这种简化方式导致无法通过解析计算

来得到系统的模态和频率7这两个缺点使得基于上

述简化所建的动力学模型不适合用于控制器设计7

为了克服这些问题$本文提出了一种新的柔性关节

柔性连杆系统的简化方式!

:7将关节的柔性视作柔性杆的一个弹性约束(

!7柔性杆简化为一个单边弹性约束的简支梁$

如图 # 所示$其中!为扭簧的刚度(

#7柔性关节柔性连杆系统简化为包含刚性关

节和单边弹性约束的简支梁的柔性多体系统7

$!
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图 #@单边弹性约束的柔性连杆模型

,GN7#@/5SI65MJTIM6ILGU6I6G9W XGJT F9 I6FYJGPP59YJKFG9J

从上面的介绍可以看出$新的简化方法不需要

引入虚拟的刚性关节来描述关节柔性$从而降低了

系统动力学模型的自由度7对于具有多个柔性关节

的机械系统来说$减少动力学模型的自由度将有助

于提高求解效率7不仅如此$减少自由度对于控制器

的设计也非常有帮助7此外$具有弹性约束的简支梁

可以同时考虑梁和关节的柔性$这有助于分析系统

的动力学特性和设计控制器7接下来本节将基于多

体动力学理论&!!'和哈密顿原理建立柔性关节柔性

连杆机械臂的动力学模型$具体建模过程如下7

!7!"系统的运动学模型

如图 B 所示$电机转子在水平面内绕固定点"

旋转$刚性转子与柔性连杆通过柔性关节在 "点

铰接7"Q#

"

$

"

为惯性参考系$"Q#$为固定在柔性

连杆上的浮动参考系$梁的长度为%$电机的转角为

!

$电机上的外力矩为
"

7

图 B@柔性关节柔性连杆系统的结构模型

,GN7B@2JK8PJ8KF6E5SI65MJTIM6ILGU6I<V5G9JM6ILGU6I<6G9W YZYJIE
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!7#"偏微分形式的系统动力学方程

根据哈密顿原理&!#'

$系统的动力学方程可以

表示为!
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其中$1是系统的动能$2是系统的势能$3

4

是外力

矩和粘性阻尼扭矩做的虚功7
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系统的势能2表示为
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性关节柔性连杆机械臂系统的动力学方程!
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#
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#
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#
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"B#

!

+S# ":$#

方程的边界条件为!

-

:

""$,# (" -

!

""$,# ("

:;-<

!

""$,# (!-8

!

""$,# :6-8

:

">$,# ("

:;-<

!

">$,# (" :;-

&

!

">$,# ("

":;#

考虑到-

.

为-

!

的二阶小量$动力学方程中关

于-

.

的高阶项可以忽略不计$如-

!

.
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:

-

.

%

0

-

:

-

.

%

-

))

!

-

.
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!

-

))

.

和-

.

0

-

.

可以忽略7再假设#)-

:

)-

.

%

#)-

:

$系统的动力学方程可以简化为!

"
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-
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:
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#
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!

#

%

#
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#

$,#S

#

#' [:;-

"B#

!

+S# ":A#

#"假设模态法离散的动力学方程

动力学方程":A#是时变的非线性偏微分方

程$其直接求解的难度是非常大的7通常的求解方

法是$首先对原方程对进行离散化处理$将无限自

由度系统的偏微分方程转化为有限自由度系统的

常微分方程$然后使用数值方法获得系统的近似

解7假设模态法是一种比较经典的离散化处理方

A!
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法$本文将使用该方法对柔性连杆的偏微分动力学

方程进行离散化处理7

#7!"模态分析

根据假设模态法理论$首先需要计算柔性连杆

的模态函数和振动频率7推导过程如下!

假设图 # 中的梁为匀质欧拉Q伯努利梁$其自

由弯曲振动方程为&!B'

!

:;

$

B

$

$

#

B

)

%

6

$

!

$

$

,

!

(" ":?#

其中$$"#$,#为梁的挠度$:为弹性模量$;为截面

惯性矩$

%

为密度$6为截面积7

为了求解振动方程":?#$假设变量分离形式的

解为$"#$,# \

'

"##?",#7将其代入振动方程得到!

:;

%

6

'

<<"##

'

"##

(*

?

))

",#

?",#

(

(

!

"!"#

其中$

'

<<(S

B

'

=S#

B

$ ?

))

(S

!

?=S,

!

$

(

为固有频

率7根据式"!"#可以得到时间方程和空间方程!

?

))

",# )

(

!

?",# (" "!:#

S

B

'

( )
#

S#

B

*

)

B

'

( )
#

(" "!!#

其中$

)

为带权频率

)

B

(

(

!

%

6

:;

"!##

求解方程"!:#和"!!#得到&!B'

!

?",# (7

:

YG9

(

,)7

!

P5Y

(

, "!B#

'

"## (@

:

P5Y

)

#)@

!

YG9

)

#)

@@

#

P5YT

)

#)@

B

YG9T

)

# "!=#

其中$常量7

:

和7

!

由初始条件决定$

)

及四个常量

@

:

%@

!

%@

#

%@

B

中的三个由边界条件决定7对于图 #

中的柔性连杆$自由端的弯矩和剪力都为零$相应

的边界条件为!

:;$<"%$,# ("

:;$

&

"%$,# (" "!$#

在弹性约束端$挠度为零$梁的弯矩与扭簧的

扭矩相等$相应的边界条件为!

:;$<""$,# (!

!

'

$""$,# (" "!;#

其中$!为扭簧的刚度$扭簧的转角
!

'

为挠度对长

度的一阶偏导数!

!

'

($8""$,# "!A#

将式"!A#与 $"#$,# \

'

"##?",#代入式"!$#和

"!;#得到!

:;

'

<"%# ("

:;

'&

"%# ("

'

""# ("

:;

'

<""# (!

'

8""# "!?#

将式"!=#代入"!?#$待定系数@

:

%@

!

%@

#

%@

B

满足以

下方程!

*P5Y

)

% *YG9

)

% P5YT

)

% YG9T

)

%

YG9

)

% *P5Y

)

% YG9T

)

% P5YT

)

%

: " : "

*: *

!

:;

)

: *

!

:;















)

@

:

@

!

@

#

@















B

(




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







"

"

"

"

"#"#

此方程有非零解的充要条件是系数矩阵行列

式为零$即

*P5Y

)

% *YG9

)

% P5YT

)

% YG9T

)

%

YG9

)

% *P5Y

)

% YG9T

)

% P5YT

)

%

: " : "

*: *

!

:;

)

: *

!

:;

)

("

"#:#

化简得

P5Y

)

%YG9T

)

%*P5YT

)

%YG9

)

%(

@ *

!

:;

)

"P5Y

)

%P5YT

)

%):# "#!#

式"#!#的解
)

A

"A(:$!$#,# 可通过数值方法

计算得到7

由式"!##$系统的固有频率为!

(

A

(

)

!

A

:;

%槡6

"A(:$!$#$,# "###

即

B

A

(

)

!

A

!

*

:;

%槡6

"A(:$!$#$,# "#B#

将式"#"#和
)

的解代入模态函数"!=#得

'

A

"## (P5Y

)

A

#*P5YT

)

A

#)

#

A

YG9

)

A

#)

@

+

A

YG9T

)

A

#"A(:$!$#$,# "#=#

其中$

#

A

(

@

!

@

:

(

: )P5Y

)

A

%P5YT

)

A

%)YG9

)

A

%YG9T

)
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%

P5Y
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A

%YG9T

)

A
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)

A
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)

A

%

+

A

(

@

B

@

:

(
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)

A
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)
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%*YG9

)

A
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)
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%

P5Y

)

A

%YG9T

)

A

%*P5YT

)

A

%YG9

)

A

%

"A(:$!$#$,# "#$#

由此我们得到了单边弹性约束的柔性连杆自

由振动的固有频率"#B#和模态函数"#=#$其有效

性在第 #7: 节进行验证7

#7#"动力学方程的离散化

根据假设模态法理论$考虑关节柔性后的柔性

?!
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连杆变形可以被离散化为!
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:

",#

-

!

"#$,# (

"

!

"&# %

!

",# "#;#

其中$

"

:

和
"

!

为轴向振动和横向振动的模态函数

行向量$ %

:

和 %

!

为模态坐标的列向量$即!
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其中$

'
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A

"## 由文献&!B'得!

'

":#

A

"## (YG9

"!A*:#

!

!%

# "#?#

而
'

"!#

A

"## 已由式"#=#给出7

-

!

""$,# 的偏导数和二阶混合偏导数离散为!
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离散式的变分为!
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此外$二阶耦合项-

.

的变分为!

$

-

.
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$
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!
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其中$ '"##
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CEC 为耦合形函数矩阵!
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#
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计算离散形式的动力学方程时$直接离散偏微

分形式的方程通常比较困难$但如果对式"A#%式

":B#%式":=#给出的变分项
$

1%

$

2%

$

3

4

进行离散$

可以降低离散的难度7得到变分项的离散式后$将

结果代入哈密顿原理式"$#即可得到离散形式的

动力学方程7

将式"#;# ]式"B!#代入式":B#可得势能变分

$

2的离散形式!

$

2(

#

%

"

:6-8

:

$

-8

:

S#)

#

%

"

:;-<

!

$

-<

!

S#)

@!-8

!

""$,#

$

-8

!

""$,# (

@

$

%

3

:

#

%

"

:6

"

8

3

:

"

8

:

S( )#%

:

)

@

$

%

3

!

#

%

"

:;

"

<

3

!

"

<

!

S( )#%

!

)

@

$

%

3

!

&!

"

8

3

!

""#

"

8

!

""#' %

!

"BB#

同理将式"#;# ]式"B!#代入式"A#和式":=#

可以得到
$

1和
$

3

4

的离散形式$将离散的结果代

入哈密顿原理即得到离散形式的动力学方程!
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方程"B$#中的参数如下!
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其中$上式包含的常量为!

5

:

(

#

%

"

%

6#

!

S#

2(

#

%

"

%

6

"

3

:

"

!

S#

,

:

(

#

%

"

:6

"

8

3

:

"

8

:

S#

,

!

(

#

%

"

:;

"

<

3

!

"

<

!

S#)!

"

8

3

!

""#

"

8

!

""#

0

J

(

#

%

"

%

6#

"

J

S#$J(:$!

1 (

#

%

"

%

6#'"##S# "BA#

方程"B=#中的阻尼项可以表示为 + \+

5

[

+

K

$其中+

5

为柔性关节阻尼的贡献$+

K

为梁结构阻

尼的贡献$而结构阻尼 +

K

可以通过比例阻尼或瑞

利阻尼表示&!!'

7考虑到本文模型中的刚度矩阵受

"#
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到卷簧的影响$所以选择关于质量矩阵的比例阻尼

来计算结构阻尼$阻尼矩阵的表达式为!

+

5

(

" / /

/ / /

/ / @









!

$+

K

(

" / /

/

,

:

(

:

/

/ /

,

!

(











!

"B?#

其中$
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和
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分别为轴向和横向振动的阻尼系数$

另外由上文的推导可得+
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"

8

3

!

""#

"

8

!

""# 7

至此$我们得到了离散形式的柔性关节柔性连

杆机械臂系统的动力学方程$该方程可以通过多种

数值方法进行求解7

$"数值仿真

本节将通过数值仿真验证前面给出的理论推

导的正确性并检验本文所给出方法相对传统方法

是否具有优势7

$%!"与&'()(软件对比模态分析结果

本文在 !7: 节给出了具有弹性约束柔性连杆

的频率和模态计算过程$现在将通过软件仿真来验

证推导结果的正确性7首先$采用本文给出的推导

结果计算图 # 所示具有弹性约束的柔性连杆的频

率和模态"分别如表 ! 和图 $ 所示#$系统的参数如

表 : 所示7然后$在*)2.2软件中计算该系统的模

态和频率$得到的频率结果如表 ! 所示$模态函数

如图 $7观察表 ! 和图 $ 可得$本文方法的计算结果

与*)2.2 软件的计算结果是比较吻合$这证明了

我们的方法是有效的7

表 :@圆截面匀质梁的参数
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2IPJG59F6E5EI9J5MG9IKJGF;

;7A=B _:"

Q:#

E

B

+I9NJT % :E

.589ǸYE5S868Y:

!7"; _:"

::

F̂

-I9YGJZ

% ;A""WN>E

#

2JGMM9IYY5MJTIJ5KYG59 YHKG9N! :))E>KFS

表 !@模态分析结果与*)2.2对比
3FU6I!@/5SF6F9F6ZYGYKIY86JY5MJTI,+,%

YZYJIEP5EHFKIS J5*)2.2

&KSIK &8KKIY86J *)2.2 KIY86J

: :7::?#ab :7::?:ab

! ;7$"B;ab ;7$"::ab

# !!7:A:Bab !!7:$?ab

B BB7$#"!ab BB7$"#ab

"F# : 阶模态 ":7::?#ab#

"F# :

YJ

5KSIKE5SI":7::?#ab#

"U# ! 阶模态 ";7$"B;ab#

"U# !

9S

5KSIKE5SI";7$"B;ab#

"P# # 阶模态 "!!7:A:Bab#

"P# #

KS

5KSIKE5SI"!!7:A:Bab#

"S# B 阶模态 "BB7$#"!ab#

"S# B

JT

5KSIKE5SI"BB7$#"!ab#

图 $@模态函数形状与*)2.2对比"归一化后#

,GN7$@/5SIYTFHIY5MJTI,+,%YZYJIEP5EHFKIS J5JT5YI5M*)2.2

$%#"与&*&+(软件对比动力学仿真结果

在本小节$本文提出的方法和传统建模方法都

:#
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将用于建立图 ! 所示系统的动力学模型$然后通过

仿真结果对比来验证本文方法的有效性7为了让对

比更加精确$我们采用 *-*/2 软件来建立基于传

统方法的柔性机械臂动力学模型7在 *-*/2 软件

建模中$将柔性关节简化为两个刚性关节和一个扭

簧$连杆的参数与表 : 相同$转子的转动惯量为

"7""!WN)E

!

$分别在三种不同的参数条件下"柔

性关节的阻尼和驱动力矩不同$见表 ##进行动力

学仿真7接着$在同样的参数条件下$采用本文方法

建模并编程进行仿真计算$将我们的仿真结果与

*-*/2对比"如图 ;#$可以看出我们模型的结果

曲线与*-*/2模型的结果曲线完全一致$也就是

说$本文提出的建模方法是正确有效的7

表 #@仿真时使用的力矩和阻尼参数
3FU6I#@3TIYGE86FJG59 KIY86JYP5EHFKG9N58K

HK5H5YF6XGJT *-*/2 E5SI6

1FYIY .

"

: " "7"": ))E

! " "7"":YG9":",# ))E

# "7": ))WN)Y>KFS "7"":YG9":",# ))E

图 ;@与*-*/2软件对比仿真结果

,GN7;@3TIYGE86FJG59 KIY86JYP5EHFKG9N58KHK5H5YF6XGJT JTI*-*/2 E5SI6

$7$"柔性关节参数对系统动力学特性的影响

如引言所述$关节柔性对柔性机械臂系统的动

力学特性有很大影响$本节将从多角度探讨这种影

响7由式"#!#和式"#B#可见$柔性关节柔性连杆机

械臂系统的固有频率是关于关节刚度和柔性连杆

结构参数的函数7将不同的关节刚度代入式"#!#

和式"#B#$即可解得系统的固有频率$如表 B 所

示7观察该表可得$系统的固有频率会随着关节刚

度的增加而增加7当 !趋近于无穷大时$系统的频

率与悬臂梁的频率"表 =#相同7

表 =@悬臂梁的固有频率 #单位!ab$

3FU6I=@3TI9FJ8KF6MKIc8I9PGIY5MJTIPF9JG6IdIKUIFE

:

YJ

MKIc !

9S

MKIc #

KS

MKIc B

JT

MKIc

:7BB:B ?7"## !=7!?!$ B?7=$#B

表 B@关节刚度对系统固有频率的影响 #单位!ab$

3FU6IB@3TIG9M68I9PI5MJTIYJGMM9IYY59 9FJ8KF6

MKIc8I9PGIY5MJTIYZYJIE

!"))E>KFS#

:

YJ

MKIc !

9S

MKIc #

KS

MKIc B

JT

MKIc

"7: "7=!"# $7=B"; !"7;!BB B!7?A"B

: :7::?# ;7$"B; !!7:A:B BB7$#"!

:" :7#?$$ A7;$$; !B7=A"= BA7!#:"

:"" :7B#$; ?7""#? !=7!::$ B?7B"==

e

:7BB:B ?7"## !=7!?!$ B?7=$#B

以上结果表明$关节的刚度较小时$关节柔性

对系统的动力学特性有很大的影响$这引发了我们

的思考!在实际工程应用中$关节刚度与柔性连杆

的结构参数满足什么样的条件时$关节可以看作是

!#
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刚性的- 换句话说$工程上需要一个准则来判断是

否需要考虑关节柔性7我们认为这是值得深入研究

的问题7下面$本小节将采用柔性关节机械臂系统

与悬臂梁的一阶固有频率的比值 '来判断关节是

否可以视作刚性$具体准则如下7

准则 :7如果 '大于临界值 '

.

$关节可以视作

刚性7

当'\'

.

时$相应的关节刚度!称为临界刚度

!

.

7

由频率方程"#B#$'可以由下式计算!

'(

B

,+,%

B

PF9J

(

)

!

,+,%

)

!

PF9J

"="#

其中$

)

,+,%

和
)

PF9J

分别为柔性关节系统与悬臂梁的

带权频率$分别可以由式"#!#下式&!B'确定!

P5Y

)

%P5YT

)

%): (" "=:#

设
-

\

)

%$ C (

:;

%

$C为反映梁柔性大小的参数7将

这两个参数代入式"#!#和"=:#得!

P5Y

-

P5YT

-

): (" "=!#

P5Y

-

YG9T

-

*P5YT

-

YG9

-

)

!

C

-

"P5Y

-

P5YT

-

):# ("

"=##

方程"=!#的第一个解为
-

:

\:7A;=:7方程

"=##的第一个解为 C 和 !的非线性函数
-

!

\

-

!

"C$ !#7

考虑到
-

\

)

%$

-

:

\:7A;=: 和
-

!

\

-

!

" C$

!#$式"="#可以写作

'(

-

!

!

-

!

:

('"C$!# "=B#

即比值 '为 C 和 !的非线性函数7分别令 C 为

"7"A:#%"7:$!$%"7#!=!$'关于 !的曲线如图 A 所

示7观察该图可见$'为关于 !的单调递增函数$即

随刚度!增大而增大7这表明当!大于!

.

时$'一定

大于'

.

7根据准则 :$此时可以忽略关节的柔性7因

此$当'

.

给定时$用相应的 !

.

就可以判断是否可以

忽略关节柔性7下面$本小节将给出!

.

的计算过程7

图 A@不同梁参数下$频率比和关节刚度的关系

,GN7A@3TIKFJG55MJTIMKIc8I9PGIYXGJT SGMMIKI9JHFKFEIJIKY

分别令'

.

为 "7?=%"7?;%"7??$临界刚度!

.

与梁

参数 C的关系如图 ? 所示$可见!

.

为关于 C的线性

函数$表达为!

!

.

(&C "==#

其中$&为与'

.

有关的系数$图 ? 中的 &值分别为

#;7:#$:%$#7A""A%:?;7:!B=7通过数值计算可以得

到&与'

.

的关系$如图 :" 所示$&为关于 '

.

的非线

性函数7根据图 :" 的结果和式"==#$很容易计算

不同柔性连杆结构参数下的临界刚度 !

.

$例如$对

于仿真使用的柔性关节机械臂系统$当 '

.

取 "7?=%

"7?;%"7?? 时$相应的临界刚度!

.

如表 $ 所示7

图 ?@不同'

.

时$临界刚度!

.

与梁参数 C的关系

,GN7?@3TI!

.

QC KI6FJG59 M5KSGMMIKI9J'

.

表 $@不同'

.

时%柔性关节机械臂系统的临界刚度!

.

3FU6I$@15KKIYH59SG9N!

.

dF68IY5MJTIYZYJIEM5KSGMMIKI9J'

.

'

.

"7?= "7?; "7??

!

.

"))E>KFS#

$7"#A# :"7#;B" #!7"=!B

图 :"@ &与'

.

的关系

,GN7:"@3TI&Q'

.

KI6FJG59

$7,"运动控制仿真结果

本小节将通过控制仿真实验来验证本文给出

的模型更适合用于运动控制$由于机械臂系统存在

柔性$因此系统在运动过程中难免产生振动$为了

实现高精度的控制$在设计控制器时需要采用一种

具有振动抑制功能的控制方法7考虑到在第 !7: 节

已经得到了系统的振动频率$因此采用输入整形控

制方法&!='是个不错的选择7附录给出了输入整形

##
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控制方法的具体形式7

下面将进行两组仿真$以验证本文提出的动力

学模型更适合做运动控制设计7仿真中分别使用本

文模型和文献&!:'中的模型设计f4-输入整形器

和 -̂控制器7文献&!:'在建模时使用 2H59N模型描

述柔性关节$并将柔性连杆视为悬臂梁7在两组仿真

中$均设计四种场景$控制柔性关节机械臂系统在

:Y%!Y%#Y%BY内旋转 :KFS$相应的控制信号如图 :: 所

示$ -̂控制器的参数均为H

L

\"7$$H

9

\"7#7

图 ::@四种场景的初始控制信号

,GN7::@3TIG9GJGF6F9N86FKP59JK56YGN9F6YM5KB PFYIY

在第一组仿真中$柔性关节的刚度 !为 :))

E>KFS$分别使用本文模型和文献&!:'中的模型$

选取前四阶模态设计f4-输入整形器$相应的模

态频率和f4-参数见表 ;7仿真时使用 f4-整形

器和 -̂控制器来控制系统运动并同时抑制振动$

仿真结果见图 :! ]图 :=$其中图 :!"F# ]图 :="F#

为系统旋转角度的时间历程$图 :!"U# ]图 :="U#

为机械臂末端变形的时间历程$图 :!"P# ]图 :=

"P#为电机控制力矩的时间历程7观察图 :!"F# ]

图 :="F#可以看出$基于两种模型的控制器都可以

让系统到达目标位置$但使用文献&!:'中的模型

设计控制器可以使系统更快地到达所需的旋转角

度$这是因为本文模型的固有频率低于悬臂梁的固

有频率$见表 ;$根据输入整形方法$控制过程所需

时间随着系统频率的降低而增加7因此$文献&!:'

中的模型可以使系统更快地到达所需的旋转角度7

但是对于柔性机械臂来讲$机械臂的末端到达指定

位置并停止振动所花费的时间也是衡量控制效果

好坏的重要指标$因此$更快地到达所需的旋转角

度并不意味着控制器的性能更好7观察图 :!"U# ]

图 :="U#可以看出$基于本文动力学模型的控制器

可以更快地消除柔性系统的振动$这意味着使用本

文模型设计的控制器具有更好的振动抑制性能7观

察图 :!"P# ]图 :="P#可见$使用本文模型的控制

力矩曲线更为平滑$对控制的要求更低7

表 ;@!\:)&E>KFS时系统的固有频率和f4-整形器参数
3FU6I;@3TIMKIc8I9PGIY5MJTIYZYJIEF9S f4-HFKFEIJIKYXTI9 !\:)&E>KFS

/5SI6 &KSIK

(

C

"KFS>Y# 6

:

,

:

"Y# 6

!

,

!

"Y# 6

#

,

#

"Y#

&8KE5SI6 : ;7"##" "7!$:! " "7B??A "7BB$; "7!#?: "7A?#=

&8KE5SI6 ! B;7;A:= "7!AB? " "7B?;; "7"$=A "7!:;B "7:#:$

&8KE5SI6 # :#?7#$?$ "7#"A= " "7B?#A "7"!!$ "7:?;$ "7"B=!

&8KE5SI6 B !A"7B!": "7#!B: " "7B?"B "7"::! "7:A== "7"!!=

/5SI6G9 &!:' : ?7"=$= "7!="" " "7=""" "7#B$? "7!="" "7$?#A

/5SI6G9 &!:' ! =$7;==? "7!="" " "7=""" "7"==B "7!="" "7::";

/5SI6G9 &!:' # :=A7?:A: "7!="" " "7=""" "7":?A "7!="" "7"#?=

/5SI6G9 &!:' B #::7B:$: "7!="" " "7=""" "7":": "7!="" "7"!"!

@@在第二组仿真中$柔性关节的刚度 !为 "7:)

)E>KFS$分别使用本文模型和文献&!:'中的模

型$选取前四阶模态设计f4-输入整形器$相应的

模态频率和f4-参数见表 A7仿真时使用 f4-整

形器和 -̂控制器来控制系统运动并同时抑制振

动$仿真结果见图 :$ ]图 :?7可以看出$基于本文

所设计的控制器可以取得更好的控制效果7此外$

对比两组仿真可以看出$关节的刚度越小$基于本

文模型的控制器在控制性能上的优势越大7

B#
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图 :!@!\:))E>KFS时场景 : ":Y# 的控制结果

,GN7:!@ 159JK56KIY86JYM5KPFYI: ":Y# XTI9 !\:))E>KFS

图 :#@!\:))E>KFS时场景 ! "!Y# 的控制结果

,GN7:#@159JK56KIY86JYM5KPFYI! "!Y# XTI9 !\:))E>KFS

图 :B@!\:))E>KFS时场景 # "#Y# 的控制结果

,GN7:B@159JK56KIY86JYM5KPFYI# "#Y# XTI9 !\:))E>KFS

图 :=@!\:))E>KFS时场景 B "BY# 的控制结果

,GN7:=@159JK56KIY86JYM5KPFYIB "BY# XTI9 !\:))E>KFS

=#
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表 A@!\"7:)&E>KFS时系统的固有频率和f4-整形器参数

3FU6IA@3TIMKIc8I9PGIY5MJTIYZYJIEF9S f4-HFKFEIJIKYXTI9 !\"7:)&E>KFS

/5SI6 &KSIK

(

C

"KFS>Y# 6

:

,

:

"Y# 6

!

,

!

"Y# 6

#

,

#

"Y#

&8KE5SI6 : #7!$?! "7#;#; " "7B;=! "7?;"? "7:=:: :7?B:A

&8KE5SI6 ! B:7"?$: "7#=?= " "7BA"! "7";;: "7:$"# "7:=B:

&8KE5SI6 # :#"7!:=: "7#;=; " "7B;B= "7"!BB "7:B?A "7"BAA

&8KE5SI6 B !;"7"=#? "7#;?= " "7B;#: "7"::A "7:B;B "7"!#=

/5SI6G9 &!:' : ?7"=$= "7!="" " "7=""" "7#B$? "7!="" "7$?#A

/5SI6G9 &!:' ! =$7;==? "7!="" " "7=""" "7"==B "7!="" "7::";

/5SI6G9 &!:' # :=A7?:A: "7!="" " "7=""" "7":?A "7!="" "7"#?=

/5SI6G9 &!:' B #::7B:$: "7!="" " "7=""" "7":": "7!="" "7"!"!

图 :$@!\"7:))E>KFS时场景 : ":Y# 的控制结果
,GN7:$@159JK56KIY86JYM5KPFYI: ":Y# XTI9 !\"7:))E>KFS

图 :;@!\"7:))E>KFS时场景 ! "!Y# 的控制结果
,GN7:;@159JK56KIY86JYM5KPFYI! "!Y# XTI9 !\"7:))E>KFS

图 :A@!\"7:))E>KFS时场景 # "#Y# 的控制结果
,GN7:A@159JK56KIY86JYM5KPFYI# "#Y# XTI9 !\"7:))E>KFS

$#
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图 :?@!\"7:))E>KFS时场景 B "BY# 的控制结果
,GN7:?@159JK56KIY86JYM5KPFYIB "BY# XTI9 !\"7:))E>KFS

,"结论

本文研究了柔性关节柔性连杆机械臂系统的

动力学建模问题$并提出了一种改进的建模方法7

在该方法中$连接柔性连杆的柔性关节首先被简化

为刚性关节和柔性连杆的弹性约束边界7然后$根

据结构动力学理论%哈密顿原理和假设模态法建立

系统的刚柔耦合动力学方程7与传统模型相比$新

模型不仅具有更少的自由度数$还可直接描述关节

柔性和连杆柔性的耦合作用$这对于进行系统的动

力学特性分析和控制器设计是非常有利的7在数值

仿真部分$本文方法的有效性首先被验证7然后$基

于本文方法所建模型在分析和控制上的优势也得

到了充分的证明7由此可见$本文所给出的建模方

法相对传统建模方法具备明显优势7
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@@附录

输入整形控制方法通过将角度控制信号与一系列脉冲信号"即输入整形器#进行卷积运算$得到整形

后的输入信号来驱动系统7迄今为止已有各种输入整形器被提出&!$'

$本文采用了简单有效的f4-整形器7

根据文献&!='中介绍的输入整形控制方法$多模态系统第T阶的f4-整形器为!
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将每个模态的输入整形器卷积$得到整个系统的输入整形器!
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其中$C为截取的模态数量$

!

为卷积算子7将原始角度控制信号 +",#与输入整形器卷积$得到整形后的输

入信号 +
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采用 -̂控制来计算电机的控制扭矩$即!
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其中$H

L

和H

9

分别为比例和微分增益系数7

系统运动控制和振动抑制的控制结构如图 !" 所示!

图 !"@控制系统结构图
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