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电磁场效应下HR神经元的全局分岔与参数辨识 *
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摘要 详细分析了在磁通变量和电场变量共同作用下五维Hindmarsh-Rose（HR）神经元模型的全局分岔行

为 .通过数值仿真的方法，做出该神经元系统的双参数分岔图、峰峰间期（ISI）分岔图和最大 Lyapunov指数

图，发现该系统在双参数平面上具有倍周期分岔、逆倍周期分岔、加周期分岔等分岔模式以及呈“锯齿状”的

混沌结构 .此外，基于Lyapunov稳定性理论以及自适应同步的方法，以混沌态时的系统为驱动系统，构建对应

的响应系统，选择合适的控制器，实现了驱动系统与响应系统的同步，并辨识出未知参数 .数值模拟证明了此

方法的有效性和可行性 .
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引言

神经元是神经系统中最基本的结构和功能单

位，通过复杂的放电活动，承担着接受刺激、传递信

息等重要职责，且神经元的放电活动具有复杂的非

线性动力学特征［1］，因而研究神经元放电活动的动

力学行为有着十分重要的意义 .上个世纪 50年代，

Hodgkin和Huxley通过对乌贼轴突触的电压钳位

实验数据进行分析，建立了HH神经元模型［2］.这是

历史上首个神经元放电活动的数学模型 .上个世纪

80年代，Hindmarsh和Rose通过对丘脑神经元进行

研究，建立了HR神经元模型［3，4］.近些年来，大量的

实验与研究表明，电磁辐射会对神经元放电活动产

生影响，且这一影响不可忽略 .文献［5］通过非线性

动力学理论，分析了HH神经元模型单个及耦合神

经元受电磁辐射影响下的放电行为 .文献［6］利用

非线性动力学理论及数值仿真方法，分析了磁通

e-HR神经元模型的动力学特性，并施加Washout
滤波器实现了对磁通 e-HR神经元模型的隐藏放

电控制 .文献［7］通过引用磁通变量描述电磁感应

下的改进四变量神经元模型，研究了相位同步逼近

问题，并发现神经元间的磁通耦合可以产生完美的

相位同步 .文献［8］研究了电磁刺激对单个神经元

以及神经网络系统动力学行为有着显著的调控能

力 .文献［9］利用磁通变量描述电磁感应的影响，并

利用忆阻器耦合实现了磁通对膜电位的调制 .更进

一步地，通过对神经元施加加性相位噪声，检测了

神经元在模态中的动态响应和相变，并观察到双相

干共振行为 .此外，各个离子通道也会对神经元膜

电压产生影响，即通过改变细胞膜内外各离子的浓

度，进而改变膜电压大小 .文献［10］认为外电场对

细胞膜内外各离子通道的传递有影响，从而改变膜

电压，并通过引入电场变量，建立了外电场作用下

的 FHN神经元模型，进一步分析了该模型放电活

动动力学特征 .但是，上述文献中建立的神经元模

型未能同时考虑电场和磁场对神经元模型的影响，

有必要在考虑电磁场的情况下再进一步研究 .
研究表明，在很多神经元模型的放电活动中也

会出现混沌现象，因此研究神经元模型里的混沌控

制与同步是十分有必要的 .文献［11］利用滑模控制

和Mittag-Leffler函数方法，使分数阶惯性神经元主

从系统达到混沌同步 .文献［12］通过磁控忆阻器建

立了一个 e-HR神经元模型，并通过自适应同步控

制方法，实现了系统混沌态放电到周期簇放电态的

同步控制 .文献［13］通过建立全局耦合的抑制性和

兴奋性神经元网络，发现耦合强度足够大时能够诱

导抑制性和兴奋性神经网络达到几乎完全同步的

状态 .在一般的混沌控制与同步里，参数都是已知
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的 .但实际混沌系统的参数往往难以确定，如混沌

系统的参数本身部分未知或全部未知，工作过程中

系统参数受到扰动，神经元系统可能会因为外界刺

激电流的改变，使得多个系统参数同时发生变化 .
因此，参数辨识问题是神经元动力学分析中的重要

一环 .基于 Lyapunov稳定性原理的自适应同步方

法是目前参数辨识常用的方法［14，15］.文献［16］通过

增加控制器个数以及取恰当大小的增益系数，保证

了HR神经元模型中一组差异过大的未知参数的

准确识别，并缩短了识别的暂态过程 .
受上述研究启发，本文考虑到磁场以及外电场

两方面都对神经元产生影响，同时引入磁通变量和

电场变量，构建了一个改进的五维HR神经元系统 .
运用Matlab软件做出该系统的双参数分岔图，可以

看到该系统具有丰富的放电行为及分岔现象，然后

对双参数分岔图里的一条黑线做峰峰间期（ISI）分

岔图以及最大 Lyapunov指数图，发现该系统具有

倍周期分岔、逆倍周期分岔、加周期分岔等分岔模

式以及呈“锯齿状”的混沌结构 .考虑到放电过程中

系统可能多个参数同时发生变化，取定一组参数，

使系统为混沌态，以其中五个参数为未知参数，利

用 Lyapunov稳定性原理和自适应同步方法，选择

合适的控制器，使驱动系统和响应系统达成同步，

同时辨识出未知参数的值 .
1 模型描述

基于三维Hindmarsh-Rose（HR）神经元模型，

文献［17］考虑到电磁辐射对膜电位的影响，通过

加入磁通变量来模拟这一影响，改进成一个四维的

Hindmarsh-Rose（HR）神经元模型，再对该四维系

统做双参数分岔分析，并通过Washout控制器来实

现亚临界Hopf分岔稳定性控制，从而消除了隐藏

放电现象 .Ma J等［9］考虑到外电场参与细胞内各离

子的传递，引起膜电压的变化，引入了电场变量 .受
上述启发，本文同时引入磁通变量和电场变量，建

立磁场电场共同作用下的五维HR神经元动力系

统，系统的微分方程如下所示：
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ẋ = y - ax3 + bx2 - z + I + Ie
ẏ = c - dx2 - y + k1E
ż = r [ s ( x - χ0 ) - z ]
φ̇ = k2x - k3φ
Ė = k4y - k5E

（1）

其中，五个状态变量分别表示膜电位、快电流、自适

应慢电流、模拟细胞周围磁场的磁通变量以及外电

场，I为外界的刺激电流，a，b，c，d，r，s，χ0是重要的动

力学参数，Ie是磁场产生的电磁感应电流，表达式

为 -k0 (α + 3βφ2 )x，α和 β是与系统相关的确定参

数，k2，k3也是确定系数，为磁通反馈增益 .因为快

电流 y对外电场的变化非常敏感，所以对变量 y施

加一项 k1E来表示外电场对变量 y的影响 .在本文

中，各参数参考值取为：a = 1.0，b = 3.0，c = 1.0，d =
5.0， s = 4.0， r = 0.006， χ0 = -1.61， α = 0.2，
β = 0.03，I = 3，k0 = 0.1k1 = 0.1，k2 = 0.3，k3 = 0.5，
k4 = 0.2，k5 = 0.3.
2 双参数分岔分析

神经元模型往往会受到外界刺激，从而使神经

元的放电行为发生变化 .系统（1）中膜电压 x的放

电行为与系统参数取值有关，其余各参数取参考值

时，系统膜电压 x随外界刺激电流 I变化的峰峰间

期（ISI）分岔图如图 1所示 .从图中我们可以看到：

当外界刺激电流 I逐渐增大时，系统（1）首先由静

息态进入周期 1尖峰放电态，随后经过加周期分岔

进入周期 2，3，4，5...10簇放电态，再通过倍周期分

岔进入混沌态放电，混沌态放电结束后进入周期

11的周期簇放电态，再次通过倍周期分岔进入混

沌态放电，最后通过逆倍周期分岔进入周期 1尖峰

放电态 .但在实际情况中，外界刺激电流 I改变时，

系统（1）的其他几个参数可能也同时发生改变 .因
此研究系统（1）的双参数同时改变时，膜电压 x的
变化更具有实际意义 .

取 I和 r这两个参数，对系统（1）做双参数分岔

分析，其余参数取参考值 .系统（1）的双参数分岔结

构图如图 2所示 .图中不同颜色对应着不同的神经

元膜电压放电状态，右边颜色栏的数值表示对应的

周期簇放电状态 .（如数字 1表示周期 1尖峰放电

态，数字 2表示周期 2簇放电态，数字 8表示周期 8
簇放电态，白色区域代表周期大于或等于 20的周

期簇放电状态或混沌态）.
对图 2做分析可知，当参数 I ∈ [ 2.85，3.85 ]，

r ∈ [ 0.002，0.027 ]时，系统（1）表现出非常丰富的周

期簇放电状态和“锯齿状”混沌状态 .沿图 2中的黑

线左上到右下方向，可以看到膜电压 x经历的放电

过程是：先从混沌放电态进入到周期 3簇放电，再

由倍周期分岔进入周期 6，12，24...簇放电直到混

沌放电态，混沌放电态结束后出现周期 4窗口，同
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样经过倍周期分岔进入周期 8，16，32...直到进入混

沌放电态 .一直反复下去 .看到系统（1）每经历一次

混沌放电，放电的周期数比混沌放电前的周期数大

一，这个过程就是伴有混沌的加周期分岔模式 .由
此可以观察到，随着黑线的走势，周期数不断加大，

相应的周期颜色带面积不断减小，且混沌的窗口也

不断减小 .此外，从 I∈［2.85，3.05］，r∈［0.002，0.007］
这个参数区间可以看到，此时系统（1）的分岔结构

不包含混沌区域的周期层，且相邻周期窗口周期数

大一，这个过程称为无混沌的加周期分岔模式 .
当以参数 r为变量时，其余参数取参考值 .沿

图 2中的黑线从右下到左上方向，可以做出系统

（1）膜电压 x的峰峰间期（ISI）分岔图如图 3（a）所

示，图 3（b）是图 3（a）所对应的最大 Lyapunov指数

图 .从图 3（a）可以更直观地看出，随着参数 r的不

断减小，系统的膜电压 x放电模式从混沌态放电结

束后进入周期 3簇放电态，再通过倍周期分岔再次

通向混沌态放电，然后进入周期 4簇放电态，进一

步通过倍周期分岔转向混沌后再进入周期 5簇放

电态，以此反复下去，最后从高周期簇放电态通过

倍周期分岔进入混沌后，通过一次逆倍周期分岔进

入周期1尖峰放电态 .
根据上述分析，外界刺激可以导致神经元的放

 

 

图1 关于参数 I的 ISI分岔图

Fig.1 The bifurcation diagram of ISI with respect to parameter I

图2 参数 I和 r的双参数分岔图

Fig.2 The bifurcation diagram with two parameters I and r

 

 

（a）参数 I和 r的 ISI分岔图

（a）The ISI bifurcation diagram of parameters I and r

 

 

（b）对应（a）的最大Lyapunov指数图

（b）The maximum Lyapunov exponent corresponding to（a）
图3 系统（1）的 ISI分岔图及最大Lyapunov指数图

Fig. 3 The bifurcation diagram of ISI and maximum Lyapunov exponent diagram of system（1）
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电活动发生变化，系统动力学参数可能也会随之改

变 .这样在多个系统参数发生变化时，如何辨识出

变化后的未知参数就有着十分重要的意义 .
3 改进五维HR神经元系统的自适应同步

及参数辨识

从图 3（a）可以看到，当 r取 0.027，其他参数取

参考值时，系统（1）为混沌态，以混沌态时的系统为

驱动系统，其中 a，b，c，d，r为未知参数，建立一个对

应的响应系统，基于 Lyapunov稳定性理论构建控

制器，使两系统达到同步，同时系统中的未知参数

a，b，c，d，r能够得到辨识 .下面就此进行分析描述 .
以混沌态系统作为驱动系统

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

ẋ1 = y1 - a1x31 + b1x21 - z1 + I + Ie
ẏ1 = c1 - d1x21 - y1 + k1E
ż1 = r1 [ s ( x1 - χ0 ) - z1 ]
φ̇1 = k2x1 - k3φ1
Ė1 = k4y1 - k5E1

（2）

对应受控制的响应系统为

ì

í

î

ï

ï
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ï
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ẋ2 = y2 - a2x32 + b2x22 - z2 + I + Ie + u1
ẏ2 = c2 - d2x22 - y2 + k1E2 + u2
ż2 = r2 [ s ( x2 - χ0 ) - z2 ] + u3
φ̇2 = k2x2 - k3φ2 + u4
Ė2 = k4y2 - k5E2 + u5

（3）

响应系统（3）中的 u1，u2，u3，u4，u5为控制器，控制器

的目的是使两系统达到同步，控制器的个数要依据

具体的系统来确定 .从成本最小化角度来说，保证

同步中暂态过程不过长的同时，控制器形式要尽可

能简单且个数尽可能少 .驱动系统（2）和响应系统

（3）之间对应变量与参数的误差系统为

ex = x2 - x1，ey = y2 - y1，ez = z2 - z1，
eφ = φ2 - φ1，eE = E2 - E1
ea = a2 - a1，eb = b2 - b1，
ec = c2 - c1，ed = d2 - d1，er = r2 - r1

（4）

基于自适应同步方法以及 Lyapunov稳定性理论，

只 要 保 证 误 差 系 统 的 Lyapunov 函 数 正 定 ，且

Lyapunov函数对时间的导数负定，那么误差系统

（4）渐进稳定，从而驱动系统和响应系统达成同步 .
在这里构建正定的Lyapunov函数为

V = 12 (e2x + e2y + e2z + e2φ + e2E + e2a + e2b + e2c +
e2d + e2r ) （5）

那么Lyapunov函数对时间的导数为

dV
dt = V̇ = ex ėx + ey ėy + ez ėz + eφ ėφ + eE ėE +

ea ėa + eb ėb + ec ėc + ed ėd + er ėr （6）
可得误差系统（4）中状态变量的误差具体为

ėx = ey - ez - a2ex ( x21 + x22 + x1x2 ) - x31ea +
b2ex ( x1 + x2 ) + x21eb
-k0αe - 3k0 β (φ22ex + x1eφ (φ1 + φ2 )) + u1
ėy = ec - d2ex ( x1 + x2 ) - x21ed - ey + k1eE + u2
ėz = sr2ex + ser ( x1 - χ0 ) - r2ez - z1er + u3
ėφ = k2ex - k3eφ + u4
ėE = k4ey - k5eE + u5

（7）
将（7）式代入（6）式，整理后得

V̇ = ea ( -x31ex + ėa ) + ėb ( x21ex + ėb ) +
ec (ey + ėc ) + ed ( -x21ey + ėd ) +
er ( sx1ez - sχ0ez - z1ez + ėr ) -
[ a2ex ( x21 + x22 + x1x2 ) + k0α + 3k0 βφ22 ] e2x
-e2y - r2e2z - k3e2φ - k5e2E +[ exey - e xez + b2 ( x1 + x2 )e2x -
3k0 βx1eφ (φ1 + φ2 )ex - eyd2ex ( x1 + x2 ) +
k1eEey + ez sr2ex + k2eφex + k4eEey +
u1ex + u2ey + u3ez + u4eφ + u5eE ]

（8）
为了使 Lyapunov函数对时间的导数达到负定，利

用待定系数法，令（8）式中除了负定项外的项全为

0，只保留负定项 .此时有

V̇ = -[ a2ex ( x21 + x22 + x1x2 ) + k0α + 3k0 βφ22 ]
e2x - e2y - r2e2z - k3e2φ - k5e2E < 0 （9）

为使（9）式成立，参数所需满足的条件如下

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

ėa = x31ex
ėb = -x21ex
ėc = -ey
ėd = x1ey
ėr = sχ0ez - sx1ez + z1ez

（10）

因为驱动系统里的未知参数a1，b1，c1，d1，r1为常数，

它们的导数为 0，即 ȧ1 = ḃ1 = ċ1 = ḋ1 = ṙ1 = 0，那么

响应系统里的参数估计值为

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

ȧ2 = ėa + ȧ1 = x31ex
ḃ2 = ėb + ḃ1 = -x21ex
ċ2 = ėc + ċ1 = -ey
ḋ2 = ėd + ḋ1 = x21ey
ṙ2 = ėr + ṙ1 = sχ0ez - sx1ez + z1ez

（11）

同时为了使（9）式成立，还需有
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exey - exez + b2 ( x1 + x2 )e2x -
3k0 βx1eφ (φ1 + φ2 )ex -
eyd2ex ( x1 + x2 ) + k 1eEey +
ez sr2ex + k2eφex + k4eEey +
u1ex + u2ey + u3ez + u4eφ + u5eE = 0

（12）

如此可确定控制器的表达式，本着成本最小化的角

度出发，控制器个数选择为3个，数学表达式为

u1 = -ey + ez - b2 ( x1 + x2 )ex +
3k0 βx1eφ (φ1 + φ2 ) + eyd2 ( x1 + x2 ) - k2eφ
u2 = -(k1 + k4 )eE
u3 = -sr2ex

（13）

此时 Lyapunov函数对时间的导数负定，系统

（2）和系统（3）达成混沌同步，下面进行具体的数值

仿真来进行验证 .
4 数值仿真

在具体的数值仿真中，令驱动系统中状态变量

初值取 ( -0.1，- 0.2，- 0.3，- 0.4，- 0.5)，响应系统

状态变量初值取 (0.1，0.2，0.3，0.4，0.5)，未知参数取

为 a1 = 1，b1 = 3，c1 = 1，d1 = 5，r1 = 0.027，此时驱

动系统为混沌态，将响应系统初始参数取为 a2 =
1.2，b2 = 4，c2 = 1.5，d = 6.2，r = 0.003. 通过 Matlab
软件进行数值模拟，得到响应系统（3）的参数辨识

曲线以及同步误差 e随时间 t的变化如图 4所示 .可
以观察到，经过一定的暂态过程后，同步误差随时

间逐渐趋于零附近 .驱动系统与响应系统达成同

步 .且由数值仿真可以得出，在 t = 1000时，响应系

统 的 参 数 估 计 值 a2 = c2 = 0.999，b2 = 3，d2 =
4.999，r2 = 0.027，基本趋近于驱动系统的未知参数

值，即辨识出驱动系统的未知参数 .

可以看到，基于 Lyapunov稳定性理论和自适

应同步方法辨识出了五维HR神经元系统的未知

参数值，且从仿真结果可以看到同步误差很快趋近

于零，辨识结果也较为准确，说明基于 Lyapunov稳
定性理论和自适应同步方法的参数辨识是成功的 .
5 结论

本文首先基于三维HR神经元模型，通过引入

磁通变量和电场变量，构建了一个改进的五维神经

元系统（1）；其次，利用Matlab软件进行双参数分岔

分析，进一步发现其具有丰富且复杂的分岔模式 .
如沿着图 2黑线从左上到右下方向，系统有着常见

的倍周期分岔、加周期分岔的分岔模式，混沌结构

呈“锯齿状”；然后，取一种混沌状态的情况单独分

析，基于 Lyapunov稳定性理论和自适应同步方法，

以该混沌神经元系统作为驱动系统，构建一个对应

的响应系统，设计了使两个系统同步的控制器，使

驱动系统和响应系统达成完全同步，从而混沌系统

的未知参数得到了识别，理论证明了控制器的可行

性；最后，通过数值仿真得到了五个状态变量的误

差图以及参数辨识曲线 .从图中可以看到两系统较

快地达到完全同步，且未知参数得到识别 .本文的

研究结果在生物学与医学电磁场下神经元模型的

建立中有着一定的参考价值 .

图4 系统（3）的参数辨识曲线

Fig.4 Parameter identification curve of system（3）
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（a）变量 e1的同步误差图

（a）Diagram of synchronization error for variable e1

 

 

（c）变量 e3的同步误差图

（c）Diagram of synchronization error for variable e3
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（e）Diagram of synchronization error for variable e5

 

 

（b）变量 e2的同步误差图

（b）Diagram of synchronization error for variable e2

 

 

（d）变量 e4的同步误差图

（d）Diagram of synchronization error for variable e4

图5 系统（2）与系统（3）同步误差图

Fig.5 Synchronization error diagram of system（2）and system（3）
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GLOBAL BIFURCATION AND PARAMETER IDENTIFICATION
OF HR NEURONS UNDER ELECTROMAGNETIC FIELD

EFFECTS *

Xiao Ran An Xinlei† Qi Huimin
（College of Mathematics and Physics，Lanzhou Jiaotong University，Lanzhou 730070，China）

Abstract In this paper，global bifurcation behavior of five-dimensional Hindmarsh-Rose（HR）neuron model is ana⁃
lyzed in detail under the interaction of magnetic flux and electric field variables. By means of numerical simulation，bipa⁃
rametric bifurcation diagram，ISI bifurcation diagram and maximum Lyapunov exponent diagram of the neuron system
are constructed，and it is found that the system has period-doubling bifurcation，inverse period-doubling bifurcation，pe⁃
riod-adding bifurcation and chaotic structure with "jaggedness" on the biparametric plane. In addition，based on the sta⁃
bility theory of Lyapunov and the idea of adaptive synchronization，the corresponding response system is constructed by
taking the chaotic system as a driving system，and an appropriate controller is selected to realize synchronization be⁃
tween the driving system and the response system，with unknown parameters were identified. Numerical simulation
shows effectiveness and feasibility of this method.
Key words bifurcation analysis with two parameters， period-doubling bifurcation， adaptive synchronization，

parameter identification
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