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摘要 为了研究含有围带接触面叶片的非线性振动响应，基于三维干摩擦微滑移模型，发展了一种分形接触

干摩擦微滑移模型，用于计算考虑接触面形貌的摩擦力 .在该模型中，摩擦接触面被离散成一系列接触单元，

每个接触单元由一组接触点对来表征该接触单元的粘滞、滑移、分离的摩擦运动状态 .采用分形几何模拟接

触表面的形貌，基于分形理论和赫兹接触理论，建立接触面粗糙度、正压力、弹性模量、泊松比等参数与接触

刚度和摩擦系数的关系 .接触面摩擦力由接触刚度、摩擦系数和接触点对的相对位移确定 .采用该发展的模

型预测了真实围带叶片的受迫振动响应，研究了接触面形貌和初始正压力对围带叶片共振响应的影响 .研究

结果表明，本文模型能考虑接触面形貌对围带叶片非线性振动响应的影响；接触面形貌改变时，接触刚度和

摩擦系数会发生变化，从而影响接触面摩擦力；在该模型中，接触刚度随着正压力的增加而增加，随着粗糙度

的增加而减小；摩擦系数随着正压力增加而增加，随着粗糙度的增加，先增大后减小；接触面形貌和初始正压

力对围带叶片受迫振动响应有显著影响 .
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引言

在透平机械中，叶片系统经常采用围带结构增

加叶片间的干摩擦阻尼来达到减振的目的 .为了研

究围带干摩擦阻尼叶片的振动特性，建立一个高效

准确的干摩擦模型是十分必要的 .
在已有干摩擦阻尼系统的研究中，微滑移模型

由于能较好的模拟实际摩擦接触行为而被广泛采

用 .Iwan［1］采用线性弹簧和库仑摩擦元组合，在接触

面分布多个接触点对，提出串联和并联微滑移模

型 .Griffin［2］基于库仑摩擦定律，采用恒定摩擦系

数，并采用线性弹簧表征切向接触刚度，研究了恒

定正压力下的一维摩擦相对运动 .Yang［3］提出了二

维的干摩擦接触模型，采用两个无质量的弹簧表征

切向和法向的接触刚度，研究了变正压力下的二维

摩擦相对运动 .Chen，Yang和Menq［4］在二维模型基

础上提出了三维的摩擦接触模型 .Petrov［5，6］采用三

维摩擦模型研究了多种形式的干摩擦阻尼结构的

减振特性 .在已有的微滑移模型中，通常采用线性

弹簧模拟接触面发生相对滑移之前的弹性变形，用

库仑摩擦元模拟接触面发生滑移时的摩擦力 .
接触刚度和摩擦系数是计算摩擦力的两个重

要参数，在先前大部分摩擦接触模型中，摩擦系数

和接触刚度大都采用经验值 .实际上，摩擦系数和

接触刚度均会随着接触正压力，接触面形貌，弹性

模量，泊松比等参数的变化而改变 .在计算接触刚

度和摩擦系数过程中，接触正压力，弹性模量，泊松

比等参数较容易获得，但是准确的模拟接触面形貌

是较为困难的 .
在 以 往 的 接 触 研 究 中 ，大 多 采 用 GW

（Greenwood-Williamson模型）和分形理论模拟接

触面形貌 .Chang等［7］基于GW接触模型，提出金属

表面静摩擦系数的计算模型，得出摩擦系数与正压

力的关系 .尤晋闽等［8］研究了分形接触表面的摩擦

模型，得出了静摩擦系数与接触面材料参数、接触

面分形参数和正压力的关系 .Jones［9］利用GW模型

研究了法向载荷、切向载荷、表面形貌等对切向刚

度的影响 .Jiang等［10］采用分形几何模拟接触面形
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貌，研究了机械结合面的接触刚度，理论计算结果

与实验结果相接近 .GW模型获得的表面特征参数

受限于分辨率及采样长度等，不能准确反映出粗糙

表面的全部信息［11］.粗糙表面轮廓具有自相似性，

且与尺度无关，因此可以由分形几何来表征，利用

表面分形特性建立接触模型，可使表面接触的分析

结果具有确定性和唯一性［11，12］.
本文基于三维干摩擦微滑移模型，发展了一种

分形接触干摩擦微滑移模型，用于计算考虑接触面

形貌的摩擦力 .采用分形几何模拟接触表面的形

貌，基于分形理论和赫兹接触理论，建立接触面粗

糙度、正压力、弹性模量、泊松比等参数与接触刚度

和摩擦系数的关系 .由接触刚度、摩擦系数和接触

点对的相对位移计算摩擦力 .采用该发展的模型研

究真实围带叶片的受迫振动响应 .
1 分形接触

1.1 分形接触表面

分形具有自相似性和尺寸独立性，使其能够描

述具有多尺度特性的粗糙表面 .具有分形特征的三

维 粗 糙 表 面 轮 廓 曲 线 可 由 W-M（Weierstrass-
Mandelbrot）函数来模拟，该函数具有处处连续，处

处不可导，具有无限细节特征［13］.该数学表达式为：

z ( x ) = L (GL )
(D - 1)

( lnγM )
1/2∑

m = 1

M∑
n = 0

nmax
γ(D - 2)n × { cosϕm，n -

cos [ 2πγn ( x2 + y2 )1/2
L

× cos (arctan ( y
x
) - πm

M
)

+ϕm，n}
（1）

式中：z ( x )为粗糙表面轮廓的高度；x，y为粗糙表面

轮廓的位移坐标；G为反映表面轮廓 z的特征尺度

系数，G越大越粗糙；D为表面轮廓的分形维数，表

征表面轮廓的不规则性和复杂程度，且 1 < D < 2；
n为空间频率序数为，最低频率序数为 0，最高频率

序数为 nmax = int [ log (L/Lg )/logγ ]，Lg 为截止长度，

通常近似为材料的原子间距离；M为曲面褶皱的重

叠数；γn表示轮廓曲线的空间频率，一般 γ=1.5比
较符合高频谱密度和相位随机的情况；cosϕm，n是随

机相位，取值范围为［0，2π］.图1为D=1.3时模拟的

分形接触表面 .
1.2 接触刚度

围带接触面的接触刚度源于接触表面的一系

列微凸体，研究表明［13］可将两个粗糙表面的接触等

效为一个粗糙表面和一个光滑的刚性平面接触的

如图2.

则该系统的等效弹性模量为：

E* = [ (1 - ν21 )/E1 + (1 - ν22 )/E2 ]-1 （2）
式中 v1、v2和 E1、E2分别为两个接触微凸体的泊松

比和弹性模量 .微凸体变形量由式（1）W-M分形函

数［13］决定：

δ = 2G(D - 1) ( lnγ )1/2 (2r')(2 - D ) （3）
Majumdar和 Bhushan［12］研究表明接触点的面

积分布密度函数与海洋面上的岛屿面积分布密度

函数相似，得到切割面积a'的统计学分布函数为：

n (a') = D2 (a′l )D/2 (a')-(D + 2) /2 （4）
式中，a' = π ( r')2是微接触的切割面积，al'是最大

微接触切割面积 .微凸体的曲率半径为 R2 = (R -
δ )2 + ( r')2，忽略二阶小量可写为 ( r')2 = 2Rδ，代入到

式（3）可得：

R = (a')D/2
2(4 - D )πD/2G(D - 1) ( lnγ )1/2 （5）

分形维数D、分形参数G与接触面粗糙度的关系可

近似为［14］：D = 1.515/Ra0.088，G = 10(-8.259/Ra0.088 ).Kogut

 

 

图1 三维分形接触表面模拟

Fig.1 Simulated 3D fractal surfaces

图2 粗糙表面微凸体与刚性平面的接触

Fig.2 Contact between an asperity of composite rough surface and a
rigid plane
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等［15］将微凸体的变形可分为四个阶段：完全弹性、

弹塑性和完全塑性变形 .即当 δ < δc时微凸体处于

完全弹性状态；当 δc ≤ δ ≤ 6δc时微凸体处于第一

弹塑性状态；当 6δc < δ ≤ 110δc时微凸体处于第二

弹塑性状态；当 δ > 110δc时微凸体处于完全塑性

状态 .微凸体处于各个接触状态的接触载荷如表 1
所示［15］.

微凸体接触面由完全弹性到弹塑性变形的临

界变形量为：

δc = (πKH2E* )
2
R （6）

式中，H是材料的硬度，K是材料的硬度系数，K =
0.454 + 0.41v，v是软材料的泊松比 .将式（3）和式

（5）代入式（6），微凸体由完全弹性到弹塑性变形的

临界切割面积可表示为：

ac' = é
ë
êê27 - 2DπD - 1G2D - 2 lnγ ( E*KH )

2ù

û
úú

1/ (D - 1)

（7）
微凸体的法向接触刚度：

kn = dFe

dδ +
dFep1
dδ + dFep2

dδ （8）
根据文献［16］得到微凸体的切向接触刚度：

kτ = 4Gr
2 - v （9）

整个接触面的接触刚度可认为是处于完全弹

性、第一和第二弹塑性区的单个微凸体接触刚度的

总合 .因此整个接触面的法向接触刚度可表达为：

Kn = ∫
a'c

a'l
kne n (a')da' + ∫61/ (1 - D )a'ca'c

knep1 n (a')da

+∫1101/ (1 - D )a'c61/ (1 - D )a'c
knep2 n (a')da'

（10）

同样的，整个接触面的切向接触刚度可表达为：

Kτ = ∫1101/ (1 - D )a'ca'l
kτ n (a')da' （11）

切向和法向接触刚度随正压力和粗糙度的变

化如图3和图4所示 .由图可知，接触刚度随着正压

力的增加而增加，随着粗糙度的增加而减小 .接触

表面越粗糙意味着接触表面越尖锐，接触表面微凸

体在受到接触载荷时越容易发生塑性变形，因此接

触刚度会减小 .

1.3 摩擦系数

当微凸体同时受到法向载荷 F和切向载荷 T

共同作用时，微凸体表面的应力场目前还没有完整

的解析解，现有文献大多基于一定的假设条件对表

达式进行简化 .本文采用文献［8］中提出的假设，认

为微凸体的屈服发生在微凸体表面接触点的边缘，

接触点边缘的应力为：

T = 8σsa
π ( )6 - 3v + 8 ( )2v - 1

π ( )6 - 3v F （12）
式中σs为较软材料的屈服强度 .在法向载荷作用

下，接触界面上处于塑性变形的微凸体由于受到局

部接触载荷作用而发生塑性流动，将不能继续承受

切向载荷［17］.因此在计算静摩擦力只包括前两个状

态的微凸体，当接触面处于临界滑动状态时，接触

面将达到完全屈服，此时整个接触面所有微凸体所

承受的切向载荷即为最大静摩擦力Tt：

表1 接触变形及对应的接触载荷

Table 1 Contact deformation and corresponding contact load
Deformation
δ < δc

δc ≤ δ ≤ 6δc
6δc < δ ≤ 110δc

δ > δc

Contact load
Fe = 4/3E*R1/2 δ3/2

Fep1 = 2/3KHπRδc × 1.03(δ/δc) 1.425

Fnep2 = 2/3KHπRδc × 1.4 (δ/δc) 1.263
Fp = 2πRδH

图3 接触刚度随正压力的变化

Fig.3 Contact stiffness vs normal pressure

图4 接触刚度随粗糙度的变化

Fig.4 Contact stiffness vs roughness

50



第 4期 邱恒斌等：分形接触干摩擦模型及在围带叶片受迫响应分析中的应用

Tt = ∫
a'c

a'l
Tn (a')da' + ∫61/ (1 - D )a'ca'c

Tn (a')da' （13）
接触面的法向载荷为：

Fn = ∫
a'c

a'l
Fe n (a')da' + ∫61/ (1 - D )a'ca'c

Fep1 n (a')da' +

∫1101/ (1 - D )a'c61/ (1 - D )a'c
Fep2 n (a')da + ∫

a's

1101/ (1 - D )a'c
Fp n (a')da'

（14）
因此摩擦系数可以由式（15）得到：

μ = Tt
Fn

（15）
接触面摩擦系数随正压力和粗糙度的变化如图 5
和图 6所示 .由图可知，摩擦系数随着正压力的增

加而增加，随着粗糙度的增加而先增大后减小 .

2 干摩擦模型

叶片振动时，围带接触面会发生三维相对运

动，产生摩擦约束力 .为了模拟实际摩擦接触过程

中的微滑移现象，将围带接触区域被离散成一系列

接触单元，每个接触单元由一组接触点对来表征该

接触单元在摩擦接触运动过程中粘滞、滑移和分离

的摩擦运动状态 .
接触面上单个接触点对的模型如图 7所示 .接

触点对的接触刚度由式（10）和式（11）确定，摩擦系

数由式（15）确定 .A，B两点分别为互相接触的两个

平面上对应的接触点，用两个无质量的线性弹簧表

征接触刚度 .弹簧Kt表征接触面的切向接触刚度，

弹簧 Kn表征接触面间的法向接触刚度 .当接触面

做三维相对运动时，假设点 A与面 1始终保持粘

滞，而点B会沿着面 2产生粘滞或滑移的运动状态 .
在面 2的接触面上建立局部坐标系，在局部坐标系

中，点 A和点 B的位移分别定义为 ( xAk，yAk，zAk )和
( xBk，yBk，zBk )，点A和点B之间的相对位移定义为

法向相对位移：zk = zAk - zBk （16）
切向相对位移：uk = é

ë
ê

ù
û
ú

xAk - xBk
y Ak - yBk （17）

接触面间的法向接触正压力由接触面初始正

压力 n0、法向接触刚度 kn和法向相对位移 zk确定，

可由下式来计算：

f kn = {n0 + kn zk when zk ≥ -n0 /kn0 when zk < -n0 /kn （18）
若接触面初始正压力 n0为负，表示接触面存在初

始间隙；f kn 等于零，则表示接触面在此时刻发生分

离，接触点摩擦力为零 .接触面摩擦约束力就可由

点A和点B间的相对位移计算获得 .切向摩擦力 f kt
定义为：

f kt = { f kx，f ky } （19）
定义点A与点B之间的切向拉力Tk为：

Tk = uTk (K t )TK tuk （20）
如果Tk小于临界摩擦力 μf kn，则点B保持不动，若Tk
大于 μf kn，那么点 B将向点A滑动直至拉力 Tk等于

临界摩擦力μf kn .则切向摩擦力可以表示为：

f kt = { K tuk when Tk < μf kn
μf kn uk / || uk when Tk ≥ μf kn （21）

图5 摩擦系数随正压力的变化

Fig.5 Friction coefficient vs normal pressure

图6 摩擦系数随粗糙度的变化

Fig.6 Contact stiffness vs roughness

图7 单个摩擦接触点对模型

Fig.7 The model of a friction pair
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3 围带叶片响应

某真实围带叶片的有限元模型如图 8所示，采

用该发展的分形接触三维干摩擦模型和高阶谐波

平衡法［18］预测该围带叶片的受迫振动响应 .对叶片

轮盘施加固定约束，在叶片轴向上施加 p ( t ) =
50sinωt的激振力，接触面刚度及摩擦系数采用分

形接触模型计算，选取前 5阶谐波和前 5阶模态进

行响应计算 .为了研究接触面粗糙度对围带叶片减

振效果的影响，本文选取了表面粗糙度为 Ra=
1.6μm和Ra=2.2μm的两种情况，计算两种表面粗

糙度在不同初始正压力下叶片系统的振动响应，两

种粗糙度下叶片系统的幅频曲线如图 9和图 10
所示 .

由图 9和图 10可知，当接触面粗糙度不同时，

叶片的幅频曲线、共振幅值和共振频率均发生变

化，说明叶片的振动响应对接触面粗糙度较为敏

感 .就本文选取参数计算所得结果，在相同的初始

正压力下，表面粗糙度 1.6μm计算的共振幅值较表

面粗糙度 2.2μm的小 .同时发现该真实围带叶片的

响应没有出现摩擦锁死的动力学现象，这是因为实

际机组为了在振动过程中达到减振的目的，会选取

合适的初始正压力，防止出现摩擦锁死现象，这与

机组实际运行的情况相符 .
4 结论

本文基于三维干摩擦微滑移模型，发展了一种

分形接触干摩擦微滑移模型，用于计算考虑接触面

形貌的摩擦力 .在该模型中，摩擦接触面被离散成

一系列接触单元，每个接触单元由一组接触点对来

表征该接触单元的粘滞、滑移、分离的摩擦运动状

态 .采用分形几何模拟接触面形貌，基于分形理论

和赫兹接触理论，建立接触面粗糙度、正压力、弹性

模量、泊松比等参数与接触刚度和摩擦系数的关

系 .由接触刚度、摩擦系数和接触点对的相对位移

计算摩擦力 .
结果表明：该分形接触三维干摩擦模型能较好

地模拟接触面形貌，有效地考虑接触面形貌、正压

力等参数对摩擦力的影响 .其中接触刚度随着正压

力的增加而增加，随着粗糙度的增加而减小；摩擦

系数随着正压力增加而增加，随着粗糙度的增加，

先增大后减小；存在最优的初始正压力使叶片共振

幅值最小，共振频率随着初始正压力的增加而增

加；接触面形貌对围带叶片受迫振动响应有显著

影响 .
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A FRACTAL FRICTION CONTACT MODEL AND ITS
APPLICATION TO FORCED RESPONSE ANALYSIS OF A

SHROUDED BLADE

Qiu Hengbin1† Xu Zili2
（1.Beijing Institute of Structure and Environment Engineering，Beijing 100190，China）

（2.The State Key Laboratory for Strength and Vibration of Mechanical Structures，School of Aerospace，Xi’an Jiaotong
University，Xi’an 710049，China）

Abstract In order to study nonlinear vibration responses of a shrouded blade with friction contact interfaces，a fractal
friction contact model is developed to calculate the friction force with surface roughness based on three-dimensional mi⁃
cro-slip friction model being considered. In this model，the friction contact interface is discretized to a series of friction
contact units，and each of them is represented by a friction contact pair which can characterize stick，slip，or separate
states. The topography of contact surfaces is simulated by fractal geometry. The contact stiffness and friction coefficient
are calculated using the fractal geometry and Hertz contact theory，which are related to surface roughness，normal load，
Young’s modulus and Poisson’s ratio. The friction force is calculated by contact stiffness，friction coefficient and the rel⁃
ative displacement of friction contact pairs. The forced response of a real shrouded blade is predicted using the developed
model. The effects of surface roughness and initial normal load on the forced response of a shrouded blade are investigat⁃
ed. It is shown that the current model can predict response of a shrouded blade considering surface roughness. The con⁃
tact stiffness and friction coefficient vary with surface roughness，which affect friction forces. In the present model，the
contact stiffness increases with normal load and decreases with roughness，while the friction coefficient increases with
normal load and increases at first then decreases with roughness. The resonant amplitude of the shrouded blade can be
significantly affected by the initial normal load and contact surface roughness.
Key words fractal contact， friction model， contact stiffness， friction coefficient， nonlinear vibration
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