
第 １８卷第 ２期 ２０２０年 ４月
１６７２⁃６５５３ ／ ２０２０ ／ １８⑵ ／ ２１⁃８

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＤＹＮＡＭＩＣＳ ＡＮＤ ＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１８ Ｎｏ．２
Ａｐｒ． ２０２０

２０１８⁃０９⁃０４收到第 １稿，２０１９⁃０３⁃０６收到修改稿．
∗国家自然科学基金资助项目（１３３３２００４）
† 通讯作者 Ｅ⁃ｍａｉｌ：ｃｈｅｎｇｇｄ＠ ｄｌｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

绝对节点坐标法下斜率不连续问题处理方法讨论∗

张君茹　 程耿东†

（大连理工大学 工程力学系， 大连　 １１６０２４）

摘要　 Ｓｈａｂａｎａ提出的绝对节点坐标法，引入节点斜率坐标作为节点自由度描述转动．对于由梁板壳及块体

组成的组合结构，在结构节点处相交单元的节点斜率自由度不连续，这给组合结构的建模和分析带来特殊

的困难．本文讨论了文献中研究斜率不连续问题时的处理办法．在简要介绍绝对节点坐标法后，详细地讨论

了经典折梁算例和截面呈阶梯变化的直梁算例中斜率不连续问题．对这两个算例，本文采用约束函数法和现

有文献中的转换坐标方法，计算了在结构节点处相交杆件的轴向应变，对比这些数值结果，本文指出现有文

献中的转换坐标办法，忽视了斜率自由度和转角自由度的差别，从而不能正确给出斜率不连续处相交杆件

的轴向应变，需要进一步研究．
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引言

基于浮动坐标或绝对节点坐标的多体动力学

方法是柔性多体动力学两类主流方法［１，２］ ． 绝对节

点坐标法 （ Ａｂｓｏｌｕｔｅ Ｎｏｄａｌ Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ Ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ，
ＡＮＣＦ）是 Ｓｈａｂａｎａ等人 １９９６年［３］为了处理柔性体

大转动和大变形问题而提出的，该方法引入节点斜

率坐标作为节点自由度描述转动，不需要将柔性体

的全局位置矢量分解为大范围刚体运动矢量和局

部坐标下的弹性变形矢量，所建立的多体动力学方

程的广义质量矩阵为常数矩阵，不包含科氏和离心

惯性项，而且该列式能精确地描述结构刚体运动．
对于由梁板壳及块体组成的组合结构，采用基

于绝对节点法进行有限元建模时，斜率不连续是常

见的问题［４］ ．以杆系结构中的刚架结构为例，由于

节点是刚节点，与同一个节点连结的杆件除了各杆

端点的位移自由度相等，它们截面转角也相等．但
是，斜率自由度并不是转角，转角相同并不等同于

斜率自由度相等，一般地说，这些杆件的斜率自由

度不相等．在结构力学的有限元法中，利用节点处

各杆端点的位移和转角相等，可以进行单元刚度矩

阵的组装，大幅度减少独立自由度数量，提高求解

效率．但是，采用绝对节点坐标法时，如何由它们的

节点自由度表示出转角相等的连接条件，并应用于

多体系统的建模和分析是个困难问题［１０］ ．该问题

在文献中简称为斜率不连续（ ｓｌｏｐｅ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ） ．
处理这样的斜率不连续问题的一个方法，是由绝对

节点坐标法中各杆的节点自由度（包括位移及斜率

自由度）表示出各杆端面的转角，再将刚架节点处

各杆断面的转角相等的单元连接条件处理成约束

函数，采用拉格朗日乘子引入动力学方程中，使得

原方程变成带非线性约束的多体动力学方程．当多

体系统中的斜率不连续很多时，例如大量杆件组成

的刚架，动力学方程求解速度和收敛效率会降低．
Ｓｈａｂａｎａ和 Ｍｉｋｋｏｌａ等人［５］认识到斜率不连续

问题对于绝对节点坐标法的应用带来的困难，所
以，他们提出坐标转换的思想，引入中间单元坐标

系，将相连结杆件的不连续的斜率自由度转换成中

间单元坐标系中的自由度，采用的坐标转换矩阵是

常数矩阵［６，７］，这样做不仅仅保证了质量矩阵是常

数矩阵的性质，而且将单元之间非线性的连接条件

转换成关于节点自由度的线性函数，实现了将斜率

不连续结构带来的非线性约束消去，避免了斜率不

连续问题带来的非线性约束． Ｓｈａｂａｎａ 等人［５］对全
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参数绝对节点法单元引入中间单元坐标系，但是此

时的中间单元坐标系是全局坐标系，不适用于缩减

单元，然后，Ｓｈａｂａｎａ 和 Ｍａｑｕｅｄａ 等人［６］提出一种

新的中间单元坐标系，此时引入的中间单元坐标系

是初始时刻未变形的单元坐标系，该坐标转换不仅

仅适用于全参数单元，也适用于缩减单元．Ｂａｙｏｕｍｙ
等人［９］将 Ｓｈａｂａｎａ 等人提出的全参数单元的中间

坐标转换矩阵，用于风电叶片中大量斜率不连续结

构建模中．
本文针对文献中斜率不连续问题的解决办法

进行讨论，为了简化，本文只分析了绝对节点法中

经典缩减梁单元建模下的折梁和直梁算例．

１　 斜率不连续问题描述

折梁结构中斜率不连续问题是多篇文献中研

究的经典算例［７，８］ ．在这些文献中，折梁采用三维梁

单元或者缩减梁单元进行建模．为了简化起见，本
节将以绝对节点法二维缩减梁单元为对象，研究折

梁结构中斜率不连续问题，本文还给出了截面呈阶

梯形变化的直梁结构中存在的斜率不连续算例．
１．１　 绝对节点法缩减梁单元

对于绝对节点法缩减梁单元［１３］，采用平截面

假定，不考虑剪切变形，采用经典欧拉⁃伯努利梁单

元的形函数，其在长度方向是三次函数，高度方向

的位移可用中性层内的位移线性表达．梁单元节点

自由度，与结构力学中梁单元自由度不同，没有转

角自由度，而是采用斜率自由度表示单元的转动．
图 １给出了梁单元 ｊ，该梁单元上任意一点 Ｐ 的全

局坐标系位置矢量为：
ｒＰ ＝ ｒｘ ｉ＋ｒｙ ｊ （１）
采用梁单元的形函数 Ｓ ｊ 及单元自由度 ｅ ｊ，位

置矢量可以表示为：
ｒＰ ＝Ｓ ｊ（ｘＰ）ｅ ｊ （２）

其中，ｘＰ 表示点 Ｐ 在梁单元轴线上到原点的距离，
记梁单元的左右节点为 Ａ、Ｂ，ｅ ｊ 为该单元的单元自

由度，表示为：

ｅ ｊ ＝ ｅ ｊ
Ａ ｅ ｊ

Ｂ[ ]
Ｔ （３）

其中，ｅ ｊ
Ａ 和 ｅ ｊ

Ｂ 分别表示第 ｊ 号梁单元的左右节点

Ａ、Ｂ的节点自由度，可以进一步写成：

ｅ ｊ
Ｎ ＝ ｒｊＮ

∂ｒｊＮ
∂ｘ ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ

　 Ｎ∈｛Ａ，Ｂ｝ （４）

其中，ｒｊＮ 和
∂ｒｊＮ
∂ｘ ｊ

分别为第 ｊ 号梁单元端点 Ａ 或 Ｂ 的

节点位移自由度及节点斜率自由度．

图 １　 编号为 ｊ 的平面缩减梁单元

Ｆｉｇ．１　 Ｐｌａｎｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｅｄ ｊ

由图 １可知，梁轴线 ＡＢ在端点 Ｂ 的方向可以

角度 α ｊ
Ｂ 定义，其方向余弦为［ｃｏｓα ｊ

Ｂ，ｓｉｎα ｊ
Ｂ］ Ｔ，而该

点的斜率自由度为：
∂ｒｊＢ
∂ｘ ｊ
＝ ｆ ｊ
Ｂ［ｃｏｓα ｊ

Ｂ，ｓｉｎα ｊ
Ｂ］ Ｔ （５）

其中，ｆ ｊ
Ｂ ＝
∂ｒｊＢ
∂ｘ ｊ

， ｆ ｊ
Ｂ 与 Ｂ 点截面平均轴向应变 ε ｊ

Ｂ

之间的关系如下：

ε ｊ
Ｂ ＝
１
２
∂ｒｊＢ
∂ｘ ｊ
·
∂ｒｊＢ
∂ｘ ｊ
－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝
１
２
（ ｆ ｊ
Ｂ） ２－１( ) （６）

１．２　 折梁斜率不连续问题及非线性约束方程

折梁是指方向不一样的两根梁刚接在一起的

结构．简化模型如下图 ２所示．

图 ２　 折梁结构的简化模型

Ｆｉｇ．２　 Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｄｅｄ ｂｅａｍ

将二个梁单元分别编号为 ｊ、ｋ，ｘ ｊ 和 ｘｋ 分别表

示两个梁单元的坐标轴，其夹角为 θ．

２２
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第 ｊ 号单元的左右节点编号为 Ａ、Ｂ，第 ｋ 号单

元的左右节点编号为 Ｂ、Ｃ．由公式（４）知道，在 Ｂ
点，第 ｊ 号和 ｋ 号梁的 Ｂ节点位移自由度满足下列

关系：
ｒｊＢ ＝ ｒｋＢ （７）

但是，一般地说，
∂ｒｊＢ
∂ｘ ｊ
≠
∂ｒｋＢ
∂ｘｋ

（８）

这就是说 Ｂ节点处两侧的梁单元的斜率自由度不

相等，折梁结构为斜率不连续结构．下面给出折梁

结构斜率不连续带来的非线性约束方程．
由于两个梁单元的夹角为 θ，则
αｋ
Ｂ－α ｊ

Ｂ ＝ θ （９）
利用式（５），第 ｊ 号和第 ｋ 号梁单元的方向余

弦可以表示为

［ｃｏｓαｉ
Ｂ，ｓｉｎαｉ

Ｂ］ Ｔ ＝
１
ｆｉＢ

∂ｒｉＢ
∂ｘｉ
　 ｉ∈ ｊ，ｋ{ } （１０）

可得 Ｂ节点处两根梁的斜率自由度之间的非线性

关系：
∂ｒｋＢ
∂ｘｋ
＝
ｆｋＢ
ｆ ｊ
Ｂ

Ａｋ
ｊ

∂ｒｊＢ
∂ｘ ｊ

（１１）

其中，Ａｋ
ｊ 是坐标变换矩阵．

Ａｋ
ｊ ＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθ ｃｏｓθ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú （１２）

公式（１１）可以进一步化简为两根杆的斜率自

由度满足的非线性的约束方程：

ＣＢ（ｑ）＝
∂ｒｋＢ
∂ｘｋ
×Ａｋ

ｊ

∂ｒｊＢ
∂ｘ ｊ
＝ ０ （１３）

因此，此时要求解的多体动力学方程为

Ｍｑ̈＋ＣＴ，ｑλ＝Ｆ（ｑ）

Ｃ（ｑ）＝ ０{ （１４）

其中，Ｍ 为结构的常数质量矩阵，λ 为拉格朗日乘

子，Ｆ（ｑ）为非线性的弹性力向量，Ｃ（ｑ）＝ ０ 为约束

函数，在斜率不连续结构中，该约束函数为非线性

函数．公式（１４）中第一个方程是斜率不连续结构的

多体动力学方程，公式（１４）中第二个方程是多体

动力学方程的非线性约束，求解带非线性约束的多

体动力学方程非常复杂，而且斜率不连续结构中非

线性的约束定义也非常复杂．当系统中存在许多斜

率不连续的结构时，非线性约束方程数目增加，算
法的效率和收敛速度会降低．

１．３　 直梁斜率不连续问题及非线性约束方程

下面我们讨论方向一样但是面积不一样或者

弹性模量不一样的两根梁，刚接在一起形成的直

梁．简化模型如图 ３ 所示，采用如图 １ 相同的节点

和单元编号．

图 ３　 由 ２根短梁组成的直梁结构的简化模型

Ｆｉｇ．３　 Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒａｉｇｈｔ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇ

ｏｆ ｔｗｏ ｓｈｏｒｔ ｂｅａｍｓ

由于 ｘ ｊ 与 ｘｋ 的方向一致，θ＝ ０，由公式（９）得：
α ｊ
Ｂ ＝αｋ

Ｂ （１５）
但是，由于在 Ｂ点两个梁的面积不一样或者弹性模

量不一样，一般地说它们的应力不同，所以，Ｂ 点两

个梁的轴向应变不一样：
ε ｊ
Ｂ≠εｋ

Ｂ （１６）
由公式（６），可以得到：
ｆ ｊ
Ｂ≠ｆｋＢ （１７）
在 Ｂ节点两根梁的斜率自由度不相等：
∂ｒｊＢ
∂ｘ ｊ
≠
∂ｒｋＢ
∂ｘｋ

（１８）

与折梁斜率不连续问题的非线性约束的推导

过程类似，直梁斜率不连续问题的非线性约束表示

如（１３）所示，由于公式（１５）成立，θ ＝αｋ
Ｂ－α ｊ

Ｂ ＝ ０，Ａｋ
ｊ

变成单位矩阵．此时，直梁 Ｂ 点节点处的非线性约

束为

ＣＢ（ｑ）＝
∂ｒｋＢ
∂ｘｋ
×
∂ｒｊＢ
∂ｘ ｊ
＝ ０ （１９）

２　 文献中的处理办法

针对绝对节点坐标法在斜率不连续结构的建

模过程中带来的建模和数值求解困难，本文对文献

［６］提出的转换坐标系的方法进行研究和讨论．
２．１　 新坐标系的选择

文献［６］提出的坐标转换方法不仅应用在由

全参数单元组成的结构，也应用在缩减单元组成的

结构．以三维多体系统为例，选取系统中第 ｉ 个构件

上任意一个单元，单元编号为 ｊ，对单元进行坐标转

换时，需要用到 ４套坐标系，依次介绍如下．

３２
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图 ４中的 ＯＸＹＺ 坐标系是系统坐标系，也称全

局坐标系，ＯｉＸ ｉＹｉＺ ｉ 是第 ｉ 个体的参考坐标系，称为

体坐标系，该体坐标系与全局坐标系不一定平行，
Ｏｉ

ｊｘｉ
ｊｙｉ

ｊｚｉ ｊ 是第 ｉ 个体第 ｊ 号单元的参考坐标系．
Ｓｈａｂａｎａ等人提出中间单元坐标系 ＯＸ ｉ

ｊＹｉ
ｊＺ ｉ

ｊ 也是

第 ｉ 个体上第 ｊ 号单元的单元坐标系，初始时刻该

坐标系坐标轴方向与单元坐标系 Ｏｉ
ｊｘｉ

ｊｙｉ
ｊｚｉ ｊ 重合，

在运动过程中，该坐标系与体坐标系 ＯｉＸ ｉＹｉＺ ｉ 方向

总是固定在一起．

图 ４　 三维单元的 ４套坐标系示意图

Ｆｉｇ．４　 Ｆｏｕｒ ｓｅｔｓ ｏｆ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ｆｏｒ ｔｈｒｅｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

２．２　 新坐标系的应用

对斜率不连续结构，Ｓｈａｂａｎａ 通过常数的坐标

转换，将相连结杆件的斜率自由度转换到中间单元

坐标系中的斜率自由度，转换关系如下：
∂ｒｊＢ
∂ｘ ｊ
＝Ａ ｊｇＢ，

∂ｒｋＢ
∂ｘｋ
＝ＡｋｇＢ （２０）

其中，ｇＢ 为中间单元坐标系中的斜率自由度，Ａ ｊ 和

Ａｋ 为第 ｊ 号和第 ｋ 号单元的单元坐标系相对体坐

标系的旋转矩阵，对于二维问题，文献［８］给出的

表达式如下：

Ａｉ ＝
ｃｏｓαｉ

Ｂ －ｓｉｎαｉ
Ｂ

ｓｉｎαｉ
Ｂ ｃｏｓαｉ

Ｂ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， ｉ∈ ｊ，ｋ{ } （２１）

由于新单元坐标系与中间单元坐标系是固定

在一起的， Ａ ｊ、Ａｋ 是常数矩阵．通过常数的中间坐

标转换矩阵，能够保证绝对节点坐标法下常数质量

矩阵的主要优势．转换后的第 ｊ 号和第 ｋ 号梁单元

Ｂ节点自由度变成：

ｅ ｊＢ ＝ ｒｊＢ ｇＢ[ ]
Ｔ， ｅ ｋＢ ＝ ｒｋＢ ｇＢ[ ]

Ｔ （２２）

其中，ｅ ｊＢ 和ｅ ｋＢ 是转换坐标系后的节点自由度，它们

和 ｅ ｊ
Ｂ、ｅｋ

Ｂ 满足以下的关系：

ｅ ｊＢ ＝Ｔ ｊｅ ｊ
Ｂ， ｅ ｋＢ ＝Ｔｋｅ ｊ

Ｂ （２３）

Ｔ ｊ ＝
Ｉ ０
０ Ａ ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｔｋ ＝

Ｉ ０
０ Ａｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（２４）

并且，转换后的第 ｊ 号和第 ｋ 号梁单元 Ｂ 节点自由

度满足下列关系：

ｒｊＢ ＝ ｒｋＢ， ｅ ｊＢ ＝ ｅ ｋＢ （２５）
通过上述的坐标转换，如公式（２４）所示，第 ｊ

号和第 ｋ 号梁单元 Ｂ节点斜率自由度变得连续，这
样能够带来的好处是，能够消除多体动力学方程

（１４）中的约束函数，即多体动力学方程变成：

Ｍ ｑ̈ ＝Ｆ ｑ ( ) （２６）

其中，Ｍ 是转换坐标系后的常数质量矩阵，ｑ 是转

换坐标系后的结构自由度，Ｆ 是转换坐标系后的非

线性的弹性力向量，关于转换后的质量矩阵请见文

献［８］ ．文献［６］等认为新坐标系的引入有很大的

优势，一方面是能够保证坐标转换后的结构质量矩

阵仍然是常数矩阵，另外一方面是能够消去多体动

力学方程中的约束函数，这为动力学方程的建模和

求解带来很大的便利．
２．３　 新坐标系带来的影响

尽管新坐标系带来了动力学方程的建模和求

解的便利，但是新坐标系的引入带来的影响需要进

一步的讨论．
由公式（２１）得 Ａ ｊ( ) ＴＡ ｊ ＝（Ａｋ） ＴＡｋ ＝ Ｉ，进而，

∂ｒｊＢ
∂ｘ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ ∂ｒｊＢ
∂ｘ ｊ
＝ｇＴＢ（Ａ ｊ） ＴＡ ｊｇＢ ＝ｇＴＢｇＢ

∂ｒｋＢ
∂ｘｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ ∂ｒｋＢ
∂ｘｋ
＝ｇＴＢ（Ａｋ） ＴＡｋｇＢ ＝ｇＴＢｇＢ （２７）

又由公式（７）得到：

∂ｒｊＢ
∂ｘ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ ∂ｒｊＢ
∂ｘ ｊ
＝（ ｆ ｊ

Ｂ） ２，
∂ｒｋＢ
∂ｘｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ ∂ｒｋＢ
∂ｘｋ
＝（ ｆｋＢ） ２ （２８）

观察（２７）和（２８），发现必须满足：
ｆ ｊ
Ｂ ＝ ｆｋＢ （２９）

所以，文献［６］的方法实际上假设了在 Ｂ点，第 ｊ 号
和第 ｋ 号梁单元的轴向应变相等．但是，在斜率不

连续的结构中，Ｂ点处不同梁单元上的轴向应变不

一定相等．下面通过算例来观察文献［６］中的方法

对应变计算带来的影响．

４２
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３　 算例

本文取了两种斜率不连续的代表性算例，分别

是两根梁轴线一致，但面积不相同的直梁算例和轴

线方向不相同的折梁算例．为了验证文献［６］的方

法中假设，我们对两种方法计算得到的轴向应变进

行比较．第一个方法是采用带约束函数的多体动力

学方程，见公式（１４），计算斜率不连续处的应变．第
二个方法是使用文献［６］的方法，见公式（２６），计
算斜率不连续处的应变，比较二者应变．
３．１　 算例一

考虑如下图 ５所示的直梁，从水平位置开始自

由下落，Ａ 端铰接，Ｂ 点是刚接点，Ｃ 端自由，取重

力加速度为 ９．８１ｍ ／ ｓ２，其他参数见表 １．
表 １　 直梁参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｄａｔａ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒａｉｇｈｔ ｂｅａｍ

Ｓｔｒａｉｇｈｔ ｂｅａｍ Ｓｙｍｂｏｌ Ｖａｌｕｅ
Ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ＡＢ（ｍ） Ｌ１ ０．９
Ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ＢＣ（ｍ） Ｌ２ ０．９

Ｗｉｄｔｈ ｏｆ ＡＢ ｏｒ ＢＣ（ｍ） Ｂ ０．０３２５
Ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ＡＢ（ｍ） Ｈ１ ０．００８
Ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ＢＣ（ｍ） Ｈ２ ０．００４（０．００２，０．００１）
Ｄｅｎｓｉｔｙ（ｋｇ ／ ｍ３） ρ ２７６６

Ｅｌａｓｔｉｃ Ｍｏｄｕｌｕｓ（ＧＰａ） Ｅ ６．８９５

图 ５　 面积不一样的直梁简化模型

Ｆｉｇ．５　 Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒａｉｇｈｔ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｒｅａ

每根梁划分 ４、８、３２ 个单元，时间积分步长为

０．０１ｓ，积分总时长为 ２．５ｓ． 采用 ２ 种方法算出在

０．６ｓ时，截面面积不连续 Ｂ 点处左右单元的中性层

的轴向应变． 图 ６（ａ）、（ｂ）分别采用文献中的坐标

转换法及约束函数法．随着单元数量的增加，这两

个图中 Ｂ点处中性层的轴向应变结果均趋于收敛．
但是，图 ６（ａ）说明，采用文献中的坐标转换法，要
精确算出应变分布结果需划分大量单元． 图 ６（ｂ）
采用约束函数法，即使采用 ４ 个单元，也能够准确

地描述轴向应变的跳跃．
为了进一步比较两种方法，取出每根梁划分

３２个梁单元的应变结果，第二根梁考虑了三个不

同的高度，其结果如图 ７ 所示，图中放大斜率不连

续处应变，缩小比较区间，只关注梁长度方向 ０．８ ～
１ｍ区间内中性层轴向应变变化．

图 ６　 梁长度方向中性层上的轴向应变分布

Ｆｉｇ．６　 Ａｘｉａｌ ｓｔｒａｉｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｎｅｕｔｒａｌ ｌａｙｅｒ ａｌｏｎｇ

ｔｈｅ ｂｅａｍ ｌｅｎｇｔｈ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图 ７　 第二根梁的高度变化时梁长度方向 ０．８～１ｍ中性层上

的轴向应变分布情况

Ｆｉｇ．７　 Ａｘｉａｌ ｓｔｒａｉｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ０．８～１ｍ ｎｅｕｔｒａｌ ｌａｙｅｒ ａｌｏｎｇ

ｔｈｅ ｂｅａｍ ｌｅｎｇｔｈ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｂｅａｍ ｃｈａｎｇｅｓ

在斜率不连续处，因为采用了 ３２ 个单元剖分

５２
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梁，每个单元的长度很小，单元上分布的重力和惯

性力转换到 Ｂ点上的节点力很小，Ｂ点两侧梁的内

力近似相等，弹性模量相等时，二根梁的轴向应变

比应该近似反比于其面积比． 对于两根杆件的面积

比分别是 ２、４、８ 的情况，使用带约束函数的方法

时，算出 Ｂ点左右截面的轴向应变比近似为 １ ∶２、
１ ∶４、１ ∶８，见表 ２，但是使用文献［６］的方法时，这些

轴向应变比始终是 １ ∶１，见表 ３．
所以，在该直梁算例中，以上的结果证明了文

献［６］的方法不能准确给出斜率不连续处的相邻

杆件的轴向应变．
表 ２　 带约束方法下 Ｂ点左右截面的轴向应变

Ｔａｂｌｅ ２　 Ａｘｉａｌ ｓｔｒａｉｎ ｏｆ ｌｅｆｔ ａｎｄ ｒｉｇｈｔ ｓｅｃｔｉｏｎ ｉｎ Ｂ ｐｏｉｎｔ

ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ

Ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ
ＢＣ（ｍ）

Ａｘｉａｌ ｓｔｒａｉｎ ｏｆ
ｌｅｆｔ ｓｅｃｔｉｏｎ

Ａｘｉａｌ ｓｔｒａｉｎ ｏｆ
ｒｉｇｈｔ ｓｅｃｔｉｏｎ

０．００４ ６．１６×１０－６ １．２３×１０－５

０．００２ ４．３１×１０－６ ２．９８×１０－５

０．００１ ３．９９×１０－６ ３．５４×１０－５

表 ３　 文献［６］方法下 Ｂ点左右截面的轴向应变

Ｔａｂｌｅ ３　 Ａｘｉａｌ ｓｔｒａｉｎ ｏｆ ｌｅｆｔ ａｎｄ ｒｉｇｈｔ ｓｅｃｔｉｏｎ ｉｎ Ｂ ｐｏｉｎｔ

ｕｎｄｅｒ ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ ［６］ ｍｅｔｈｏｄ

Ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ
ＢＣ（ｍ）

Ａｘｉａｌ ｓｔｒａｉｎ ｏｆ
ｌｅｆｔ ｓｅｃｔｉｏｎ

Ａｘｉａｌ ｓｔｒａｉｎ ｏｆ
ｒｉｇｈｔ ｓｅｃｔｉｏｎ

０．００４ ８．２０×１０－６ ８．２０×１０－６

０．００２ ９．３８×１０－６ ９．３８×１０－６

０．００１ ７．４８×１０－６ ７．４８×１０－６

３．２　 算例二

考虑如图 ８所示的折梁，从水平位置开始自由

下落，Ａ 端铰接，Ｂ 点是刚接点，Ｃ 端自由，取重力

加速度为 ９．８１ｍ ／ ｓ２，其他参数见表 ４．

图 ８　 方向不一样的折梁的简化模型

Ｆｉｇ．８　 Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｄｅｄ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ

表 ４　 折梁参数

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｄａｔａ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｄｅｄ ｂｅａｍ

Ｆｏｌｄｅｄ ｂｅａｍ Ｓｙｍｂｏｌ Ｖａｌｕｅ
Ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ＡＢ（ｍ） Ｌ１ ０．２５
Ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ＢＣ（ｍ） Ｌ２ ０．２５

Ｗｉｄｔｈ ｏｆ ＡＢ ｏｒ ＢＣ（ｍ） Ｂ ０．０２
Ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ＡＢ ｏｒ ＢＣ （ｍ） Ｈ ０．０２
Ｄｅｎｓｉｔｙ （ｋｇ ／ ｍ３） ρ ７０００

Ｅｌａｓｔｉｃ Ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ＡＢ（ＧＰａ） Ｅ１ ０．１
Ｅｌａｓｔｉｃ Ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ＢＣ（ＧＰａ） Ｅ２ ０．１

在有限元计算中，每根梁划分 ８ 个单元，整个

梁结构划分 １６ 个梁单元，时间积分步长为 ０．０１ｓ，
积分总时长为 ０．６ｓ．采用 ２ 种方法算出在 ０．１ｓ 时，
斜率不连续处左右单元的 Ｂ 点处中性层的轴向应

变．
在 Ｂ点，因为两根梁的方向不一样，所以，第二

根梁的轴向应变与第一根梁的轴向应变一般不相

等．为了比较两种方法的应变，放大该 Ｂ 点附近的

应变，缩小比较的区间范围，图 ９中，横坐标是沿着

梁的轴线的距离（在 ０．２５ｍ处梁的轴线发生了方向

变化），给出了第一根梁 ０．２ ～ ０．２５ｍ 处及第二根梁

０～０．０５ｍ处中性层上的轴向应变分布情况．

图 ９　 ＡＢ梁长度方向 ０．２～０．２５ｍ和 ＢＣ梁长度方向 ０～０．０５ｍ

中性层上的轴向应变分布情况

Ｆｉｇ．９　 Ａｘｉａｌ ｓｔｒａｉｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ０．２～０．２５ｍ ｎｅｕｔｒａｌ ｌａｙｅｒ ａｌｏｎｇ

ＡＢ ｌｅｎｇｔｈ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｏｎ ｔｈｅ ０～０．０５ｍ ｎｅｕｔｒａｌ ｌａｙｅｒ ａｌｏｎｇ

ＢＣ ｌｅｎｇｔｈ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

表 ５　 两种方法下 Ｂ点左右截面的轴向应变

Ｔａｂｌｅ ５　 Ａｘｉａｌ ｓｔｒａｉｎ ｏｆ ｌｅｆｔ ａｎｄ ｒｉｇｈｔ ｓｅｃｔｉｏｎ ｉｎ Ｂ ｐｏｉｎｔ
ｕｎｄｅｒ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ

Ｍｅｔｈｏｄｓ Ａｘｉａｌ ｓｔｒａｉｎ ｏｆ
ｌｅｆｔ Ｓｅｃｔｉｏｎ

Ａｘｉａｌ ｓｔｒａｉｎ ｏｆ
ｒｉｇｈｔ Ｓｅｃｔｉｏｎ

Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ８．４７×１０－５ ５．３９×１０－５

ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ［６］ ６．９３×１０－５ ６．９３×１０－５

６２
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由图 ９ 和表 ５ 得到，使用带约束函数的方法

时，算出 Ｂ点左右截面的轴向应变不相等，但是使

用文献［６］的方法时，算出 Ｂ 点左右截面的轴向应

变相等．所以，在折梁算例中，以上的结果也证明了

文献［６］的方法确实有斜率不连续处轴向应变相

等的假设．

４　 结论

本文研究了文献［６］中斜率不连续问题的处

理方法．通过比较算例中斜率不连续处左右截面的

轴向应变，发现文献［６］的方法不能准确给出在斜

率不连续处连结的杆件的轴向应变． 值得注意的

是，在采用绝对节点坐标法研究旋转梁的刚化效应

时［１１］，由于绝对节点坐标法缺乏转角自由度，此文

献也通过坐标转换的方式来实现转角边界条件的

施加，但是，此文坐标转换矩阵是时变矩阵，转换后

的质量矩阵非常矩阵，出现了科氏和离心惯性项，
影响了绝对节点坐标法的优势．这样的问题也存在

于梁板壳及其组合结构，也存在于将绝对节点坐标

法的单元和其他方法单元如何连接的问题中［１２］ ．
因此，绝对节点坐标法下斜率不连续问题的解决办

法需要进一步研究，例如研究对于轴向应变足够小

的问题，文献中的坐标转换法是否可以作为一种近

似方法使用．
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