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摘要　 本文研究了一种二维分布式陀螺结构的扭转振动的能带结构特性．该结构原胞由陀螺、外框架、扭转

弹簧组成，通过角动量定理得到动力学方程，再由 Ｂｌｏｃｈ 定理得到色散关系并分析其能带结构特性．在理论

上研究了三个重要的结构参数：角动量、转动惯量、扭转刚度对能带结构的影响，同时通过数值方法对带隙

特性进行分析，所得数值结果与理论结果吻合较好，证明了结构中带隙的存在．
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引言

振动是一种广泛存在于自然界中的运动，它在

结构或者介质中以波的形式传递．在实际的工程结

构中，由于零件加工的精度或者磨损问题，都会导

致振动产生．而振动又会加速工程结构中的零件磨

损，剧烈的振动还会导致结构毁坏，造成安全隐患

和经济损失．因此，对结构的振动特性进行分析［１，２］

和控制一直都是工程中的研究重点．声子晶体是一

种人造的周期结构，由于其能带结构的带隙特性能

使频率在带隙范围内的振动受到抑制，因此而受到

广泛关注．
刘正猷等［３］提出了一种局域共振型声子晶体．

他们将铅球用硅胶包裹，并将其置入树脂基体中．
通过实验证明了这类材料中带隙中央频率的值比

结构晶格常数小了两个数量级，而且其带隙的产生

机理并非布拉格散射，而是源自于结构的局域共

振．这类材料的带隙产生机理使得要在低频处获得

带隙不再依赖于结构尺寸． Ｇｏｆｆａｕｘ 等［４］ 对刘正猷

的模型进行分析，得出类似的二维声子晶体结构也

存在类似的性质，同样存在由于结构局域共振引起

的带隙．之后 Ｇｏｆｆａｕｘ［５］ 等将重圆柱置于方格上，并
将其侵入软多聚物中，并用硬网格分开，通过对比

有无方框的结构证明了布拉格带隙对波的衰减能

力要强于局域共振型带隙．Ｌｉｕ 等［６］ 通过研究三组

元局域共振声子晶体的等效参数，发现在这种结构

带隙内存在负等效密度效应．Ａ．Ｋｈｅｌｉｆ［７］ 等将石英

嵌入环氧树脂中，通过分析嵌入柱状高度和晶格常

数的比值，确定了该比值对带隙带宽的影响，并且

指出相同结构在三维和二维情况下能带结构的不

同．Ｓｈｅｎｇ 等［８］对局域共振型声子晶体的等效介质

理论进行了研究，并指出局域共振单元使得声子晶

体的等效质量密度发生了重大变化，因此在一定条

件下能实现负质量密度．Ｓａｍ Ｈｙｅｏｎ Ｌｅｅ［９］等研究了

一种负模量的管结构，发现其负模量存在于在 ０Ｈｚ
～４５０Ｈｚ 的频率范围内，并在该频率范围内对波有

大幅度的衰减作用．Ｈｕａｎｇ 等［１０］研究了负有效质量

密度局域共振型超材料对波的衰减机理，从能量的

角度解释了波衰减的原因．Ｌｉａｎｇ 等［１１］通过实验，对
声波进行整流，将超晶格材料同非线性材料耦合，
实现了声学二极管效应．Ｃｈｅｎｇ［１２］ 等将钢管置入管

道中，通过理论和数值得到该结构的色散关系，然
后通过仿真验证其二极管效应．Ｍａｒｃｏ Ｍｉｎｉａｃｉ［１３］ 等
人研究了蜘蛛网状结构的声学超材料．通过对比不

同的结构和结构的组成材料，分析了影响其带隙产

生的因素，并且证明了这种结构中存在着由不同机

理产生的带隙． Ｓｈｕ 等［１４］ 研究了管状局域共振结

构，并同普通的柱状局域结构进行对比，发现管状

结构能产生更宽范围的带隙． Ｒ． Ｃｈａｕｎｓａｌｉ 等［１５］ 研

究了非线性弹性力的结构，这种结构能呈现无损耗
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通过和强烈衰减两种极端效果．黄飞等［１６］ 将椭圆

柱体引入二维声子晶体中，证明了声波禁带结构与

填充率、椭圆柱体截面形状及旋转角度有关．
目前，针对声子晶体的研究主要是在于提出创

新性的模型，分析新模型的动力学特性．本文提出

一种新型二维陀螺结构，首先对模型进行建模分析

得到动力学方程，然后研究系统参数对带隙的影

响，最后通过数值方法验证结构对振动的抑制作

用，证明了带隙的存在．

１　 二维平面陀螺声子晶体

二维分布式陀螺结构如图 １ 所示，该结构原胞

由单个陀螺和外框架组成，框架之间用弹簧连接，
呈直角四边形排列．陀螺被安装在外框架上，不受

力状态下陀螺自转轴沿着 ｚ 轴．在该模型中假设弹

簧只提供扭矩，不提供水平的拉力，所以只考虑陀

螺和框架整体的扭转角度，不考虑平移．框架绕 ｘ
轴的旋转角为 θ，绕 ｙ 轴的旋转角为 φ，沿着坐标轴

正向旋转为正．

图 １　 二维分布式陀螺结构

Ｆｉｇ．１　 ２⁃Ｄ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｇｙｒｏｓｃｏｐｅｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

按照上述假设，根据角动量定理，建立该模型

的动力学方程．针对第 ｍ 行（沿着 ｘ 轴方向），第 ｎ
列（沿着 ｙ 轴方向）的第（ｍ，ｎ）个陀螺进行建模．如
图 ２ 所示进行受力分析，得到以下两个方程，其中

沿 ｘ 轴的运动为：
Ｉθ̈ｍ，ｎ ＝ ｃｙ（θｍ，ｎ＋１－２θｍ，ｎ＋θｍ，ｎ－１）＋

ｃｘ（θｍ＋１，ｎ－２θｍ，ｎ＋θｍ－１，ｎ）－Ｈφ̇ｍ，ｎ （１）
沿 ｙ 轴的运动为：

Ｉφ̈ｍ，ｎ ＝ ｃｙ（φｍ，ｎ＋１－２φｍ，ｎ＋φｍ，ｎ－１）＋

ｃｘ（φｍ＋１，ｎ－２φｍ，ｎ＋φｍ－１，ｎ）＋Ｈθ̇ｍ，ｎ （２）

式中，Ｉ 为陀螺绕 ｘ 轴、ｙ 轴的转动惯量，ｃｘ、ｃｙ 分别

为沿着 ｘ、ｙ 方向弹簧的扭转刚度，Ｈ＝ ＩｚΩ 为陀螺的

自转角动量，Ｉｚ 为陀螺绕转轴的转动惯量，Ω 为陀

螺自转转速．

图 ２　 陀螺的受力分析

Ｆｉｇ．２　 Ｆｏｒｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｇｙｒｏｓｃｏｐｅ

利用 Ｂｌｏｃｈ 定理，对上述方程进行求解，设解

得形式如下：
θｍ，ｎ ＝Ａｅｉαｍａｅｉβｎｂｅｉωｔ

φｍ，ｎ ＝Ｂｅｉαｍａｅｉβｎｂｅｉωｔ
（３）

其中，Ａ、Ｂ 为振幅，α 为沿着 ｘ 轴波数，β 为沿着 ｙ
轴波数，ω 为角频率，ａ 和 ｂ 分别为 ｘ 轴和 ｙ 轴上相

邻两陀螺之间的距离．
将式（３）带入式（１）和（２）中，得到如下色散方

程：
（ｃｙｅ

－ｉβｂ＋ｃｘｅ
－ｉαａ＋Ｉω２－２ｃｙ－２ｃｘ＋

ｃｘｅｉαａ＋ｃｙｅｉβｂ）Ａ＋ｉＨωＢ＝ ０ （４）
ｉＨωＡ＋（ｃｙｅ

－ｉβｂ＋ｃｘｅ
－ｉαａ＋Ｉω２－２ｃｙ－２ｃｘ＋

ｃｘｅｉαａ＋ｃｙｅｉβｂ）Ｂ＝ ０ （５）
将（４）、（５）两式表达成矩阵的形式：

６２４
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ｃｙｅ

－ｉβｂ＋ｃｘｅ
－ｉαａ＋Ｉω２－２ｃｙ－２ｃｘ＋ｃｘｅｉαａ＋ｃｙｅｉβｂ －ｉＨω

ｉＨω ｃｙｅ
－ｉβｂ＋ｃｘｅ

－ｉαａ＋Ｉω２－２ｃｙ－２ｃｘ＋ｃｘｅｉαａ＋ｃｙｅｉβｂ
æ

è

çç

ö

ø

÷÷

Ａ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ （６）

对其系数矩阵行列式进行求解：
ｃｙｅ

－ｉβｂ＋ｃｘｅ
－ｉαａ＋Ｉω２－２ｃｙ－２ｃｘ＋ｃｘｅｉαａ＋ｃｙｅｉβｂ －ｉＨω

ｉＨω ｃｙｅ
－ｉβｂ＋ｃｘｅ

－ｉαａ＋Ｉω２－２ｃｙ－２ｃｘ＋ｃｘｅｉαａ＋ｃｙｅｉβｂ
＝ ０ （７）

可得色散方程：
（ｃｙｅ

－ｉβｂ＋ｃｘｅ
－ｉαａ＋Ｉω２－２ｃｙ－２ｃｘ＋ｃｘｅｉαａ＋ｃｙｅｉβｂ） ２

＝（ωＨ） ２ （８）
再对其进行求解，得到色散关系：

ω１，２ ＝
±Ｈ＋ Ｈ２－８Ｉ（ｃｙ（ｃｏｓβｂ－１）＋ｃｘ（ｃｏｓαａ－１））

２Ｉ
（９）

式（９）中 ω 是一个关于 α 和 β 的二元函数．

２　 带隙计算

为了解二维平面陀螺声子晶体的带隙特性，现在

研究系统参数对色散曲面结构的影响．图 ３ 所示的色

散曲面参数为： ａ ＝ ｂ ＝ ０．１ｍ，ｃｘ ＝ ｃｙ ＝ ４Ｎ·ｍ ／ ｒａｄ，
Ｉ＝ １ｋｇ·ｍ２，Ｈ＝ ＩｚΩ＝ １ｋｇ·ｍ２·ｒａｄ ／ ｓ 并以此参数

作为标准参数．

图 ３　 色散曲面

Ｆｉｇ．３　 Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｓｕｒｆａｃｅｓ

下面通过改变结构中的参数来研究带隙的变

化，每次只改变一个参数．图 ４ 为自转角动量变化

对色散曲面的影响，从图中能观察到随着角动量 Ｈ
增大，两曲面的间距逐渐增加，带隙范围逐渐增大．
同时上曲面频率变高，下曲面频率变小．

图 ５ 为色散曲面随着扭转刚度的变化．（ ａ）和
（ｂ）为两个方向扭转刚度同时从 １ 到 ４０ 增大，此时

曲面间距离逐渐减小，两曲面频率同时增大．

图 ４　 色散曲面随自转角动量变化

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｃｈａｎｇｅ ｗｉｔｈ ａｎｇｕｌａｒ ｍｏｍｅｎｔ

７２４
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图 ５　 色散曲面随扭转刚度的变化

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｃｈａｎｇｅ ｗｉｔｈ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

图 ６ 为色散曲面随着转动惯量的变化，转动惯

量 Ｉ 从 ０．１ 增加到 １０，两曲面的距离逐渐减小，曲
面的频率也随着减小．

图 ６　 色散曲面随转动惯量的变化

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｓｕｒｆａｃｅ ｃｈａｎｇｅ ｗｉｔｈ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ

３　 数值计算

现在通过数值方法对基于（１）、（２）两个动力

学方程所得的色散曲面图中的带隙进行验证．为求

得模型的透射率，现取 ２０×２０ 个陀螺进行计算．首
先定义透射率 Ｔ（Ｔｒａｎｓｍｉｔｔａｎｃｅ），计算公式为：

Ｔ＝
ｍａｘ（ γ２０，２０ ）
ｍａｘ（ γ１，１ ）

（５）

其中，γ２ ＝θ２＋φ２，表示总的位移，γ２０，２０，γ１，１分别为第

（２０，２０）和第（１，１）个陀螺的总位移．现假设系统参

数为：ａ＝ ｂ＝ ０．１ｍ，ｃｘ ＝ ｃｙ ＝ ４Ｎ·ｍ ／ ｒａｄ，Ｉ ＝ １ｋｇ·ｍ２，
Ｈ＝ ＩｚΩ＝ １０ｋｇ·ｍ２·ｒａｄ ／ ｓ，其色散曲面结构如图 ７
所示．

图 ７　 ａ＝ ｂ＝ ０．１ｍ，ｃｘ ＝ ｃｙ ＝ ４Ｎ·ｍ ／ ｒａｄ，Ｉ＝ １ｋｇ·ｍ２，

Ｈ＝ ＩｚΩ＝ １０ｋｇ·ｍ２·ｒａｄ ／ ｓ 时的能带结构

Ｆｉｇ．７　 Ｂａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｆｏｒ ａ＝ ｂ＝ ０．１ｍ，ｃｘ ＝ ｃｙ ＝ ４Ｎ·ｍ ／ ｒａｄ，

Ｉ＝ １ｋｇ·ｍ２，Ｈ＝ ＩｚΩ＝ １０ｋｇ·ｍ２·ｒａｄ ／ ｓ

其中，带隙频率范围为 ω ＝ ２～１０ｒａｄ．在第（１，１）个陀

螺上作用一个方向沿着 ｘ 轴的外激 Ｍｘ ＝ ｓｉｎ（ωｘ ｔ），
令 ωｘ 从 ０ 增大到 １２，计算不同外激励频率情况下

系统的 Ｔ 值，并画出系统透射率图像，计算结果如

下图所示．

图 ８　 ａ＝ ｂ＝ ０．１ｍ，ｃｘ ＝ ｃｙ ＝ ４Ｎ·ｍ ／ ｒａｄ，Ｉ＝ １ｋｇ·ｍ２，

Ｈ＝ ＩｚΩ＝ １０ｋｇ·ｍ２·ｒａｄ ／ ｓ 时透射率

Ｆｉｇ．８　 Ｔｒａｎｓｍｉｔｔａｎｃｅ ｆｏｒ ａ＝ ｂ＝ ０．１ｍ，ｃｘ ＝ ｃｙ ＝ ４Ｎ·ｍ ／ ｒａｄ，

Ｉ＝ １ｋｇ·ｍ２，Ｈ＝ ＩｚΩ＝ １０ｋｇ·ｍ２·ｒａｄ ／ ｓ

图中横坐标为外激励频率 ωｘ，纵坐标为 Ｔ．在

８２４
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外激励频率为［２－１０ｒａｄ ／ ｓ］时，Ｔ 值跟其他频率区

间相比明显略小，这表明振动受到明显抑制，而这

段频率范围基本对应于图 ７ 中的带隙范围．

图 ９　 不同外激励下的陀螺位移图

Ｆｉｇ．９　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｇｙｒｏｓｃｏｐｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｘｉｃｔａｔｉｏｎ

图 ９ 中（ａ）、（ｂ）、（ｃ）三幅图是在一段时间范

围内，不同频率激励作用下所有陀螺的最大位移

图，三幅图对应的外激励频率分别为 ωｘ ＝０．８、ωｘ ＝７、
ωｘ ＝ １２．１，这三个频率分别处于图 ７ 中的下曲面、带
隙、上曲面范围内． （ａ）、（ｃ）两幅图的位移最大值

约为 ０．５，（ｂ）中的位移最大值约为 ０．２．图（ｂ）的位

移值明显低于图（ａ）和图（ｃ），而图（ｂ）的外激励频

率处于带隙范围内，因此，表明频率在带隙内的振

动在该结构中的传播受到了明显的抑制．
若固定其他参数不变，只改变角动量 Ｈ，使

Ｈ＝ ６，根据（９）式，当 Ｈ 变化时两个频率的值发生

变化，如图 １０ 所示能带结构也因此发生变化．两曲

面间的带隙频率范围变为［３～６ｒａｄ ／ ｓ］ ．同样使外激

励频率 ωｘ 从 ０ 增大到 １２，计算 Ｈ＝ ６ 时系统的透射

率，结果如下：

图 １０　 ａ＝ ｂ＝ ０．１ｍ，ｃｘ ＝ ｃｙ ＝ ４Ｎ·ｍ ／ ｒａｄ，Ｉ＝ １ｋｇ·ｍ２，

Ｈ＝ ＩｚΩ＝ ６ｋｇ·ｍ２·ｒａｄ ／ ｓ 时的能带结构

Ｆｉｇ．１０　 Ｂａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｆｏｒ ａ＝ ｂ＝ ０．１ｍ，ｃｘ ＝ ｃｙ ＝ ４Ｎ·ｍ ／ ｒａｄ，

Ｉ＝ １ｋｇ·ｍ２，Ｈ＝ ＩｚΩ＝ ６ｋｇ·ｍ２·ｒａｄ ／ ｓ

图 １１　 ａ＝ ｂ＝ ０．１ｍ，ｃｘ ＝ ｃｙ ＝ ４Ｎ·ｍ ／ ｒａｄ，Ｉ＝ １ｋｇ·ｍ２，

Ｈ＝ ＩｚΩ＝ ６ｋｇ·ｍ２·ｒａｄ ／ ｓ 时的透射率

Ｆｉｇ．１１　 Ｔｒａｎｓｍｉｔｔａｎｃｅ ｆｏｒ ａ＝ ｂ＝ ０．１ｍ，ｃｘ ＝ ｃｙ ＝ ４Ｎ·ｍ ／ ｒａｄ，

Ｉ＝ １ｋｇ·ｍ２，Ｈ＝ ＩｚΩ＝ ６ｋｇ·ｍ２·ｒａｄ ／ ｓ

由于自转角动量的改变使系统的能带结构发

生变化，从而导致了带隙范围也发生变化，因此，系
统的透射率也发生改变．图中透射率处于较低值的

频率范围为［３～６ｒａｄ ／ ｓ］、［１０～１２ｒａｄ ／ ｓ］ ．图 １２ 为不

同频率外激励作用下系统的位移图．图（ａ）的频率

为 ωｘ ＝ １，该频率处于通带范围内，陀螺的位移基本

在 ０．０５ 以上，图（ｂ）、（ｃ）的频率分别为 ωｘ ＝ ５、１１
于带隙内，陀螺的位移基本小于 ０．０５．通过对比三

个图中陀螺的位移大小，能看到频率处于带隙范围

内的振动确实受到了抑制．

９２４
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图 １２　 不同外激励下的陀螺位移图

Ｆｉｇ．１２　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｇｙｒｏｓｃｏｐｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｘｉｃｔａｔｉｏｎ

４　 结论

在二维分布式陀螺结构的色散关系中，能够改

变带隙特性的主要参数有：Ｉ、Ｈ、ｃｘ、 ｃｙ ．当 Ｉ 逐渐增

大时，上下曲面的间距逐渐减小，带隙随之减小，同
时曲面所占频率范围也减小；当 Ｈ 逐渐增大时，曲
面间距逐渐增大，带隙范围随之增大，此时上曲面

频率逐渐变大，下曲面频率逐渐减小；当 ｃｘ、 ｃｙ 都

增大时，曲面间距逐渐减小，带隙范围也逐渐减小，
两张曲面的频率范围同时增大．通过数值计算分

析，当振动频率处于带隙范围内时，结构对振动有

着相对明显的抑制作用，而频率处于通带时，振动

能够相对正常地在结构中传播．
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