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摘要　 研究外部激励下ꎬ两端带有弹簧支撑的轴向运动梁的横向振动.运用广义哈密顿原理ꎬ推导得到运动

梁的控制方程.通过数值方法研究系统的固有频率和模态ꎬ解析分析得到轴向运动梁的临界速度表达式并考

虑弹簧刚度对临界速度的影响.发现临界速度随弹簧刚度增大而收敛于某一值.运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断法数值研

究两端带有弹簧支撑的轴向运动梁的稳态幅频响应曲线ꎬ并通过计算力传递率来研究系统的隔振效果.发现

力传递率在高频外激励下存在多个峰值.
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引言

工业生产和生活中轴向运动梁结构随处可见ꎬ
例如机械传送带、空中缆车索道、发动机传送带等

传动系统.当系统的弯曲刚度不可忽略时ꎬ通常可

以简化成轴向运动梁模型.因此其振动分析及控制

有着重要的研究意义.轴向运动 Ｅｕｌｅｒ 梁是最普通

的轴向运动连续体模型ꎬ这种模型不考虑梁的剪切

应力和截面扭转ꎬ因此梁的控制方程易于求解和分

析.自 ２０ 世纪 ６０ 年代 Ｍｏｔｅ 院士提出动力学模型以

来[１ꎬ２]ꎬ国内外学者对轴向运动弦线、 Ｅｕｌｅｒ 梁、
Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁在不同边界条件下的建模、横向振动

分析、稳定性分析等进行了广泛的研究[３－７] .
在工程中ꎬ振动往往是普遍存在的、有害的.由

阻尼和弹簧组成的被动隔振装置因为其简单、无附

加能量和经济实用的优势ꎬ成为了解决这一问题的

首选方案.２００８ 年 Ｉｂｒａｈｉｍ 对非线性隔振作出了研

究[８] .Ｌａｎｇ 的研究结果表明立方非线性的粘性阻尼

对单自由度系统有较好的隔振效果[９] .Ｌａａｌｅｊ 通过

实验[１０]、Ｐｅｎｇ 通过谐波平衡法[１１]都验证了非线性

阻尼对单自由度系统有较好的隔振效果.
通过以上文献的研究发现ꎬ被动隔振装置的研

究受到广泛的关注.在各种激励作用下ꎬ弹性梁的

弯曲振动往往表现出明显的非线性特征[１２ꎬ１３] .然

而ꎬ隔振研究很少考虑到结构的振动例如弯曲振

动.作为工程中基本的结构单元之一ꎬ对于考虑弹

性梁结构的横向弯曲振动和边界条件的隔振研究

很有必要[１４] .
杨晓东等人研究了带有扭转弹簧两端铰支的

轴向运动梁[１５] .Ｄｉｎｇ 等对于静态轴向连续体引入

了竖直弹簧支撑以研究隔振效果[１６ꎬ１７] .
本文通过对两端弹簧支撑的轴向运动梁在亚

临界状态下的受迫振动分析ꎬ研究其振动特性和隔

振效果.

１　 建立力学模型

图 １　 轴向运动梁的物理模型

Ｆｉｇ.１　 Ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａｎ ａｘｉａｌｌｙ ｍｏｖｉｎｇ ｂｅａｍ

图 １ 所示为两端带有弹簧支撑的轴向运动梁

的物理模型.其中轴向坐标 Ｘ 是与左边界的距离ꎬＴ
是时间坐标ꎬＵ(ＸꎬＴ)是横向位移ꎬＦ(ＸꎬＴ)是外部

激励ꎬＫＬ 和 ＫＲ 分别为左右弹簧的刚度ꎬ此外ꎬ梁以
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固定速度 Γ 作轴向运动ꎬ梁长为 Ｌꎬ梁的初始轴向

张力为 Ｐ.
系统总应变能 Ｖｐ、动能 Ｔｋ 和外力做的虚功 δＷ

分别为:

Ｖｐ ＝ １
２ ∫

Ｌ

０
ＰＵꎬ２

Ｘ ＋ １
２
ＥＡＵꎬ４

Ｘ ＋ ＥＩＵꎬ２
ＸＸ

é

ë
êê

ù

û
úú ｄＸ ＋

１
２ [ＫＬ[Ｕ(０)] ２ ＋ ＫＲ[Ｕ(Ｌ)] ２ ]

(１)

Ｔｋ ＝ １
２ ∫

Ｌ

０
ρＡＵꎬ２

ＴｄＸ

＝ １
２ ∫

Ｌ

０
ρＡ(ＵꎬＴ ＋ ΓＵꎬＸ) ２ｄＸ (２)

δＷ ＝ ∫Ｌ
０
Ｆｃｏｓ(Ωｔ)δＵｄＸ (３)

根据哈密顿原理 δ∫ｔ ２
ｔ１
(Ｔｋ － Ｖｐ)ｄＴ ＋ ∫ｔ ２

ｔ１
δＷｄＴ ＝ ０

得到运动控制方程ꎬ如下:
ρＡ(ＵꎬＴＴ＋２ΓＵꎬＸＴ＋ΓꎬＴＵꎬＸ＋Γ２ＵꎬＸＸ)－

ＰＵꎬＸＸ＋ＥＩＵꎬＸＸＸＸ－
３
２
ＥＡＵꎬ２

ＸＵꎬＸＸ

＝Ｆｃｏｓ(Ωｔ)
(４)

其中ꎬ轴力不变 Ｐ＝Ｐ０ꎬ轴向速度不变 ΓꎬＴ ＝ ０ꎬ边界

条件为:
ＵꎬＸ(０ꎬＴ)＝ ０ꎬＵꎬＸ(ＬꎬＴ)＝ ０ꎬ

ＥＩＵꎬＸＸＸ(０ꎬＴ)＋ＫＬＵ(０ꎬＴ)＝ ０ꎬ

ＥＩＵꎬＸＸＸ(ＬꎬＴ)－ＫＲＵ(ＬꎬＴ)＝ ０
(５)

引入无量纲参数:

ｕ＝ Ｕ
Ｌ
ꎬ ｘ＝ Ｘ

Ｌ
ꎬ ｔ＝Ｔ

Ｐ０

ρＡＬ２ ꎬ

γ＝Γ ρＡ
Ｐ０

ꎬ ｋ２
ｆ ＝

ＥＩ
Ｐ０Ｌ２ꎬ ｋ１ ＝

ＥＡ
Ｐ０

ꎬ

μ＝ ｃ Ｌ２

Ｐ０ρＡ
ꎬ ωｂ ＝Ω

ρＡＬ２

Ｐ０
ꎬ

ｆ＝Ｆ １
Ｐ０

ꎬ ｋＬ ＝
ＫＬＬ３

ＥＩ
ꎬ ｋＲ ＝

ＫＲＬ３

ＥＩ

(６)

将无量纲化参数(６)代入控制方程(４)得到:
ｕꎬｔｔ＋２γｕꎬｘｔ＋(γ２－１)ｕꎬｘｘ＋ｋ２

ｆ ｕꎬｘｘｘｘ＋

μｕꎬｔ－
３
２
ｋ１ｕꎬ２

ｘｕꎬｘｘ ＝ ｆｃｏｓ(ωｂ ｔ) (７)

方程(７)的线性派生系统为:
ｕꎬｔｔ＋２γｕꎬｘｔ＋(γ２－１)ｕꎬｘｘ＋ｋ２

ｆ ｕꎬｘｘｘｘ ＝ ０ (８)
无量纲化后的边界条件为:

ｕꎬｘ(０)＝ ０ꎬ ｕꎬｘ(１)＝ ０ꎬ

ｕꎬｘｘｘ(０)＋ｋＬｕ(０)＝ ０ꎬ ｕꎬｘｘｘ(１)－ｋＲｕ(１)＝ ０

(９)

２　 固有频率

假设(８)的解为 ｕ( ｘꎬ ｔ) ＝ ϕｎ( ｘ) ｅｉωｋｔꎬ代入式

(８)和式(９)ꎬ得到:
ω２

ｎϕｎ－２ｉγωｎϕｎ′－(γ２－１)ϕｎ″－ｋ２
ｆ ϕ(４)

ｎ ＝ ０
(１０)

ϕｎ′(０)＝ ０ꎬ ϕｎ′(１)＝ ０ꎬ
ϕｎ‴(０)＋ｋＬϕｎ(０)＝ ０ꎬ ϕｎ‴(１)－ｋＲϕｎ(１)＝ ０

(１１)
式(１０)的特征方程为:

ｋ２
ｆ β４＋(１－γ２)β２－２γωｎβ－ω２

ｎ ＝ ０ (１２)
式(１２)的假设解为:

ϕｎ(ｘ)＝ Ｃ１ｎ(ｅｉβ１ｎｘ＋Ｃ２ｎｅｉβ２ｎｘ＋Ｃ３ｎｅｉβ３ｎｘ＋Ｃ４ｎｅｉβ４ｎｘ)

(１３)
将式(１３)代入(１１)式ꎬ得到:

β１ｎ   β４ｎ

β１ｎｅｉβ１ｎ   β４ｎｅｉβ４ｎ

－ｉβ３
１ｎ＋ｋＬ   －ｉβ３

４ｎ＋ｋＬ

－ｉβ３
１ｎｅｉβ１ｎ－ｋＲｅｉβ１ｎ   －ｉβ３

４ｎｅｉβ４ｎ－ｋＲｅｉβ４ｎ
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ç
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÷
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÷

Ｃ１ｎ ＝０ (１４)

系统的物理参数如表 １ 所示ꎮ
表 １　 轴向运动梁的物理参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ａｎ ａｘｉａｌｌｙ ｍｏｖｉｎｇ ｂｅａｍ

Ｎａｍｅ Ｓｙｍｂｏｌ Ｖａｌｕｅ

Ｙｏｕｎｇ′ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ ６８.９ ＧＰａ

Ｄｅｎｓｉｔｙ ρ ２８００ ｋｇ / ｍ３

Ｌｅｎｇｔｈ Ｌ ０.５ ｍ

Ｉｎｉｔｉａｌ ｆｏｒｃｅ Ｐ０ １００ Ｎ

Ａｒｅａ ｏｆ ｃｒｏｓｓ￣ｓｅｃｔｉｏｎ Ａ １０－４ ｍ２

Ｉｎｅｒｔｉａｌ ｍｏｍｅｎｔ Ｉ ２.０８３×１０－１０ ｍ４

Ｄａｍｐｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｃ １０ Ｎ ｓ / ｍ２

Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｓｐｒｉｎｇ ＫＬ ＆ ＫＲ ５７４１.６７ Ｎ / ｍ

６３３
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要使方程(１４)有非零解ꎬ其系数行列式必须

有零解ꎬ从而解出系统的固有频率.图 ２ 和图 ３ 显

示了弹簧刚度和轴向速度对前两阶固有频率的影

响.

图 ２　 第一阶固有频率

Ｆｉｇ.２　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

图 ２ 表示ꎬ一阶固有频率随轴向速度增大而变

小直至为零ꎬ随着弹簧刚度增大ꎬ临界速度最终收

敛于某一值ꎬ即弹簧刚度无限大ꎬ相当于两端固支

边界条件时的临界速度.

图 ３　 第二阶固有频率

Ｆｉｇ.３　 Ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

图 ３ 表示ꎬ在亚临界状态下ꎬ第二阶固有频率

在两端弹簧刚度很小的时候随着轴向速度先减小

后增大ꎬ当弹簧刚度足够大ꎬ频率随着轴向速度增

加而减小.

３　 临界速度

考虑临界速度时ꎬ由于位移 ｕ 不依赖于时间ꎬ
因此将方程(８)中与时间有关的项忽略ꎬ得到方

程:
(γ２－１)ｕꎬｘｘ＋ｋ２

ｆ ｕꎬｘｘｘｘ ＝ ０ (１５)

式(１５)的特征方程为(γ２ －１)λ２ ＋ｋ２
ｆ λ４ ＝ ０ꎬ当

γ２>１ 时ꎬ特征方程的四个根为 λ１ꎬ２ ＝ ０ꎬλ３ꎬ４ ＝ ±αｉꎬ其

中 α＝ γ２－１
ｋ２
ｆ

ꎬ则式(１５)的解为:

ｕ(ｘ)＝ Ｃ１＋Ｃ２ｘ＋Ｃ３ｃｏｓαｘ＋Ｃ４ｓｉｎαｘ (１６)
将式(１６)代入边界条件(９)ꎬ有:
０ １ ０ α
０ １ －αｓｉｎα αｃｏｓα
ｋＬ ０ ｋＬ －α３

ｋＲ ｋＲ ｋＲｃｏｓα－α３ｓｉｎα ｋＲｓｉｎα＋α３ｃｏｓα

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

Ｃ１

Ｃ２

Ｃ３

Ｃ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

＝０

(１７)
考虑两边弹簧刚度相同ꎬ记 ｋＬ ＝ ｋＲ ＝ ｐ.

要使方程(１７)有解ꎬ其系数行列式必须有零

解ꎬ则:

ｃｏｓα＝ ４ｐ２－ｐ２α２＋４ｐα４－４α６

４ｐ２＋ｐ２α２－４ｐα４＋４α６ (１８)

记方程(１８)的一组解为 ０ꎬα１ꎬα２ꎬα３.
因为其中 α１ 与第一阶临界速度 γｃｒ满足 α１ ＝

γ２
ｃｒ－１
ｋ２
ｆ

ꎬ所以推导得出:

γｃｒ ＝ ｋ２
ｆ α２

１＋１ (１９)
由式(１８)和式(１９)可以求解得到临界速度与

弹簧刚度的关系.如图 ４ 所示ꎬ随着弹簧刚度增加ꎬ
临界速度增大ꎬ当弹簧刚度增大至 ｋＬ ＝ ｋＲ ＝ ８０ 时ꎬ
临界速度不再随之增大.

图 ４　 临界速度与弹簧刚度的关系

Ｆｉｇ.４　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｓｐｒｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｎ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

４　 稳态响应

为求得运动系统的稳态响应ꎬ运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截

断法对静态梁进行离散化处理.静态梁的线性派生

７３３
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系统[１６]为:
ｕꎬｔｔ＋ｋ２

ｆ ｕꎬｘｘｘｘ ＝ ０ (２０)
假设式(２０)的解为 ｕ(ｘꎬｔ)＝ ϕ(ｘ)ｓｉｎ(ωｔ＋θ)ꎬ

其特征方程为 ｋ２
ｆ β４－ω２ ＝ ０ꎬ特征根为 β４ ＝ ω２

ｋ２
ｆ

ꎬ所以

模态函数为:
ϕ(ｘ)＝ Ｄ１ｃｏｓβｘ＋Ｄ２ｓｉｎβｘ＋Ｄ３ｃｈβｘ＋Ｄ４ｓｈβｘ

(２１)
将式(２１)代入式(１１)可以求得系数 Ｄ１ꎬＤ２ꎬ

Ｄ３ꎬＤ４ .运用数值计算ꎬ画出稳态的幅频响应ꎬ图中

Ａ１(ｘ)表示 ｘ 位置的稳态幅值ꎬωｂ 表示外激励频率.

图 ５　 ２ꎬ４ꎬ８ 阶截断的稳态响应

Ｆｉｇ.５　 Ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ￣ｓｔａｔｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ２ꎬ４ꎬ８ ｔｒｕｎｃａｔｉｏｎｓ

图 ５ 描述了 ２ 阶、４ 阶和 ８ 阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断得

到的系统中点 ｘ＝ ０.５ 处的稳态幅频响应曲线.观察

发现当 ωｂ ＝ ９.４ 时ꎬ２ 阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断的幅值为 Ａ１

＝ ０.１２７７５５.４ 阶截断和 ８ 阶截断的幅值相等ꎬ都为

Ａ１ ＝０.１２７６５ꎬ误差 η＝０.０８２％ꎬ所以 ４ 阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断

足够精确.

５　 力的传递率

当系统进入稳态后ꎬ在外力作用下ꎬ瞬时的力

传递率可以定义为:

ηｆ( ｔ)＝
Ｆ ｆ( ｔ)
Ｆ０

＝ ＥＩ
Ｆ０Ｌ２[ｋＬｕ(０ꎬｔ)＋ｋＲｕ(１ꎬｔ)]

(２２)
由此可以定义系统的传递率为:
ηｆｓ ＝Ｍａｘ[ηｆ( ｔ)] (２３)
令右边弹簧的刚度 ｋＲ ＝ ５０ 不变ꎬ改变左边弹

簧刚度 ｋＬ 的值ꎬ作正反扫频ꎬ结果如图 ６、图 ７ 和图

８ 所示.图中空心符号代表正向扫频ꎬ实心符号代表

反向扫频.

图 ６　 幅频响应(ｘ＝ ０)

Ｆｉｇ.６　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ￣ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ(ｘ＝ ０)

图 ７　 幅频响应(ｘ＝ １)

Ｆｉｇ.７　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ￣ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ(ｘ＝ １)

图 ６ 和图 ７ 描述了右端弹簧刚度 ｋＲ ＝ ５０ 时ꎬ
轴向运动梁左端(ｘ ＝ ０)和右端(ｘ ＝ １)的稳态振动

幅值受左端弹簧刚度 ｋＬ 的影响.从中可以发现ꎬ在
两端弹簧刚度相等时两端的幅值最大.

图 ８　 力传递率

Ｆｉｇ.８　 Ｆｏｒｃｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙ

观察图 ８ 发现ꎬ系统传递率随着外激励频率的

增大出现多个峰值.对比图 ６、７ 和图 ８ꎬ发现仅通过

８３３
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稳态响应并不能判断高频外激励下的隔振效果.而
引入力传递率后ꎬ系统在高频外激励下的隔振效果

更直观.

６　 小结

本文通过数值方法分析了两端带有弹簧支撑

的轴向运动梁的受迫振动ꎬ主要研究了系统的固有

频率、模态、临界速度、稳态响应和力传递率ꎬ得到

了临界速度的解析式.发现在一定范围内ꎬ临界速

度随弹簧刚度增大而增大.发现系统的力传递率在

高频外激励下存在多个峰值ꎬ所以系统的隔振效果

通过力传递率来分析更为准确.
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Ａｂｓｔｒａｃｔ　 Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａｎ ａｘｉａｌｌｙ ｍｏｖｉｎｇ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｅａｍ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｖｅｒｔｉｃａｌ￣ｓｐｒｉｎｇ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｕｎｄｅｒ
ｅｘｔｅｒｎａｌ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｗａｓ ｓｔｕｄｉｅｄ. Ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅꎬ ｔｈｅ ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｔｉｏｎ ｗａｓ
ｏｂｔａｉｎｅｄ. Ｍｏｒｅｏｖｅｒꎬ ｔｈｅ ｍｏｄａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｗａｓ ｃｏｎｄｕｃｔｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ａｎａｌｙｔｉｃ ｍｅｔｈｏｄꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ
ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｎｄ ａｘｉａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｗａｓ ｒｅｖｅａｌｅｄ. Ｔｈｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ａｘｉａｌｌｙ ｍｏｖｉｎｇ
ｂｅａｍ ｗａｓ ｄｅｒｉｖｅｄꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｒｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｗａｓ ｓｔｕｄｉｅｄ. Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｓ ｔｏ ａ ｃｅｒｔａｉｎ ｖａｌｕｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｒｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ. Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ￣ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅ￣
ｓｐｏｎｓｅｓ ｉｎ ｓｔｅａｄｙ ｓｔａｔｅ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｔｒｕｎｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ. Ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｓｏｌａｔｉｏｎ ｐｅｒｆｏｒｍ￣
ａｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｅｒｅ ｅｖａｌｕａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｆｏｒｃｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙ. Ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｐｅａｋｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｒｃｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉ￣
ｂｉｌｉｔｙ ｕｎｄｅｒ ｈｉｇｈ￣ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ.
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