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摘要　 论文研究了航空发动机叶片的非线性振动问题，将叶片简化为旋转圆锥壳，考虑预安装角和预扭转

角的影响，利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立了不同激励作用下的叶片的非线性偏微分运动方程．综合运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方

法和数值方法，对叶片进行了非线性动力学分析，模拟不同转速和激励作用下的叶片运动，得到波形图，讨

论了转速和外载荷对旋转叶片非线性动力学特性的影响．
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引言

随着现代航空的快速发展，压气机叶片的工作

条件更加恶劣，温度和应力水平更高，接近极限．一
旦叶片的振动特性发生改变，则会直接影响发动机

工作的稳定性．因此，研究压气机叶片的振动情况

对保证发动机正常稳定工作具有重要意义．本文主

要研究航空发动机压气机旋转叶片的非线性动力

学问题．
上世纪七十年代，Ｒａｏ［１－３］ 等将涡轮叶片考虑

为有固定转速的悬臂梁，用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法分别研究了

带有弯扭耦合和扭转楔形梁的固有频率．１９９９ 年，
Ｂｅｄｏｏｒ［４］考虑转子扭转和叶片弯曲变形的耦合作

用，运用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 法和有限元法推导了固定在轮毂

上的弹性叶片的动力学方程． ２００１ 年， Ｙｏｏ 和

Ｃｈｕｎｇ［５］用带有预安装角的旋转板来模拟叶片，运
用 Ｋａｎｅ 法建立运动方程并研究了叶片从启动到稳

定状态过程中的动力学响应．２００２ 年，Ｃｈａｎｄｉｒａｍａ⁃
ｎｉ［６］等将发动机叶片简化成旋转的盒型梁模型，考
虑几何非线性，利用哈密顿原理研究了其振动特

性．２００４ 年，Ｇｕｒｋａｎ［７］ 等将叶片简化成含预扭转角

的翼型截面梁，利用 Ｂｏｌｏｔｉｎ 方法研究了载荷对其

稳定性的影响．２００８ 年，吴根勇［８］ 等基于经典层合

板理论，运用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 原理和有限元法研究了铺设

层、铺设角、轮毂半径等因素对旋转复合材料板非

线性振动情况的影响．２０１１ 年，Ｓｉｎｈａ 和 Ｔｕｒｎｅｒ［９］ 考
虑弯扭耦合效应，运用薄壳理论建立旋转叶片的模

型，将离心力场简化为准静态载荷，研究了旋转叶

片的横向偏转．２０１３ 年，Ｓｕｎ 和 Ａｒｔｅａｇａ［１０］ 等运用厚

壳理论，建立预扭的压气机叶片的模型，研究旋转

速度和阻尼对叶片振动的影响．２０１７ 年，王晓峰，徐
可君和秦海勤［１１］ 利用有限元分析技术，研究了不

同参数对叶片模态的影响．
本文主要研究航空发动机叶片的非线性振动

问题．将叶片简化为旋转曲壳，考虑预安装角和预

扭转角的影响，利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立了横向外激

励和扭矩联合作用下的叶片的非线性偏微分运动

方程．综合运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法和数值方法研究外载

荷对旋转叶片非线性动力学特性的影响．

１　 叶片非线性动力学模型

考虑一个安装在半径为 ｒ０ 的刚性轮毂上的旋

转圆锥壳，该壳以转速 Ω（ ｔ）＝ Ωｃ＋Ωｖｃｏｓωｒ ｔ 绕转轴

旋转，如图 １ 所示．坐标系（ｘ，θ，ｚ）位于圆锥壳的中

面，（ｕ，ｖ，ｗ）分别表示任意点在 ｘ，θ 和 ｚ 方向上的

位移．圆锥壳的几何参数分别为大端半径 ｒｒｏｏｔ，预安

装角 β，预扭转角 Φ，锥顶角为 α，母线长 Ｌ，厚度 ｈ，
沿母线任意点的半径为 Ｒ ＝ ｒｒｏｏｔ－ｘｔａｎψ．圆锥壳上表

面均匀分布横向外激励 Ｆ ＝ Ｆ０ ＋Ｆ１ｃｏｓωｒ ｔ 和扭矩

Ｍ＝Ｍ０＋Ｍ１ ｃｏｓωｒ ｔ，其中外激励 Ｆ 和扭矩 Ｍ 都由一
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个常量和简谐量构成．

图 １　 有预安装角和预扭转角的叶片模型

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｐｒｅｓｅｔｔｉｎｇ ａｎｄ ｐｒｅ⁃ｔｗｉｓｔｅｄ ｂｌａｄｅ

根据一阶剪切变形理论，圆锥壳的位移场可以

写为：
ｕ（ｘ，θ，ｚ，ｔ）＝ ｕ０（ｘ，θ，ｔ）＝ ｚφｘ（ｘ，θ，ｔ） （１ａ）
ｖ（ｘ，θ，ｚ，ｔ）＝ ｖ０（ｘ，θ，ｔ）＝ ｚφθ（ｘ，θ，ｔ） （１ｂ）
ｗ（ｘ，θ，ｚ，ｔ）＝ ｗ０（ｘ，θ，ｔ） （１ｃ）

其中，（ｕ０，ｖ０，ｗ０）为圆锥壳中面任意一点的位移，
φｘ 和 φθ 分别表示中面绕 θ 和 ｘ 轴的转角．

非线性位移⁃应变关系可写为：
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壳的应力⁃应变关系可表示为
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其中，Ｑｍｎ（ｍ，ｎ＝ １，２，４，５，６）分别为：
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这里 Ｅ 表示杨氏模量，ν 表示泊松比．
根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，得到系统的非线性动力学

偏微分方程为：
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∂２ｗ０

∂ｘ２

∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋

Ａ６６
１

Ｒ２ｃｏｓ２ψ
∂２ｗ０

∂ｘ２

∂ｗ０

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋Ａ５５
１

Ｒ２ｃｏｓ２ψ
∂２ｗ０

∂θ２ ＋

Ａ６６
１

Ｒ２ｃｏｓ２ψ
∂２ｗ０

∂θ２

∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋Ａ２２
１

Ｒ４ ｃｏｓψ４

∂２ｗ０

∂θ２

∂ｗ０

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋

２（Ａ１２＋Ａ６６）
１

Ｒ２ｃｏｓ２ψ
∂２ｗ０

∂ｘ∂θ
∂ｗ０

∂ｘ
∂ｗ０

∂θ
＋

（Ａ１２＋Ａ６６）
ｔａｎψ

Ｒ３ｃｏｓ２ψ
∂ｗ０

∂ｘ
∂ｗ０

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋

Ａ１２

２
１
Ｒ

∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
Ａ２２

２
１

Ｒ３ｃｏｓ２ψ
∂ｗ０

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋

Ａ１２
ｔａｎψ
Ｒ２ ｗ０

∂ｗ０

∂ｘ
－Ａ２２

１
Ｒ２ｗ０＋Ｂ１１

∂２φｘ

∂ｘ２

∂ｗ０

∂ｘ
＋

Ｂ６６
１

Ｒ２ｃｏｓ２ψ
∂２φｘ

∂θ２

∂ｗ０

∂ｘ
＋（Ｂ１２＋Ｂ６６）

１
Ｒ２ｃｏｓ２ψ

∂２φｘ

∂ｘ∂θ
∂ｗ０

∂θ
＋

Ａ４４－Ｂ１２
１
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂φｘ

∂ｘ
＋Ｂ１２ ｔａｎψ

１
Ｒ

∂φｘ

∂ｘ
∂ｗ０

∂ｘ
＋

（Ｂ２２＋Ｂ６６）
ｔａｎψ

Ｒ３ｃｏｓ２ψ
∂φｘ

∂θ
∂ｗ０

∂θ
＋Ｂ１２ｔａｎψ２ １

Ｒ２φｘ

∂ｗ０

∂ｘ
－

Ｂ２２
ｔａｎψ
Ｒ２ φｘ＋Ｂ６６

１
Ｒｃｏｓψ

∂２φθ

∂ｘ２

∂ｗ０

∂θ
＋

Ｂ２２
１

Ｒ３ｃｏｓ３ψ
∂２φθ

∂θ２

∂ｗ０

∂θ
＋（Ｂ１２＋Ｂ６６）

１
Ｒｃｏｓψ

∂２φθ

∂ｘ∂θ
∂ｗ０

∂ｘ
－

Ｂ６６
ｔａｎψ

Ｒ２ｃｏｓψ
∂φθ

∂ｘ
∂ｗ０

∂θ
＋（Ａ５５－Ｂ２２

１
Ｒ
） １
Ｒｃｏｓψ

∂φθ

∂θ
＋

（Ｂ１２－Ｂ６６）
ｔａｎψ
ｃｏｓψ

１
Ｒ２

∂φθ

∂θ
∂ｗ０

∂ｘ
－Ｂ６６

ｔａｎ２ψ
Ｒ３ｃｏｓψ

φθ

∂ｗ０

∂θ
＝ Ｉ０ｗ̈０－（Ｒ２Ｉ０＋２ＲＩ１＋２Ｉ２）Ω２ｗ０·
（１－ｃｏｓ ２（θ－β（ｘ））[ ] ）－２（ＲＩ０＋Ｉ１）Ω·

ｓｉｎ θ－β（ｘ）[ ] ｕ̇０－（ＲＩ０＋Ｉ１）Ω̇ｓｉｎ θ－β（ｘ）[ ] ｕ０－

（Ｒ２Ｉ０＋２ＲＩ１＋Ｉ２）Ω２ｓｉｎ ２（θ－β（ｘ））[ ] ｖ０－

２（ＲＩ１＋Ｉ２）Ωｓｉｎ θ－β（ｘ）[ ] φ̇ｘ－Ｉ２Ω̇·

ｓｉｎ θ－β（ｘ）[ ] φｘ－
１
２
Ｒ２Ｉ１＋２ＲＩ２＋Ｉ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·

７０２
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Ω２ｓｉｎ ２（θ－β（ｘ））[ ] φθ－Ｉ０（ＲΩ̇（ ｒ０＋ｘ）·
ｓｉｎ θ－β（ｘ）[ ] ＋Ｒ２Ω２ｓｉｎ ２（θ－β（ｘ））[ ] θ）－
Ｉ１（２ＲΩ２ｓｉｎ ２（θ－β（ｘ））[ ] θ＋Ω̇（ ｒ０＋ｘ）·
ｓｉｎ θ－β（ｘ）[ ] ＋Ｒ２Ω２（１－ｃｏｓ ２（θ－β（ｘ））[ ] ）－
Ｉ２Ω２（ｓｉｎ ２（θ－β（ｘ））[ ] θ＋（１－ｃｏｓ ２（θ－β（ｘ））[ ] ）·
Ｒ）－Ｉ３Ω２（１－ｃｏｓ ２（θ－β（ｘ））[ ] ）＋Ｆ－κｗ̇０

（８ｃ）

Ｂ１１

∂２ｕ０

∂ｘ２ ＋Ｂ６６
１

Ｒ２ｃｏｓ２ψ
∂２ｕ０

∂θ２ ＋（Ｂ１２－Ｂ２２）·

ｔａｎ２ψ １
Ｒ２ｕ０＋（Ｂ１２－Ｂ２２－Ｂ６６）

ｔａｎψ
ｃｏｓψ

１
Ｒ２

∂ｖ０
∂θ

＋

（Ｂ１２＋Ｂ６６）
１

Ｒｃｏｓψ
∂２ｖ０
∂ｘ∂θ

＋（Ｂ１２－
Ｂ２２

２
）·

ｔａｎψ
ｃｏｓ２ψ

１
Ｒ３

∂ｗ０

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋（Ｂ１２
１
Ｒ
－Ａ４４）

∂ｗ０

∂ｘ
－

Ｂ１２

２
ｔａｎψ １

Ｒ
∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋（Ｂ１２－Ｂ２２）ｔａｎψ
１
Ｒ２ｗ０＋

Ｂ１１

∂ｗ０

∂ｘ
∂２ｗ０

∂ｘ２ ＋Ｂ６６
１

Ｒ２ｃｏｓ２ψ
∂ｗ０

∂ｘ
∂２ｗ０

∂θ２ ＋

（Ｂ１２＋Ｂ６６）ｓｅｃ２ψ １
Ｒ２

∂ｗ０

∂θ
∂２ｗ０

∂ｘ∂θ
＋Ｄ１１

∂２φｘ

∂ｘ２ ＋

Ｄ６６
１

Ｒ２ｃｏｓ２ψ
∂２φｘ

∂θ２ ＋（（Ｄ１２－Ｄ２２）ｔａｎ２ψ·

１
Ｒ２－Ａ４４）φｘ＋（Ｄ１２－Ｄ２２－Ｄ６６）

ｔａｎψ
ｃｏｓψ

１
Ｒ２·

∂φθ

∂θ
＋（Ｄ１２＋Ｄ６６）

１
Ｒｃｏｓψ

∂２φθ

∂ｘ∂θ
＝ Ｉ１ ｕ̈０－２Ω２Ｉ１ｕ０＋２Ω（ Ｉ１＋Ｉ２）（Ｒ＋１）·

ｃｏｓ θ－β（ｘ）[ ] ｖ̇０＋Ω̇（ Ｉ１＋Ｉ２）（Ｒ＋１）·
ｃｏｓ θ－β（ｘ）[ ] ｖ０＋２Ω（ Ｉ１＋Ｉ２）（Ｒ－１）·

ｓｉｎ θ－β（ｘ）[ ] ｗ̇０＋Ω̇（ Ｉ１＋Ｉ２）（Ｒ－１）·
ｓｉｎ θ－β（ｘ）[ ] ｗ０＋Ｉ２ φ̈ｘ－Ω２Ｉ２φｘ＋２Ω·

（ Ｉ２＋Ｉ３）（Ｒ＋１）ｃｏｓ θ－β（ｘ）[ ] φ̇θ＋Ω̇Ｉ３φθ＋

（－２Ω２Ｉ１（ ｒ０＋ｘ）＋（ Ｉ１Ｒ＋Ｉ２）ｃｏｓ θ－β（ｘ）[ ] θΩ̇＋

（ Ｉ２Ｒ＋Ｉ３）Ω̇ｓｉｎ θ－β（ｘ）[ ] ） （８ｄ）

（Ｂ２２＋２Ｂ６６）
ｔａｎψ

Ｒ２ｃｏｓψ
∂ｕ０

∂θ
＋（Ｂ１２＋Ｂ６６）·

１
Ｒｃｏｓψ

∂２ｕ０

∂ｘ∂θ
＋Ｂ６６

∂２ｖ０
∂ｘ２ ＋Ｂ２２

１
Ｒ２ｃｏｓ２ψ

∂２ｖ０
∂θ２ ＋

（Ａ５５－２Ｂ６６
１
Ｒ
ｔａｎ２ψ） １

Ｒ
ｖ０＋

（Ｂ２２
１
Ｒ
－Ａ５５）

１
Ｒｃｏｓψ

∂ｗ０

∂θ
＋Ｂ６６

ｔａｎψ
ｃｏｓψ

１
Ｒ２

∂ｗ０

∂ｘ
∂ｗ０

∂θ
＋

（Ｂ１２＋Ｂ６６）
１

Ｒｃｏｓψ
∂ｗ０

∂ｘ
∂２ｗ０

∂ｘ∂θ
＋

Ｂ６６
１

Ｒｃｏｓψ
∂ｗ０

∂θ
∂２ｗ０

∂ｘ２ ＋Ｂ２２
１

Ｒ３ｃｏｓ３ψ
∂ｗ０

∂θ
∂２ｗ０

∂θ２ ＋

（Ｄ２２＋２Ｄ６６）
ｔａｎψ
ｃｏｓψ

１
Ｒ２

∂φｘ

∂θ
＋

（Ｄ１２＋Ｄ６６）
１

Ｒｃｏｓψ
∂２φｘ

∂ｘ∂θ
＋Ｄ６６

∂２φθ

∂ｘ２ ＋

Ｄ２２
１

Ｒ２ｃｏｓ２ψ
∂２φθ

∂θ２ －（Ａ５５＋２Ｄ６６ ｔａｎψ２ １
Ｒ２）φθ

＝ －２Ωｃｏｓ θ－β（ｘ）[ ] （ Ｉ１Ｒ＋Ｉ２） ｕ̇０－Ω̇·
ｃｏｓ θ－β（ｘ）[ ] （ Ｉ１Ｒ＋Ｉ２）ｕ０＋Ｉ１ ｖ̈０－Ω２·
（１＋ｃｏｓ ２（θ－β（ｘ））[ ] ）（Ｒ２Ｉ１＋２ＲＩ２＋Ｉ３）ｖ０－

Ω２ｓｉｎ ２（θ－β（ｘ））[ ] （Ｒ２Ｉ１＋２ＲＩ２＋Ｉ３）ｗ０－
２Ωｃｏｓ θ－β（ｘ）[ ] （ＲＩ２＋Ｉ３） φ̇ｘ－

Ｉ３ｃｏｓ θ－β（ｘ）[ ] Ω̇φｘ＋Ｉ２ φ̈θ－
１
２
Ｒ２Ｉ２＋Ｉ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·

（１＋ｃｏｓ ２（θ－β（ｘ））[ ] ）Ω２φθ－

Ω２θ（１＋ｃｏｓ ２（θ－β（ｘ））[ ] ）（Ｒ２Ｉ１＋２ＲＩ２＋Ｉ３）－

（ＲＩ１＋Ｉ２）Ω̇ｃｏｓ θ－β（ｘ）[ ] （ ｒ０＋ｘ）－

Ω２（Ｒ２Ｉ２＋２ ＲＩ３＋Ｉ４）ｓｉｎ ２（θ－β（ｘ））[ ] －
Ｍ＋γφ̇θ （８ｅ）

其中 Ｒ＝ ｒｒｏｏｔ－ｘｔａｎψ．
边界条件为：
ｘ＝ ０，
ｕ０ ＝ ｖ０ ＝ｗ０ ＝φｘ ＝φθ ＝ ０ （９ａ）
ｘ＝Ｌ，
Ｎｘｘ ＝Ｎθθ ＝Ｎｘθ ＝Ｍｘｘ ＝Ｍθθ ＝Ｍｘθ ＝Ｑｘ ＝Ｑθ ＝ ０ （９ｂ）

θ＝ － π
２
和

π
２
，

Ｎｘｘ ＝Ｎθθ ＝Ｎｘθ ＝Ｍｘｘ ＝Ｍθθ ＝Ｍｘθ ＝Ｑｘ ＝Ｑθ ＝ ０ （９ｃ）

２　 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散

对方程（８）进行无量纲化，然后应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法将偏微分形式的非线性方程离散为常微分形

式的非线性动力学方程．本文选取了系统前两阶振

动模态进行二阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散，在满足位移边界条

件的情况下选取振型函数为：

ｕ０（ｘ，θ，ｔ）＝ ｕ１（ ｔ）ｃｏｓ
π
Ｌ
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（３θ－３ｘ）＋

８０２



第 ３ 期 揭晓博等：航空发动机叶片非线性振动分析

ｕ２（ ｔ）ｃｏｓ
３π
Ｌ
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（θ－ｘ） （１０ａ）

ｖ０（ｘ，θ，ｔ）＝ ｖ１（ ｔ）ｓｉｎ
π
Ｌ
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（３θ－３ｘ）＋

ｖ２（ ｔ）ｓｉｎ
３π
Ｌ
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（θ－ｘ） （１０ｂ）

ｗ０（ｘ，θ，ｔ）＝ ｗ１（ ｔ）ｓｉｎ
π
Ｌ
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（３θ－３ｘ）＋

ｗ２（ ｔ）ｓｉｎ
３π
Ｌ
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（θ－ｘ） （１０ｃ）

φｘ（ｘ，θ，ｔ）＝ φｘ１（ ｔ）ｃｏｓ
π
Ｌ
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（３θ－３ｘ）＋

φｘ２（ ｔ）ｃｏｓ
３π
Ｌ
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（θ－ｘ） （１０ｄ）

φθ（ｘ，θ，ｔ）＝ φθ１（ ｔ）ｓｉｎ
π
Ｌ
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（３θ－３ｘ）＋

φθ２（ ｔ）ｓｉｎ
３π
Ｌ
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（θ－ｘ） （１０ｅ）

利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法进行离散，得到常微分方程：
ｗ̈１＋μ１ｗ̇１＋ω２

１ｗ１＋α１Ωｖｃｏｓωｒ ｔｗ１＋

α２Ωｖ
２（ｃｏｓωｒ ｔ） ２ｗ１＋α３ｗ２

１＋α４ｗ２
２＋α５ｗ１ｗ２＋

α６ｗ２
１ｗ２＋α７ｗ３

１＋α８ｗ３
２＋α９φθ１

＋α１０Ωｖｃｏｓωｒ ｔφθ１
＋

α１１ｗ１φθ２
＋α１２Ωｖ

２（ｃｏｓωｒ ｔ） ２φθ１
＋α１３ｗ１φθ１

＋
α１４ｗ２φθ１

＋α１５ｗ２φθ２
＋α１６＋α１７Ωｖｓｉｎωｒ ｔ＋

α１８Ωｖｃｏｓωｒ ｔ＋α１９Ωｖ
２（ｃｏｓωｒ ｔ） ２ ＝α２０Ｆ１ｃｏｓωｒ ｔ

（１１ａ）
ｗ̈２＋μ２ｗ̇２＋ω２

２ｗ２＋β１Ωｖｃｏｓωｒ ｔｗ２＋

β２Ωｖ
２（ｃｏｓωｒ ｔ） ２ｗ２＋β３ｗ２

１＋β４ｗ２
２＋β５ｗ１ｗ２＋

β６ｗ２
１ｗ２＋β７ｗ３

１＋β８ｗ３
２＋β９φθ２

＋β１０Ωｖｃｏｓωｒ ｔφθ２
＋

β１１ｗ１φθ２
＋β１２Ωｖ

２（ｃｏｓωｒ ｔ） ２φθ２
＋β１３ｗ１φθ１

＋
β１４ｗ２φθ１

＋β１５ｗ２φθ２
＋β１６＋β１７Ωｖｓｉｎωｒ ｔ＋

β１８Ωｖｃｏｓωｒ ｔ＋β１９Ω２
ｖ（ｃｏｓωｒ ｔ） ２ ＝β２０Ｆ１ｃｏｓωｒ ｔ

（１１ｂ）
φ̈θ１

＋μ３ φ̇θ１
＋ω２

３φθ１
＋γ１Ωｖｃｏｓωｒ ｔφθ１

＋

γ２Ωｖ
２（ｃｏｓωｒ ｔ） ２φθ１

＋γ３ｗ１＋γ４Ωｖｃｏｓωｒ ｔｗ１＋

γ５Ωｖ
２（ｃｏｓωｒ ｔ） ２ｗ１＋γ６ｗ２

１＋γ７ｗ１ｗ２＋γ８ｗ２
２＋

γ９＋γ１０Ωｖｓｉｎωｒ ｔ＋γ１１Ωｖｃｏｓωｒ ｔ＋

γ１２Ω２
ｖ（ｃｏｓωｒ ｔ） ２ ＝γ１３Ｍ１ｃｏｓωｒ ｔ （１１ｃ）

φ̈θ２
＋μ４ φ̇θ２

＋ω２
４φθ２

＋η１Ωｖｃｏｓωｒ ｔφθ２
＋

η２Ωｖ
２（ｃｏｓωｒ ｔ） ２φθ２

＋η３ｗ１＋η４Ωｖｃｏｓωｒ ｔｗ１＋

η５Ωｖ
２（ｃｏｓωｒ ｔ） ２ｗ１＋η６ｗ２

１＋η７ｗ１ｗ２＋η８ｗ２
２＋

η９＋η１０Ωｖｓｉｎωｒ ｔ＋η１１Ωｖｃｏｓωｒ ｔ＋

η１２Ω２
ｖ（ｃｏｓωｒ ｔ） ２ ＝η１３Ｍ１ｃｏｓωｒ ｔ （１１ｄ）

３　 算例分析

考虑具有如下几何参数和材料属性的旋转圆

锥壳 Ｌ ＝ ０． １８ｍ， ｒｒｏｏｔ ＝ ０． ０８ｍ， ψ ＝ π
４
， ν ＝ ０． ３３，

Ｅ＝ １０２．０４ ＧＰａ， ｈ０ ＝ ０． ００６ｍ， ωｒ ＝ １５０， α ＝ π
３
，

ρ＝ ４４５０ｋｇ ／ ｍ３，κ ＝ ３００Ｎｓ ／ ｍ， Ｆ０ ＝ １． ５ × １０６Ｎ ／ ｍ２，

Ｍ０ ＝１．２×１０６Ｎ／ ｍ，Ωｃ ＝ ２５００ｒ ／ ｍｉｎ，β ＝ π
６
，γ ＝ ３００Ｎｓ ／ ｍ．

分析系统的周期运动，通过 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法，得到时

间历程图．
３．１　 扰动转速对叶片非线性动力学现象的影响

为了研究扰动转速对系统非线性动力学特性

的影响，以 Ωｖ 为控制参数，研究其对系统非线性动

力学响应的影响．
选定参数 Ωｖ ＝ ０．２１，画出系统的波形图进行研

究．（ａ）（ｂ）分别是（ ｔ，ｗ１）、（ ｔ，ｗ２）平面上的波形图．

图 ２　 叶片振动波形图

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｂｌａｄｅ

选定参数 Ωｖ ＝ ０．３，画出系统的波形图进行研

究．（ａ）（ｂ）分别是（ ｔ，ｗ１）、（ ｔ，ｗ２）平面上的波形图．

９０２



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１９ 年第 １７ 卷

图 ３　 叶片振动波形图

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｂｌａｄｅ

通过分析，可以看出扰动速度对圆锥壳的影

响．首先可以观察到，悬臂圆锥壳存在稳态振动．其
次，当圆锥壳的转速增加的时候，如图 ３ 可以看到，
伴随旋转速度的增加，ｗ１ 和 ｗ２ 的幅值有减小的趋

势，该现象可解释为叶片在旋转过程中结构的刚度

增加．
３．２　 扰动力对叶片非线性动力学现象的影响

为了研究扰动力对系统非线性动力学特性的

影响，以 Ｆ１ 为控制参数，研究其对系统非线性动力

学响应的影响．
选定参数 Ｆ１ ＝ ０．５，画出系统的波形图进行研

究．（ａ）（ｂ）分别是（ ｔ，ｗ１）、（ ｔ，ｗ２）平面上的波形图．

选定参数 Ｆ１ ＝ ０．８３，画出系统的波形图进行研

究．（ａ）（ｂ）分别是（ ｔ，ｗ１）、（ ｔ，ｗ２）平面上的波形图．
旋转悬臂圆锥壳上的横向外力增加后，ｗ１ 和

ｗ２ 的幅值增大．
３．３　 扰动扭矩对叶片非线性动力学现象的影响

为了研究扰动扭矩对系统非线性动力学特性

的影响，以 Ｍ１ 为控制参数，研究其对系统非线性

动力学响应的影响．

图 ４　 叶片振动波形图

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｂｌａｄｅ

图 ５　 叶片振动波形图

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｂｌａｄｅ
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选定参数 Ｍ１ ＝ １．３，画出系统的波形图进行研

究．（ａ）（ｂ）分别是（ ｔ，φθ１）、（ ｔ，φθ２）平面上的波形

图．

图 ６　 叶片振动波形图（Ｍ１ ＝ １．３）

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｂｌａｄｅ（Ｍ１ ＝ １．３）

选定参数 Ｍ１ ＝ １．６７，画出系统的波形图进行研

究．（ａ）（ｂ）分别是（ ｔ，φθ１）、（ ｔ，φθ２）平面上的波形

图．
旋转悬臂圆锥壳上的横向扭矩变化时，φθ１和

φθ２的幅值有变化．当增大参数 Ｍ１ 时，系统的振动

幅值也同时增大．

４　 结论

本文提供了一个分析模型，用来研究变转速条

件下航空发动机叶片的非线性动力学响应．基于一

阶剪切变形理论，利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立了悬臂圆

锥壳的非线性动力学方程．利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法，对
偏微分动力学方程进行了离散，转化为常微分方程

组．利用数值方法，研究了转速和外界激励对叶片

振动的影响．从理论分析和数值结果可以得到下列

结论：
（１）转速对航空发动机叶片的振动幅值有影

响，伴随旋转速度的增加，振动幅值减小；

图 ７　 叶片振动波形图（Ｍ１ ＝ １．６７）

Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｂｌａｄｅ（Ｍ１ ＝ １．６７）

（２）横向外力对航空发动机叶片的振动有影

响，力的增大改变振幅；
（３）横向扭矩对航空发动机叶片的振动幅值

有影响，伴随扭矩的增加，振动幅值增大．
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