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摘要　 时滞反馈项在非线性振荡器中有着很重要的影响．为了深入研究时滞项在系统向量场中的作用，首先

利用中心流形化简和规范型方法计算当系统向量场特征方程存在单零根和一对纯虚根、其他根有负实部时

产生的 Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分支并进行了分析研究；利用具体模型的数值模拟，阐明一类时滞非线性振荡器在时滞项

变化时可以产生不同的类型的分支现象．对进一步研究不同系统模型产生何种分支现象有着重要的意义．

关键词　 时滞微分方程，　 规范型，　 Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分支，　 时滞杜芬振荡方程，　 数值模拟

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１８⁃０３８

引言

微分方程作为一种描述动力系统行为有效的

数学工具，其大体上可以分为以下三类：常微分方

程、偏微分方程和泛函微分方程．随着对常微分方

程、偏微分方程研究的不断深入，人们发现，在现实

生活中，有大量研究对象的运动规律既取决于它们

当前的状态，又与历史的状态相关，所以就需要引

进参数或者对象来刻画过去的状态量，即时滞项，
从而衍生了针对时滞微分方程的研究．

现在时滞微分方程的应用是十分广泛的，它作

为数学模型在科学、工程、经济等领域都起着衔接

数学理论与实际问题的重大作用，相关研究结果参

见文献［１－４］．时滞参数变化对系统产生怎样的分

支现象的类型有着举足轻重的影响，时滞的出现结

束了问题研究过程中不能充分考虑历史或者过去

形态对现在状态的作用的局限性，也因为时滞微分

方程的出现补充微分理论基础的空白领域，使之涉

及的问题更加广阔、得到的结果更加准确．
文献［５］中张丽针对一类时滞动力系统的规

范型计算进行的研究，并且结合数学软件 Ｍａｐｌｅ 令

规范型计算实现了程序化和自动化；文献［６］中杨

纪华利用已有的具有普适参数的滞后型泛函微分

方程的规范型方法对一个具有时滞反馈的 Ｖａｎ ｄｅｒ
ｐｏｌ 方程的规范型并给出了空间标准基的计算程序

等；文献［７］对一类时滞非线性振荡器的 ｔｒｉｐｌｅ⁃ｚｅｒｏ
规范型的实现进行了细致的阐述；文献［８］对 Ｖａｎ
ｄｅｒ ｐｏｌ 的振荡产生的 Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分支性质进行了研

究总结，基于研究的不断发展更新，可以看到分支

规范型计算方法已经十分成熟，但是对于不同分支

现象的产生条件还在不断的探索之中，所以受到文

献［７，８］的启发，我们针对一类时滞非线性振荡器

能否产生 Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分支规范型计算进行了研究探

索．

１　 模型及分支理论基础

对于时滞微分方程的计算方法主要是中心流

形和规范型，利用中心流形理论可以把具有时滞的

微分方程在平衡点附近化为有限维不变流形上的

微分方程．而规范型则是被广泛地应用于化简微分

方程在其平衡点附近动力学性质的分析研究之中，
即通过一系列的坐标尺度变换构造出原始微分方

程的最简的拓扑同构的形式．
分支就是当参数通过分支值（临界值）时系统

的拓扑类型发生变化，所以时滞项的改变通常被视

为分支参数的变化，且对系统产生的分支类型起着

很大的作用．对于一个二阶标量时滞微分方程形式

可以有如下形式

ｘ̈（ｔ）＋ｂｘ̇（ｔ）＋ａｘ（ｔ）－（ｘ（ ｔ）＋ｘ̇（ ｔ））２＋（ｘ（ ｔ）＋ｘ̇（ ｔ））３ ＝
αｘ（ｔ－τ） （１）
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这里 ａ，ｂ，α 都是实参数，且 τ＞０ 是时滞项，Ｆ（０，０）＝
Ｆ̇（０，０）＝ ０．在这类型的模型中已经包含了许多应

用，并且已经初见成果．文献［７］是对此类模型的广

义模型的化简计算的可实现问题的研究与讨论，充
分说明此类模型是十分值得研究的．

２　 系统模型计算的实现

为了建立有效的计算和进行分支现象预测，接
下来将要针对研究的系统模型进行规范型计算．
２．１　 规范型计算基础

近几年来，利用规范型方法来处理时滞微分方

程是十分常见的，文献［９］中已经对滞后型泛函微

分方程的规范型计算进行了详细的阐述并将相关

定理提供证明，基于前者的研究探索我们可以直接

引用其结论来进行具体的计算．
首先，可以将所研究的系统模型变换成一阶形

式．
令 ｕ１ ＝ ｘ，ｕ２ ＝ ｘ̇

　

ｕ̇１（ ｔ）＝ ｕ２（ ｔ）
ｕ̇２（ ｔ）＝ －ａｕ１（ ｔ）＋αｕ１（ ｔ－τ）－ｂｕ２（ ｔ）＋

（ｕ２
１＋２ｕ１ｕ２＋ｕ２

２－ｕ３
１－３ｕ２

１ｕ２－３ｕ１ｕ２
２－ｕ３

２）

（２）

这里，ａ，ｂ，α 都是实参数，且 τ＞０ 是时滞项，非线性

函数 Ｆ 是光滑且在原点函数值等于零的，满足

Ｆ̇（０，０）＝ ０．在实际应用中一般有 ａ＞０，所以，我们

假设这个条件仍然成立．
对应（２）的特征方程为

λ２＋ｂλ＋ａ－αｅ－λτ ＝ ０
则可知当 λ＝ ０，即特征根等于 ０ 时，有 ａ＝α；当 λ ＝
ｉω 时，则有

－ω２＋ａ＝αｃｏｓωτ
ｂω＝ －αｓｉｎωτ{ （３）

则经过简单的化简得

ω２（ω２－２ａ＋ｂ２）＝ ０ （４）

当 ２ａ－ｂ２＞０ 时，ω０ ＝ ２ａ－ｂ２ ；再由（３）式可计

算得到 ｃｏｓωτ＝ａ
－ω２

ａ
，所以，

τｋ ＝
１
ω０

ａｒｃｃｏｓ
ａ－ω２

０

ａ
＋２ｋπ{ } ， ｋ＝ ０，１，２…

接下来验证横截条件：ｄλ
ｄτ

≠０，得到 ｂａ≠０ 限制

条件．

令 ｔ→
ｔ
τ
，则式（２）可以变为

ｕ̇１ ＝τｕ２

ｕ̇２ ＝ －ａτｕ１＋ατｕ１（ ｔ－１）－ｂτｕ２＋

τ（ｕ２
１＋２ｕ１ｕ２＋ｕ２

２－ｕ３
１－３ｕ２

１ｕ２－３ｕ１ｕ２
２－ｕ３

２）

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）
取 τ＝τ０＋ｖ１，ａ＝α＋ｖ２，其中，ｖ１，ｖ２ 作为分支参数，所
以（５）式可以化为

ｕ̇１ ＝（τ０＋ｖ１）ｕ２

ｕ̇２ ＝ －（α＋ｖ２）（τ０＋ｖ１）ｕ１＋α（τ０＋ｖ１）ｕ１（ ｔ－１）－

ｂ（τ０＋ｖ１）ｕ２＋（τ０＋ｖ１）（ｕ２
１＋２ｕ１ｕ２＋ｕ２

２－ｕ３
１－

３ｕ２
１ｕ２－３ｕ１ｕ２

２－ｕ３
２）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（６）
则（６）式的线性部分为

ｕ̇１ ＝τ０ｕ２

ｕ̇２ ＝ －ατ０ｕ１－ｂτ０ｕ２＋ατ０ｕ１（ ｔ－１）
{ ， 为了计算线

性部分的特征向量，令 η（ θ）＝ Ａδ（ θ） ＋Ｂδ（ θ＋１），

其中，Ａ ＝
０ τ０

－ατ０ －ｂτ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，Ｂ ＝

０ ０
ατ０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 定义线性

算子：

Ｌφ ＝ ∫０
－１
ｄη（θ）φ（θ）， ∀φ∈ ｃ ＝ ｃ（ － １，０[ ] ，ｃ２）

令 Ｘ＝
ｕ１

ｕ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，且 Ｆ（Ｘｔ，Ｖ）＝

Ｆ１

Ｆ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，其中，Ｆ１，Ｆ２ 分别

是（６）式展开后的非线性部分．综上，（６）式可以化

为：Ｘ̇（ ｔ）＝ ＬＸｔ＋Ｆ（Ｘｔ，Ｖ）
定义双线性型

〈ψ，φ〉 ＝ ψ（０）φ（０） ＋ ∫０
－１
ψ（ξ ＋ １）Ｂφ（ξ）ｄξ

定义无穷小生成元

Ａφ ＝ φ̇ ＋ Ｘ０ Ｌφ － φ̇（０）[ ]

＝
φ̇ － １ ≤ θ ＜ ０

∫０
－１
ｄη（ ｔ）φ（ ｔ） θ ＝ ０{

它的伴随是

Ａ∗ψ ＝ － ψ̇ ＋ Ｘ０ Ｌ∗ψ － ψ̇（０）[ ]

＝
ψ̇ － １ ≤ ｓ ＜ ０

∫０
－１
ψ（ － ｔ）ｄη（ ｔ） θ ＝ ０

ì

î

í

ïï

ïï

接下来计算 Ａ 和 Ａ∗的特征值对应的特征向

量，特征向量分别为 ｉω，－ｉω，０，首先设

φ１（θ）＝
１
ρ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｉω０τ０θ， φ２（θ）＝

α１

α２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

ψ１ （ ｓ）＝ Ｄ１（１，ρ２）ｅｉω０τ０ｓ， ψ２ ＝（α３，α４）
然后计算以下式子

４７
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（ ｉω０τ０Ｉ－Ａ－Ｂｅ－ｉω０τ０）φ１ ＝ ０
（Ａ＋Ｂ）φ２ ＝ ０
（１，ρ２）（－ｉω０τ０Ｉ－Ａ－Ｂｅｉω０τ０）＝ ０
（α３，α４）（Ａ＋Ｂ）＝ ０
同时容易计算双线性型〈ψ２，φ１〉 ＝ ０，〈ψ１，φ２〉

＝ ０，且由〈ψ１，φ１〉 ＝ １，〈ψ２，φ２〉 ＝ １ 可以得到 Ｄ１，

Ｄ２ 的具体值为 Ｄ１ ＝
－ｉω０－ｂ

ατ０ｅ
－ｉω０τ０－ｂ

，Ｄ２ ＝
１

－ατ０－ｂ
．

引理：存在以 Φ＝ （φ１，φ１，φ２）和 Ψ＝ （ψ１，ψ１，
ψ２）为基底构成中心空间 Ｐ 和他的对偶空间 Ｐ∗分

别使得 Φ̇＝ΦＪ，Ψ̇＝ －ＪΨ且〈Ψ，Φ〉 ＝ Ｉ，其中，
Ｊ＝ｄｉａｇ（ ｉω０τ０，－ｉω０τ０，０） ．

令 Ｕ＝ΦＸ＋Ｙ，Ｘ∈Ｃ３，Ｙ∈Ｑ１ ＝ φ∈Ｑ：φ̇＝Ｃ{ }

即：
ｕ１（θ）＝ ｅｉω０τ０θｘ１＋ｅ

－ｉω０τ０θｘ２＋ｘ３＋ｙ１（θ）
ｕ２（θ）＝ ｉω０ｅｉω０τ０θｘ１－ｉω０ｅ

－ｉω０τ０θｘ２＋ｙ２（θ）

令 Ψ（０）＝
ψ１１ ψ１２

ψ２１ ψ２２

ψ３１ ψ３２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝

Ｄ１ Ｄ１ρ２

Ｄ１ Ｄ１ρ２

－Ｄ２ｂ －Ｄ２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

，

则（６）式可以分解为

Ｘ̇＝ＪＸ＋Ψ（０）Ｆ（ΦＸ＋Ｙ，Ｖ）

Ｙ̇＝ＡＱ１Ｙ＋（ Ｉ－π）Ｘ０Ｆ（ΦＸ＋Ｙ，Ｖ）{ （７）

即：

Ｘ̇＝ＪＸ＋ １
２！

ｆ １
２（ｘ，ｙ，ｖ）＋

１
３！

ｆ １
３（ｘ，ｙ，ｖ）＋ｈ．ｏ．ｔ．

Ｙ̇＝ＡＱ１Ｙ＋
１
２！

ｆ ２
２（ｘ，ｙ，ｖ）＋

１
３！

ｆ ２
３（ｘ，ｙ，ｖ）＋ｈ．ｏ．ｔ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

这里， ｆ １
２ ＝Ψ（０）

Ｆ１
２

Ｆ２
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ， ｆ ２
２ ＝（ Ｉ－π）Ｘ０

Ｆ１
２

Ｆ２
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ，

ｆ １
３ ＝Ψ（０）

Ｆ１３

Ｆ２
３

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， ｆ ２

３ ＝（ Ｉ－π）Ｘ０

Ｆ１
３

Ｆ２
３

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

Ｆ１
２，Ｆ１

３ 是（６）式中第一个式子的非线性部分按关于

ｕ１（ ｔ），ｕ２（ ｔ），ｕ１（ ｔ－１），ｕ２（ ｔ－１），ｖ１，ｖ２ 的二次项和

三次项区分开得到的．同理，Ｆ２
２，Ｆ２

３ 也就是（６）式中

第二个式子的非线性部分按关于 ｕ１（ ｔ），ｕ２（ ｔ），
ｕ１（ ｔ－１），ｕ２（ ｔ－１），ｖ１，ｖ２ 的二次项和三次项．
２．２　 化简非线性项及规范型分析

接下来的主要是复杂的计算工作，针对如何将

非线性项映射到标准基上，使其得到化简并可以根

据拓扑等价的时滞微分方程规范型的分支性质和

情况进行分析．计算标准基和投影的方法和结论在

文献［８］中的第二、三章节已经阐述详尽，所以经

过计算我们可以得到柱坐标下的规范型

ｒ̇＝α１（ｖ） ｒ＋β１１ｒζ＋β３０ｒ３＋β１２ｒζ２

ζ̇＝α２（ｖ）ζ＋γ２０ｒ２＋γ０２ζ２＋γ２１ｒ２ζ＋γ０３ζ３

ξ̇＝η０＋η０１ζ＋η２０ｒ２＋η０２ζ２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（８）

其中，
α１（ｖ）＝ Ｒｅ ａ１１[ ] ｖ１，β１１ ＝Ｒｅ ａ１３[ ] ，
β３０ ＝Ｒｅ ｂ１１＋ｃ１１＋ｄ１１[ ] ， β１２ ＝Ｒｅ ｂ１２＋ｃ１２＋ｄ１２[ ] ，
α２（ｖ）＝ ａ２１ｖ１＋ａ２２ｖ２， γ２０ ＝ａ２３，γ０２ ＝ａ２４，
γ２１ ＝ ｂ２１＋ｃ２１＋ｄ２１，γ０３ ＝ ｂ２２＋ｃ２２＋ｄ２２ ．

这里，ａ１１，ａ１３，ａ２１，ａ２２，ａ２３，ａ２４，ｂ１１，ｂ１２，ｂ２１，ｂ２２，ｃ１１，
ｃ１２，ｃ２１，ｃ２２，ｄ１１，ｄ１２，ｄ２１，ｄ２２分别是计算：

１
２
ｇ１

２（ｘ，０，ｖ）＝

（ａ１１ｖ１＋ａ１２ｖ２）ｘ１＋ａ１３ｘ１ｘ３

（ａ１１ｖ１＋ａ１２ｖ２）ｘ２＋ａ１３ｘ２ｘ３

（ａ２１ｖ１＋ａ２２ｖ２）ｘ３＋ａ２３ｘ１ｘ２＋ａ２４ｘ２
３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

１
６
ｇ１
３（ｘ，０，ｖ）＝

１
６
Ｐｒｏｊｓ２ ｆ

１
３（ｘ，０，０）＋

１
４
Ｐｒｏｊｓ２［（Ｄｘ ｆ １

２）（ｘ，０，０）Ｕ１
２（ｘ，０）＋

（Ｄｙ ｆ １
２）（ｘ，０，０）Ｕ２

２（ｘ，０）］＋
Ｏ ｘ ｖ ２＋ ｘ ２ ｖ( )

即

１
６
Ｐｒｏｊｓ２ ｆ

１
３（ｘ，０，０）＝

ｂ１１ｘ２
１ｘ２＋ｂ１２ｘ１ｘ２

３

ｂ１１ｘ１ｘ２
２＋ｂ１２ｘ２ｘ２

３

ｂ２１ｘ１ｘ２ｘ３＋ｂ２２ｘ３
３

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

１
４
Ｐｒｏｊｓ２ （Ｄｘ ｆ １
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３
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２＋ｄ１２ｘ２ｘ２

３

ｄ２１ｘ１ｘ２ｘ３＋ｄ２２ｘ３
３

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
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在文献［１０］已经对上述柱坐标下的规范型方

程做了十分详细的分支分析工作，且证明了规范型

截断到二次项时，方程只要满足 β１１，γ２０，γ０２≠０，并
且 γ０２－β１１≠０，则系统在 ｖ＝ ０ 时在平凡平衡解处经

历 Ｈｏｐｆ⁃ｔｒａｎｓｃｒｉｔｉｃａｌ 分支现象．经过验证发生条件

满足，所以系统方程（１）在分支参数 ｖ ＝ ０ 时将会发

生 Ｈｏｐｆ⁃ｔｒａｎｓｃｒｉｔｉｃａｌ 分支．
进一步利用文献［１０］中的分支分析结果，将

（８）式进行尺度变换并截断到二次项，令－ ｂ１ｂ２

ｒ→ ｒ，－ｂ２ζ→ ζ，则（８）式变为

ｒ̇＝α１（ｖ） ｒ＋ε１ｒζ

ζ̇＝α２（ｖ）＋ε２ｒ２－ζ２{ （９）
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其中，ε１ ＝ －
β１１

γ０２
，ε２ ＝ －

γ２０γ０２

γ２０γ０２
＝ ±１ ．

此时方程的轨道拓扑结构会出现四类情况：
Ｃａｓｅ １ ε２ ＝ １，ε１＞０； Ｃａｓｅ ２ ε２ ＝ １，ε１＜０；
Ｃａｓｅ ３ ε２ ＝ －１，ε１＞０； Ｃａｓｅ ４ ε２ ＝ －１，ε１＜０．
其中三种情形 Ｃａｓｅ １，Ｃａｓｅ ２，Ｃａｓｅ ４ 分别如图 １：

图 １　

Ｆｉｇ． １　 Ｃａｓｅ １， Ｃａｓｅ ２ ａｎｄ Ｃａｓｅ ４

由于 Ｃａｓｅ ３ 分析时比较特殊，会出现两种情

况，故必须对规范性截断到三次项部分再进行分

析，具体过程及结果可以直接从文献［１０］的叙述

中得到，此处不再重复．
经过复杂繁琐的计算求证和对得出的规范型

的柱坐标方程进行分支分析后，我们知道（１）式的

时滞非线性振荡器方程会发生 Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分支中的

Ｈｏｐｆ⁃ｔｒａｎｓｃｒｉｔｉｃａｌ 分支．

３　 时滞杜芬振荡方程

在文献［１１，１２］中主要对时滞杜芬振荡方程

进行了分析与讨论，可以明显看出杜芬振荡方程

ｕ̈（ ｔ）＋ｈｕ̇（ ｔ）＋Ω２ｕ（ ｔ） ＋ｋｕ３（ ｔ）＝ ｑｕ（ ｔ－τ）是（１）式的

一个具体的例子，所以利用 ＭＡＴＬＡＢ 我们进行数

值模拟，取 ｈ＝ ０．０５，Ω ＝ １，ｋ ＝ １，ｑ ＝ ０．５ 得到如图所

示的 ｕ（ ｔ）－ｄｕ（ ｔ）所成的图像：

图 ２　 相图和周期解轨线

Ｆｉｇ．２　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

由上面的两个图象可明显看到随着时间 ｔ 的
变化，系统方程会由振荡逐渐趋于稳定，结合之前

对（１） 式的研究结论可知杜芬振荡方程会发生

Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ分支现象．
综上，我们可以发现在这类系统的应用中，分

支参数的改变可以影响分支的性质，并且研究此类

时滞微分方程是十分必要的，因为它包括了许多实

际应用问题的模型，且计算出其规范型可以统一描

述动力系统的分支性质，为以后的进一步研究奠定

理论基础．
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