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微结构固体中孤立波的动力稳定性 *
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摘要 描述微结构固体中波传播的一种KdV类方程作为控制方程并利用积分因子方法，对微结构固体中传

播孤立波的动力学稳定性进行了数值模拟研究 .主要以高斯波、Ricker子波以及双曲正割波扰动作为初始扰

动，考察了不同小扰动下孤立波能否较长时间保持波形结构和传播速度而稳定传播问题 .结果表明，不同的

小扰动对孤立波的影响不同，孤立波的稳定传播与扰动幅度和宽度都有关系，只有受到幅度和宽度都非常小

的扰动下在弱微尺度非线性效应的微结构固体中传播的孤立波才能显现出一定程度的抗干扰性和动力学稳

定性，能够在微结构固体中较长时间稳定传播 .
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引言

随着科学技术的迅速发展，人们越来越关注微

晶、合金、岩石、陶瓷以及功能梯度材料等含微结构

的固体材料中波传播问题 .这主要是因为当今检测

技术中所使用的一些高频波的波长越来越接近材

料的微结构特征长度，导致微结构效应对波场产生

了不可忽视的影响 .由于经典连续介质理论不能对

含微结构的固体材料的力学行为给出准确描述，人

们提出了若干描述其变形与运动的理论和模型［1-4］.
近年来，Engelbrecht等根据Mindlin微结构理论，重

点研究了含微结构的固体材料中孤立波的存在与

传播问题 .在文献［5］中建立了微结构固体的非线

性基本模型，并证明了微结构固体中可以存在一种

非对称孤立波 .文献［6］中详细研究了微结构效应

对孤立波的传播及相互作用的影响 .文献［7］中研

究了微结构固体中孤立波传播的反问题 .文献［8］
中本文作者之一用定性分析方法证明了微结构固

体中对称与非对称孤立波的存在性 .
含微结构的固体材料中孤立波的形成与传播

问题的研究对该材料的无损检测与评价具有重要

意义 .因为孤立波在固体材料中传播时，其形状、幅

度以及传播速度中携带着材料内部结构特性的重

要信息 .从文献［7］的研究结果看，这可能成为对固

体材料进行检测与评价的一种有效手段 .但不管是

在实验中，还是在实际检测中，在固体材料中传播

的孤立波始终受到不同程度的扰动，所以在扰动影

响下孤立波能否稳定传播成为关键问题，只有稳定

传播的孤立波，才能克服扰动，能够长时间存在，且

能在实验中观测到和实际中应用到 .近年来，对复

杂系统中孤立波的存在性和动力系统的稳定性问

题的研究受到了越来越多的重视［9-12］.
本文以描述微结构固体的一种KdV类方程作

为控制方程并利用积分因子方法，将对微结构固体

中传播的孤立波在不同小扰动的影响下能否稳定

传播问题进行数值模拟研究 .
1 波模型及积分因子方法

在文献［13］中建立了描述Mindlin型微结构固

体中一维孤立波传播的新模型

ut + p1 (u2 ) x + p2uxxx + p3 (u2x ) xx = 0 （1）
其中，p1 = 12 γ2N，p2 = (1 - γ21 )，p3 =

1
2 εγ2M.这是一种

KdV类方程，描述微结构固体中单向波的传播 .当
无微尺度非线性效应，即 p3 = 0时，此方程就变成

著名的KdV方程 .下面就以方程（1）作为控制方程

并利用积分因子方法，对微结构固体中孤立波的稳

定传播特性进行数值模拟研究 .
2018⁃10⁃05收到第1稿，2020⁃04⁃06收到修改稿 .

* 国家自然科学基金资助项目（11462019）
†通讯作者 E-mail：han7371@163.com



第 1期 韩元春等：微结构固体中孤立波的动力稳定性

积分因子方法是数值求解偏微分方程的一种

计算速度快、精度高、稳定性好并能容易编程实现

的有效方法，是属于一种伪谱方法［14，15］.该方法通

过作快速傅里叶变换（FFT）和乘积分因子的巧妙

手段，消掉方程中导致数值频散的刚性项（即线性

空间导数项），从而达到高精度求解方程的目的 .依
据该方法的基本思想，对方程（1）作傅里叶变换，

可得

ût + ikp1 û2 - ik3 p2 û - k2 p3 û2x = 0 （2）
上式中，符号“^”表示对应函数的傅里叶变换，i是
虚数单位，k是变换常数 .方程（2）两边乘以 e-ik3 p2 t，
并令 Û = e-ik3 p2 t û，可得

Ût + ikp1e-ik3 p2 t û2 - k2 p3e-ik3 p2 t û2x = 0 （3）
又因为

u = F-1 (eik3 p2 tÛ )，ux = F-1 ( ikû ) （4）
把（4）式代入方程（3），可得

Ût + ikp1e-ik3 p2 tF { [ F-1 (eik3 p2 tÛ ) ]2} -
k2 p3e-ik3 p2 tF { [ F-1 ( ikeik3 p2 tÛ ) ]2} = 0 （5）

上式中，F表示傅里叶变换，F-1表示傅里叶逆变换 .
由方程（5）可看到，原方程中导致数值频散的线性

空间导数项全部被消掉 .因此，我们可以利用四阶

龙格库塔方法直接解出 Û，然后利用关系式 u =
F-1 (eik3 p2 tÛ )，可求解得到u.
2 微结构固体中孤立波传播的稳定性

由于在方程（1）中微尺度非线性项 p3 (u2x ) xx的
出现，很难求得出其精确孤立波解，但当 p3 = 0时，

可求得一种精确孤立波解

u0 ( x，t ) = A0 sech2 é
ë
êê

ù

û
úú

A0 p1
6p2 ( x - 2A0 p13 t ) （6）

这里常数 A0表示孤立波的波幅 .式（6）表示一种向

右传播的对称钟型孤立波，其传播速度和宽度都与

波幅有关，这是非线性波的重要特性 .为考察未受

扰孤立波在微结构固体中的传播特性，这里以式

（6）为初始条件，并采用周期性边界条件，在区间

[ -π，π ]上进行数值计算 .计算时选取的材料常数

为 p1 = 100，p2 = 3，p3 = 0.01，孤立波的幅度为A0 =
1.图 1绘制的是 t = 0.4时刻在弱微尺度非线性效

应的微结构固体中传播的孤立波波形以及此时的

孤立波波形与初始波形上对应点的位移偏差（图中

用Δu表示偏差）.可看出，随着时间的推移，初始时

刻的孤立波（6）缓慢变形并产生了一些偏差，但这

种弱微尺度非线性效应下所产生的偏差非常小，即

孤立波能够较长时间基本保持波形和传播速度在

微结构固体中稳定传播 .因此，在弱微尺度非线性

效应的微结构固体中孤立波基本能够保持波形和

传播速度而较长时间稳定传播 .值得注意的是微结

构固体中传播孤立波的动力学稳定性与固体介质

的材料常数有关，当固体的微尺度非线性效应较强

（p3较大）时，微结构固体中的孤立波明显变形、失

去其对称性，并形成一种非对称孤立波或根本不能

形成孤立波［5，8］.因此，微结构固体中孤立波的形成

需要合适的条件，不同的微结构固体（材料常数不

同）中形成的孤立波的形状特性不同，其传播的稳

定性也应有所不同 .

2.1 高斯波扰动下的孤立波

假设微结构固体中传播的孤立波受到了高斯

波扰动，其表达式为

u′( x，0) = Ae-μ x2 （7）

式中，A为高斯波的幅度，μ为高斯波的宽度因数 .
数值模拟时，采用周期性边界条件，并在区间

[ -π，π ] 上 进 行 计 算 ，初 始 条 件 取 为 u ( x，0) =
u0 ( x，0) + u′( x，0)，材料常数取为 p1 = 100，p2 = 3，

 

 

 

 

图1 未受扰孤立波（红色虚线）与初始波形的偏差

Fig.1 The deviation of undisturbed solitary wave（red dashed line）and initial waveform

97



动 力 学 与 控 制 学 报 2021年第 19卷

p3 = 0.01，孤立波幅度为A0 = 1.由于考虑的是小扰

动，所以扰动幅度应足够小，取为 A = 0.01，约为孤

立波幅度的 1%.如果扰动幅度较大，肯定会影响孤

立波的稳定传播，这是众所周知的 .一般来讲，经过

足够长时间的演化后，如果扰动的幅度没有产生明

显的增加，受扰波的波幅、宽度等波形结构和传播

速度基本保持不变，则可判定该波是动力学稳定；

如果扰动的幅度产生明显的增加，受扰波的波形结

构和速度发生明显改变，则可判定该波是动力学不

稳定 .在图 2中显示的是当 A = 0.01，μ = 40时，t =
0和 t = 0.4时刻的孤立波的波形图 .可看出，随着

时间的推移，初始时刻的局部扰动，逐步弥散到整

个计算区域，但扰动幅度没有明显增加 .经过一定

时间的演化后，t = 0.4时刻的受扰孤立波的波形和

传播速度有了一些小的变化，出现了一些波尾，在

图 3所示的受扰孤立波与未受扰孤立波在同一时

刻的偏差图上也能看到这一点 .这表明微结构固体

中的孤立波的抗干扰性不是很强，其动力学稳定性

也不是很稳定 .特别是当 A = 0.01，μ = 10，即改变

局部扰动的宽度时，受扰孤立波的波形结构和传播

速度有了比较明显变化（如图 4所示），在图 5所示

的偏差图上也明显看到这一点 .这表明高斯波扰动

的幅值能够影响孤立波的稳定传播之外，其宽度也

能影响孤立波的稳定传播 .由此可总结出：微结构

固体中传播孤立波的抗干扰性即其动力学稳定性

不是很强，只有受到幅度和宽度都非常小的高斯波

扰动下，微结构固体中传播的孤立波才能显现出一

定程度的动力学稳定性 .

2.2 Ricker子波扰动下的孤立波

假设微结构固体中传播的孤立波受到了

Ricker子波扰动，其表达式为

u′( x，0) = A (1 - 2(λx )2) e-(λx )2 （8）
其中，A为Ricker子波的幅度，λ为Ricker子波的宽

度因数 .数值模拟时，所采用的边界条件、初始条

件、材料常数和孤立波幅度都与上节的相同 .图 6

中显示的是当 A = 0.01，λ = 6时，t = 0和 t = 0.4时
刻受到Ricker子波扰动的孤立波波形图 .由图可看

出，随着时间的推移，初始时刻的局部扰动，逐步弥

散到整个计算区域，但扰动幅度没有明显增加 .经
过一定时间演化后，受扰孤立波的波形和传播速度

开始发生了一些微小的变化，但还能够保持原有特

性 .如图 7所示的受扰孤立波与未受扰孤立波的偏

差图上可以看到两者的偏差，显然偏差度很小 .因
此，在Ricker子波小扰动下孤立波的波形和传播速

度也发生了一些微小的变化，但相比于高斯波扰动

下的变化要小一些 .当A = 0.01，λ = 3，即改变局部

扰动的宽度时（如图 8所示），受扰孤立波的波形和

传播速度有了较明显变化（如图 9所示）.这表明

Ricker子波的宽度也能够影响孤立波的稳定传播 .
由此可得：微结构固体中传播孤立波的抗干扰性和

动力学稳定性不是很强，只有受到幅度和宽度都非

常小的Ricker子波扰动下，微结构固体中传播的孤

立波才能显现出一定程度的动力学稳定性 .

 

 

 

 

图2 高斯波扰动下的孤立波（红色虚线）

Fig.2 The solitary wave（red dashed line）disturbed by Gaussian wave

  

图3 受扰孤立波与未受扰孤立波的偏差

Fig.3 The deviation of disturbed solitary wave and undisturbed
solitary wave
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2.3 双曲正割波扰动下的孤立波

设微结构固体中传播的孤立波受到了双曲正

割波小扰动，即 u′( x，0) = Asech( μx )，同样我们采

用数值方法考察了孤立波传播的动力学稳定性 .数
值模拟时，所采用的边界条件、初始条件、材料常数

和孤立波幅度等都与上节相同 .图 10给出的是当

A = 0.01，μ = 12时，在 t = 0和 t = 0.4时刻受到双曲

正割波扰动的孤立波的波形图 .图 11给出的是在

t = 0.4时刻受扰孤立波与未受扰孤立波的偏差图 .
从偏差图可看出，受到双曲正割波扰动的孤立波的

波形和传播速度的变化情况非常类似于受到高斯

波扰动的孤立波的波形和传播速度的变化情况 .图
12给出的是当 A = 0.01，μ = 6时，在 t = 0和 t = 0.4
时刻受到双曲正割波扰动的孤立波的波形图，即受

到宽度较宽的双曲正割波扰动的情况 .可以看出，

受到宽度较宽的双曲正割波扰动之后，孤立波的波

形和传播速度有了更明显的变化，从偏差图 13也
可看到这一点 .此时的变化情况非常类似于受到高

斯波扰动的孤立波的波形和传播速度的变化情况 .
相比受到三种不同小扰动下的孤立波的波形和传

播速度的变化，可看出在Ricker子波扰动下孤立波

 

 

 

 

图4 高斯波扰动下的孤立波（红色虚线）

Fig.4 The solitary wave（red dashed line）disturbed by Gaussian wave

  

图5 受扰孤立波与未受扰孤立波的偏差

Fig.5 The deviation of disturbed solitary wave and undisturbed
solitary wave

 

 

 

 

图6 Ricker子波扰动下的孤立波（红色虚线）

Fig.6 The solitary wave（red dashed line）disturbed by Ricker wavelet

 

 

图7 受扰孤立波与未受扰孤立波的偏差

Fig.7 The deviation of disturbed solitary wave and undisturbed
solitary wave
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的波形和传播速度的变化最小，高斯波扰动和双曲

正割波扰动下孤立波的波形和传播速度的变化非

常类似，偏差程度也基本相同 .

3 结论

描述微结构固体中波传播的一种KdV类方程

作为控制方程，并利用积分因子方法，对受到不同

小扰动的孤立波在具有弱微尺度非线性效应的微

结构固体中传播的动力学稳定性进行了数值模拟

研究 .主要结论有：

（1）在高斯波扰动、Ricker子波以及双曲正割

波扰动下，孤立波的动力学稳定性都与三种扰动的

幅度和宽度有关 .
（2）微结构固体中传播孤立波的动力学稳定性

不是很强，只有受到幅度和宽度都非常小的小扰动

下，微结构固体中传播的孤立波才能显现出一定程

度的动力学稳定性 .
（3）扰动幅度和宽度基本相同的情况下，相比

Ricker子波扰动，高斯波扰动和双曲正割波扰动对

孤立波的影响更明显一些 .只有稳定传播的孤立

波，才能克服扰动，能够长时间传播，且能在实验中

观测到和实际中可能利用到 .从此意义上讲，微结

构固体中孤立波能否稳定传播问题的研究对固体

材料性能的无损检测与评价具有重要实际意义 .希
望本文结果会对微结构固体的无损检测与评价提

供理论指导和帮助 .

 

 

 

 

图8 Ricker子波扰动下的孤立波（红色虚线）

Fig.8 The solitary wave（red dashed line）disturbed by Ricker wavelet

  

图9 受扰孤立波与未受扰孤立波的偏差

Fig.9 The deviation of disturbed solitary wave and undisturbed
solitary wave

 

 

 

 

图10 双曲正割波扰动下的孤立波（红色虚线）

Fig.10 The solitary wave（red dashed line）disturbed by Hyperbolic
secant wave

  

图11 受扰孤立波与未受扰孤立波的偏差

Fig.11 The deviation of disturbed solitary wave and undisturbed
solitary wave
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图12 双曲正割波扰动下的孤立波（红色虚线）

Fig.12 The solitary wave（red dashed line）disturbed by Hyperbolic secant wave

  

图13 受扰孤立波与未受扰孤立波的偏差

Fig.13 The deviation of disturbed solitary wave and undisturbed
solitary wave
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DYNAMICAL STABILITY OF SOLITARY WAVE IN
MICROSTRUCTURED SOLIDS *

Han Yuanchun† Narenmandula
（College of Mathematics and Physics. Inner Mongolia University for Nationalities，Tongliao，

Inner Mongolia 028043，China）
Abstract A KdV-like equation describing wave propagation in microstructured solids as governing equation，the dy⁃
namical stability of solitary waves propagating in microstructured solids was numerical simulated using the method of in⁃
tegrating factors. Taking Gaussian wave，Ricker wavelet and Hyperbolic secant wave as initial disturbances，stable prop⁃
agation keeping structure of waveform and propagation speed of solitary wave for a long time was investigated，under
those three small disturbances. The simulation results show that different small disturbances have different effects on soli⁃
tary wave，the stable propagation of solitary wave is related to the amplitude and width of the disturbances. Only under
disturbances of very small amplitude and width，the solitary waves can exhibit a certain degree of anti- interference and
dynamical stability，and can stably propagate in microstructural solids with weak microscale nonlinear effects for a long
time.
Key words microstructured solid， solitary wave， stability， method of integrating factors
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