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摘要　 针对结合弹支⁃刚性转子系统的动力学特点，利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 能量法建立了考虑变速特性的转子系统瞬

态响应动力学方程，模型中区别考虑了非旋转阻尼和旋转阻尼的影响．采用精细积分算法计算获得过临界区

的转子瞬态响应特性，进一步对比分析了角加速度和阻尼特性对转子系统瞬态振动响应幅频特性和相频特

性的影响规律．研究结果表明：变转速引起系统的刚度矩阵变化并产生附件的激励力；瞬态过共振响应幅值

明显小于稳态响应幅值，且过共振越快速、阻尼越大时系统瞬态振动响应幅值越小．针对过瞬态相频特性，在

临界转速附近出现一个新的相位角（加速过共振小于 ９０°），此相位不受角加速度值和旋转阻尼比的影响，但

随着非旋转阻尼比的增大呈增大趋势．
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引言

随着高速旋转机械效率的提高，对于转速的要

求也越来越高，其转子系统往往超临界转速运行，
在启停过程不得不要多次通过临界转速，然而亚共

振向超共振过渡的共振区瞬态振动响应特性比稳

态响应复杂得多，在高速旋转机械的设计、研制、运
行过程中引起了广泛关注［１，２］ ．

方之楚［３］研究了单盘转子系统过临界的非定

常运动，并讨论了陀螺效应和内阻尼对系统瞬态响

应的影响．Ｇｅｎｔａ［４］ 基于有限元法建立了转子系统

瞬态响应模型，并考虑了转子非线性影响． Ｚｈｏｕ［５］

建立了 Ｊｅｆｆｃｏｔｔ 转子系统的瞬态响应解析模型，将
瞬态振动响应分解为自由振动和同频振动和伴随

振动三部分．郑龙席［６］运用传递矩阵法建立了双盘

转子系统的运动微分方程，分析了不平衡量、加速

度、支承刚度、阻尼、支承位置等参数对转子瞬态响

应的影响．岳聪［７］从越过临界转速时的瞬态动挠度

以及进动角随阻尼系数角度分析转子系统的瞬态

响应特征．然而目前针对瞬态响应特性的分析主要

集中在振动幅值的特性分析，没有进一步研究瞬态

过程的相位规律性．
对于支承刚度远低于转子刚度的转子系统，如

航空发动机转子系统，通过低阶临界转速时，变形

大部分集中于弹性支承上，从而保证系统的高可靠

稳定运行，这类转子系统可视为弹支⁃刚性转子系

统［８］，其动力学特性有其独特性．蒋书运等［９］ 采用

整体传递矩阵⁃动态子结构法分析航空发动机整机

瞬态响应特性，导出支承子结构运动方程，考虑挤

压油膜力，并分析了不同转速、油膜间隙等参数条

件下轴心轨迹特点．张华彪［１０］ 针对航空发动机转

子叶片掉块故障，进行突加不平衡引发碰摩的瞬态

响应分析，并考虑了支承刚度非线性影响．刘政

等［１１］针对航空发动机特殊的径向转动惯量大于轴

向转动惯量的厚盘转子系统，计算了单⁃厚盘转子

分别以定角加速度和定功率过两阶临界转速时对

不平衡激振力的瞬态响应，主要讨论了瞬态轴心轨

迹变化规律，而忽略了其中的相位特征变化．
本文以结合弹支⁃刚性转子系统的动力学特

点，利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 能量法建立了考虑变速特性的转

子系统瞬态响应动力学方程，区别考虑了非旋转阻

尼和旋转阻尼的影响．通过精细积分算法计算获得
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了加速过临界区的转子瞬态响应幅值、相位随角加

速度和非旋转阻尼比、旋转阻尼比的变化曲线，得
出角加速度和阻尼在加速过共振区时系统响应特

性的影响规律，为带弹支⁃刚性转子系统的高速旋

转机械在设计、运行、维护以及故障诊断等工程实

际提供参考．

１　 弹支⁃刚性转子系统瞬态动力学分析

转子系统模型如图 １（ ａ）所示，两支点刚度分

别为 ｋ１，ｋ２（Ｎ ／ ｍ），两支点间的距离为 ｌ（ｍ） ．轮盘

中心点 Ｃ 距左支点 Ｂ１ 的距离为 ａ，距右支点 Ｂ２ 的

距离为 ｂ．建模过程中坐标系：ＯＸＹＺ———固定坐标

系；Ｃξηζ———跟随转子一同旋转的动坐标系．坐标

系变换关系如图 １（ｂ）所示，其中 θｙ、θｚ、θ 分别为转

盘绕 Ｃｙ、ＣＺ、Ｃｘ 轴的旋转角．

图 １　 弹支刚性转子系统示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｓｕｐｐｏｒｔｓ

本模型中将转盘视为刚性体，不考虑转轴质

量，忽略轴向位移及扭转变形，该转子系统的运动

状态可以通过转盘中心点的平动位移 ｙ，ｚ 和转角

位移 θｙ，θｚ，及其对应的平动速度、角速度表示．在
瞬态响应分析中，转子不再以恒定速度旋转，旋转角

速度 θ̇ 不为常量．根据文献［４］在动坐标系中表示的

转子系统的动能、势能，变换到固定坐标系中，根据

Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，建立该系统的 ４ 自由度（ｙ，ｚ，θｙ，θｚ）
动力学方程：

ｍｙ̈＋Ｋ１１ｙ＋Ｋ１２θｚ ＝ｍｅθ̇２ｃｏｓ（θ＋θ０）＋ｍｅθ̈ｓｉｎ（θ＋θ０）

ｍｚ̈＋Ｋ１１ｚ－Ｋ１２θｙ ＝ｍｅθ̇２ｓｉｎ（θ＋θ０）－ｍｅθ̈ｃｏｓ（θ＋θ０）

Ｊｄ θ̈ｙ＋Ｊｐ θ̇θ̇ｚ＋Ｊｐ θ̈θｚ＋Ｋ２２θｙ－Ｋ１２ｚ＝ ０

Ｊｄ θ̈ｚ－Ｊｐ θ̇θ̇ｙ＋Ｋ２２θｚ＋Ｋ１２ｙ＝ ０
（１）

式中，ｍ（ｋｇ）转盘的质量，Ｊｐ、Ｊｄ（ｋｇ·ｍ）分别为转

盘的极转动惯量和直径转动惯量，ｅ 为转盘的质量

偏心量，θ０ 为其初始相位角．刚度系数可通过对柔

度系数矩阵求逆获得，当两支点相同、且转盘位于

转轴中央时，即 ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ ｋ，ａ ＝ ｂ ＝ ｌ ／ ２，可得 Ｋ１１ ＝

１２ＥＩｋ ／ （６ＥＩ ＋ ２ａ２ｋ），Ｋ１２ ＝ Ｋ２１ ＝ ０， Ｋ２２ ＝ １２ＥＩｋａ２ ／

（６ＥＩ＋２ａ２ｋ） ．
式（１）的矩阵形式可记为，
Ｍｑ̈＋θ̇Ｇｑ̇＋Ｋｑ＝Ｑ （２）

式中，ｑ、ｑ̇ 和 ｑ̈ 分别为系统的振动位移、速度和加速

度向量，其中，广义位移向量 ｑ ＝｛ｙ ｚ θｙ θｚ｝Ｔ ．系
统的质量矩阵、陀螺力矩矩阵、刚度矩阵和广义激

振力矢量分别为：
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由上式可以看出，与恒定角转速的工况（ θ̇ ＝常

数，θ̈＝ ０）比较，瞬态响应动力学模型中，变转速引

起系统的刚度矩阵和广义激励力的变化，导致系统

４３５
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的刚度矩阵不对称，产生两个转动方向的耦合刚度

Ｊｐ θ̈，及两个平动方向上的附加激励力 ｍｅθ̈ｓｉｎ（θ＋θ０），

ｍｅθ̈ｃｏｓ（θ＋θ０） ．
当考虑与转子相关的旋转阻尼以及与静子相

关的非旋转阻尼［４］时，可通过在系统方程（３）的右

侧加上广义的阻尼力，假设为粘弹性阻尼，则系统

的非旋转阻尼力 Ｆｎ 和旋转阻尼力 Ｆｒηζ分别可表示

为：
Ｆｎ ＝ －ｃｎ ｑ̇，Ｆｒηζ ＝ －ｃｒ ｑ̇ηζ （４）

式中，ｃｎ 和 ｃｒ 分别为非旋转阻尼系数和旋转阻尼

系数，ｑ̇＝ ｙ̇ ｚ̇ θ̇ｙ θ̇ｚ{ }
Ｔ
和 ｑ̇ηζ ＝ ｙ̇ ｚ̇ θ̇ｙ θ̇ｚ{ }

Ｔ

ηζ

分别为系统在 ＯＸＹＺ 和 Ｃξηζ 的广义速度向量．根
据图 １（ｂ）所示的坐标变换关系可推导获得 ｑ̇ 和

ｑ̇ηζ的变换关系，由此确定旋转阻尼力在固定坐标

系下可表示为：
Ｆｒ ＝ＲＴＦｒηζ ＝ －ｃｒ ＲＴＲｑ̇＋ＲＴＲ̇ｑ( ) （５）

式中，
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．

将旋转阻尼力和非旋转阻尼力引入到系统中，
系统动力方程式（３）变化为

Ｍｑ̈＋ θ̇Ｇ＋Ｃ( ) ｑ̇＋ Ｋ＋θ̇Ｃｒ( ) ｑ＝Ｑ （６）
式中，阻尼矩阵 Ｃ、Ｃｒ 分别为：

Ｃ＝ ２（ζｎ＋ζｒ） ｋｍ
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式中，ζｎ、ζｒ 分别为非旋转阻尼比和旋转阻尼比．

２　 弹支⁃刚性转子系统过共振瞬态响应特性

本节针对弹支⁃刚性转子系统起停过程中通过

刚体模态临界转速的特点，基于建立的系统瞬态动

态力学方程，采用增维精细积分方法［１２，１３］，分析从

某一转速状态线性加速过临界时，转子系统的瞬态

响应幅值及其相位变化特点．
２．１　 算例

针对图 １ 所示的弹支⁃刚性转子系统，分析其

加速过共振瞬态不平衡响应特性，所采用的模型参

数如表 １ 所示，计算获得系统的前两阶固有频率分

别为 ３４．３２Ｈｚ、７１．１７ Ｈｚ．
表 １　 转子系统的模型参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ Ｖａｌｕｅｓ

Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍａｓｓ ｍ（ｋｇ） ４３

Ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ Ｊｐ（ｋｇ·ｍ２） ０．４

Ｄｉａｍｅｔｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ Ｊｄ（ｋｇ·ｍ２） ０．６

Ｉｍｂａｌａｎｃｅ ｍｅ（ｋｇ·ｍ） ５０×１０－５

Ｄｉｓｔａｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｕｐｐｏｒｔ １ ａｎｄ ｄｉｓｃ ａ＝ ｌ ／ ２（ｍ） ０．２

Ｓｕｐｐｏｒｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ ｋ（Ｎ ／ ｍ） １×１０６

Ｎｏｎｒｏｔａｔｉｎｇ ｄａｍｐｉｎｇ ｒａｔｉｏ ζｎ ０．００５

Ｒｏｔａｔｉｎｇ ｄａｍｐｉｎｇ ｒａｔｉｏ ζｒ ０．００５

２．２　 系统阻尼的影响特性比较

在转子系统加速通过一阶临界（３４．３２Ｈｚ）过程

中，选取加速过程转速范围 ２０ ～ ６０Ｈｚ，分别选定 ４
种不同的旋转角加速度 θ̈ ＝ ａθ ＝ ０、２００、４００、６００
ｒａｄ ／ ｓ２，其中，加速度为 ０ 时，即稳态工况．为比较分

析非旋转阻尼比 ζｎ 和旋转阻尼比 ζｒ 对系统过共振

瞬态响应特性的影响，分别选定如表 ２ 所示的 ５ 种

阻尼条件，其中工况 １－３，ζｎ 变化，ζｒ 固定；工况 ３－
５，反之，采用增维积分算法进行仿真分析，获得不

同加速度和阻尼条件下系统过共振瞬态响应特性，
在 θ̈＝ａθ ＝ ４００ｒａｄ ／ ｓ２ 时 ５ 种不同阻尼条件下，转子

系统加速过共振时瞬态响应比较结果分别如表 ２
和图 ２ 所示．
表 ２　 转子系统的阻尼条件及其响应幅值、相位统计结果比较

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄａｍｐｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ

ａｎｄ ｐｈａｓｅｓ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｃｒｏｓｓ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ

Ｃａｓｅｓ ζｎ ζｒ
Ｒｅｓｏｎａｎｃｅ

Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ （μｍ）
Ｒｅｓｏｎａｎｃｅ
Ｐｈａｓｅｓ （°）

Ｃａｓｅ１ ０．０５ ０．００５ ３１．７５ ４６

Ｃａｓｅ ２ ０．０２ ０．００５ ３８．８４ ４６

Ｃａｓｅ ３ ０．００５ ０．００５ ４５．３４ ４６

Ｃａｓｅ ４ ０．００５ ０．０２ ４１．３３ ３９

Ｃａｓｅ ５ ０．００５ ０．０５ ３７．６８ ３４
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图 ２　 不同阻尼条件下系统过共振响应结果比较

Ｆｉｇ．２　 Ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍａｃｒｏｓｓ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄａｍｐｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

　 　 通过表 ２ 和图 ２ 比较结果可以看出：系统加速

过临界区时，（１） 瞬态响应最大幅值受非旋转阻尼

比 ζｎ 和旋转阻尼比 ζｒ 影响，且过共振瞬态响应幅

值随着阻尼增大明显减小； （２） 在相⁃频图中稳态

响应过临界点有典型的 ９０°相位角，而过共振过程

中，过临界点出现新相位角，此相位不受 ζｒ 的影

响，但随着 ζｎ 的增大而增大．

针对 ４ 种不同的角加速度 θ̈ ＝ ａθ ＝ ０、２００、４００、
６００ ｒａｄ ／ ｓ２，其中，加速度为 ０ 时，即稳态工况，分析

如表 ２ 所示的 ５ 种阻尼工况，进一步获得系统阻尼

对其过共振瞬态响应特性的影响．其中工况 ３ 时系

统过共振瞬态响应幅⁃频特性和相⁃频特性曲线分

别如图 ３ 所示．

图 ３　 系统在不同加速工况过共振瞬态响应曲线

（工况 ３：ζｎ ＝ ０．００５，ζｒ ＝ ０．００５）

Ｆｉｇ．３　 Ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍａｃｒｏｓｓ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ

ｗｉｔｈ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｒａｔｅｓ

（Ｃａｓｅ ３：ζｎ ＝ ０．００５ ａｎｄ ζｒ ＝ ０．００５）

通过上述分析进一步得出：弹性⁃刚性转子系

统过共振瞬态响应的最大振幅随着加速度值的增

大而减小，表明越快速过共振瞬态响应幅值反而
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小；（２）加速过共振不再呈现典型的 ９０°相位角，而
是在临界转速附近出现一个新的相位角，此相位不

受加速度值和旋转阻尼比 ζｒ 的影响，但随着非旋

转阻尼比 ζｎ 的增大而增大．

３　 结论

（１）与稳态动力学模型比较，瞬态响应动力学

模型中，变转速引起系统的刚度矩阵和广义激励力

的变化，产生两个转动方向的耦合刚度 Ｊｐ θ̈，以及两

个平动方向上的附加激励力 ｍｅθ̈ｓｉｎ（θ＋θ０），ｍｅθ̈ｃｏｓ
（θ＋θ０） ．

（２）瞬态过共振响应幅值明显小于稳态响应

幅值，受过共振加速度、非旋转阻尼比 ζｎ 和旋转阻

尼比 ζｒ 的影响明显，且越快速过共振瞬态响应幅

值越小．
（３）瞬态过共振区时，在相⁃频图中临界转速时

也没有典型的 ９０°相位角，而是在临界转速附近出

现一个新的相位（加速过共振小于 ９０°），此相位不

受角加速度值和旋转阻尼比 ζｒ 的影响，但随着非

旋转阻尼比 ζｎ 的增大呈增大趋势．
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