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摘要　 阵发性振动最早用来阐述流体中的层流被湍流无规则扰动的现象．在非线性动力学领域，阵发性指

的是系统时域响应随着参数的变化出现规则与不规则运动之间伪随机交替的运动特征．响应的阵发性是

非线性动力学系统随分岔参数变化进入混沌运动的一种典型途径．不过，对于非线性系统阵发性混沌现

象，由于其参数敏感性和动力学行为演化的复杂性，研究手段还有待丰富．半解析半数值的谐波平衡⁃频时转

换（Ｈａｒｍｏｎｉｃ ｂａｌａｎｃｅ ａｎｄ ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ／ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ，简称 ＨＢ⁃ＡＦＴ）方法可以避开传统方法对于复杂非

线性项的积分或者级数展开等处理过程，能够快速而精确地求得系统的谐波解．本文基于 ＨＢ⁃ＡＦＴ 方法，结

合 Ｆｌｏｑｕｅｔ 稳定性理论，给出一套非线性动力系统阵发性混沌演化的研究的半解析方法．并以经典的单频激

励 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统为例，对其全局周期解分支及其失稳特性进行分析，阐明了该系统一种阵发 Ｉ 型混沌行为的

动力学演化机制．
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ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１８⁃０４７

引言

随着科学技术的发展，混沌理论有了长足的发

展． 阵发性混沌理论从 ２０ 世纪 ８０ 年代起步，在等

离子体［１］、非线性电路［２］、流体力学［３］、细胞力

学［４］和机器人动力学［５］ 等分析中取得了大量理论

和实验成果，由此受到了广泛的关注．阵发性混沌

的主要特征是规则和不规则运动伪随机交替出现．
常见的阵发性混沌经过折叠分岔、亚临界 Ｈｏｐｆ 分
岔和亚临界倍周期分岔伴随系统全局结构的重整

化产生，Ｐｏｍｅａｕ 和 Ｍａｎｎｅｖｉｌｌｅ［６］把这三类阵发失稳

嵌入混沌的方式分别定义为阵发Ⅰ、Ⅱ和Ⅲ型混

沌，显然这三种分岔并不是阵发混沌产生的充分条

件［７］ ．近 ２０ 年来，阵发性混沌理论得到了进一步丰

富［８］，阵发 Ｖ 型、Ｘ 型混沌、开关（ｏｎ⁃ｏｆｆ）阵发、激变

阵发等多种新的阵发混沌响应模式被理论和实验

发现．阵发性混沌演化涉及系统全局动力学特性的

转变，因此理论上研究困难，常采用数值方法进行计

算分析．然而，阵发性混沌往往发生在失稳不动点附

近，由于临界慢化现象［９］的发生，对数值积分模拟要

求高精度和较长的计算时间．综上所述，就阵发性混

沌研究而言，无论在理论发展、工程应用还是研究手

段领域，都存在大量开放性问题，方兴未艾．
有许多经典的数值方法、定量方法和解析方法

可对非线性动力系统的特性进行分析．一般把所求

问题看成常微分方程的初值问题，采用数值积分方

法来求解系统的渐近稳态响应［１０］，并采用 Ｐｏｉｎｃａｒｅ
截面、频谱图、Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数和数值分岔图等分析

系统的混沌特征．但是，由于阵发性混沌响应的陡

变特性，在数值积分求解过程中需要频繁改变步

长，且临界慢化现象使得接近失稳位置的稳态响应

计算非常耗时［１１］ ．小参数摄动法、平均法、多尺度

法等各种经典的定量方法受到小参数条件、可积条

件、级数展开条件等的限制［１２］，而谐波平衡法对于

复杂非线性系统谐波平衡本身就是极为困难的．另
外，上述定量解析方法在高次谐波解求解时，由计

算工作量原因，通常仅求解一次或二次谐波解，可
是相关研究表明高次、小谐波分量的忽略可能会对
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系统的稳定性带来极大的误差甚至错误［１３］ ．
ＨＢ⁃ＡＦＴ 方法是 Ｙａｍａｕｃｈｉ［１４］ 提出来的一种半

解析半数值的隐式谐波平衡法．该方法在求解系统

周期响应过程中把响应和非线性函数同时设为谐

波解形式，根据系统的离散时频特性建立谐波系数

之间的关系，对于复杂非线性项无需级数展开、积
分处理等近似过程，因此该方法具有一定的普遍适

用性［１５］ ． 随后，Ｋｉｍ 等［１６］ 引入广义的 ＤＦＴ 变换技

术，使 ＨＢ⁃ＡＦＴ 方法可自动求解系统的准周期解．
最近，Ｄｉｄｉｅｒ 等［１７］提出的随机 ＨＢ⁃ＡＦＴ 方法能很好

的用于包含随机强非线性的转子系统的非线性响

应分析． Ｚｈａｎｇ 等［１８］ 将同伦延拓技术嵌入 ＨＢ⁃ＡＦＴ
方法，结合 Ｈｓｕ 求解 Ｆｌｏｑｕｅｔ 单值矩阵的离散方法，
给出了一整套追踪系统周期响应和稳定性分析的

全频域快速方法．
Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子系统已经成为分析非线性动力学

行为的一种经典模型，而且在许多情况下可以使用

不同形式的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程对一些工程非线性问题进

行定性分析［１９，２０］ ． Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统是研究阵发性混沌

振动的一种主要模型，阵发性混沌现象在各类型

Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统中被大量研究［２１－２３］ ．简谐激励 Ｄｕｆｆｉｎｇ
系统（１）式的阵发性混沌现象被广泛研究［１１，２４］，不
过缺少对其动态演化的相关分析．

ｘ̈（ ｔ）＋ｃｘ̇（ ｔ）＋ｋｘ（ ｔ）＋αｘ（ ｔ） ３ ＝Ａｓｉｎωｔ （１）
鉴于以上背景，本研究从简谐激励 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系

统阵发性混沌现象出发，基于非线性动力学理论，
采用 ＨＢ⁃ＡＦＴ 方法结合 Ｆｌｏｑｕｅｔ 理论，对非线性动

力系统的典型阵发性混沌行为的演化展开研究，拟
提供一种阵发性混沌研究的新方法．

１　 理论与方法

１．１　 ＨＢ⁃ＡＦＴ 方法求解周期响应

不失一般性，求解响应周期为 ２π 的解，对于

非线性系统

ｘ̈（ ｔ）＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｘ̇（ ｔ），λ） （２）
首先，进行响应和非线性函数谐波平衡化过程：
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把等式（３）代入系统（２），各阶谐波平衡可得：

ｇ（Ｐ，Ｑ）＝ ０ （４）

其中，Ｐ、Ｑ 分别表示响应和非线性力谐波系数．
把 Ｑ 记为已知，可采用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代求解

不动点 Ｐ，
Ｊ（ ｉ）（Ｐ（ ｉ＋１） －Ｐ（ ｉ））＋ｇ（ ｉ）＝ ０ （５）

其中，迭代 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵，
Ｊ ＝ｄｇ（Ｐ，Ｑ） ／ ｄＰ
＝∂ｇ（Ｐ，Ｑ） ／ ∂Ｐ＋∂ｇ（Ｐ，Ｑ） ／ ∂Ｑ·ｄＱ ／ ｄＰ （６）

迭代求解（５）式，只有（６）式中 ｄＱ ／ ｄＰ 是未知

的，下面通过 ＡＦＴ 变换［２２］给出该关系．
系统响应 ｘ（ ｔ）的时域离散信息可由反有限傅

里叶变换（Ｉｎｖｅｒｓｅ Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ， ＩＤＦＴ）
给出：

ｘ（ｎ） ＝ Ｒｅａｌ {∑
Ｋ

ｋ ＝ ０
Ｐｋｅｉ（２πｋｎ ／ Ｎ） } （７）

这里 Ｐｋ ＝ａｋ＋ｉｂｋ， ｎ＝ ０，…，Ｎ－１，ｘ（ｎ）为 ｘ（ ｔ）在第 ｎ
个时间点的值，Ｎ 为时间离散点数．

根据（２）和（７）式，非线性力 ｆ（ｘ（ ｔ），ｘ̇（ ｔ），λ）
的离散时域信息可表示为

ｆ（ｘ（ｎ），ｘ̇（ｎ），λ） （８）
则 Ｑ 可由有限傅里叶变换（Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓ⁃
ｆｏｒｍ， ＤＦＴ）给出：

Ｑｋ ＝
φ
Ｎ∑

Ｎ－１

ｎ ＝ ０
Ｆ（ｎ）ｅｉ（ －２πｋｎ ／ Ｎ） （９）

其中 Ｑｋ ＝ ｃｋ＋ｉｄｋ，当 ｎ＝ ０，φ 为 １， 否则 φ 等于 ２．
从（７） ～ （９）式可见，Ｑｋ 是 Ｐｋ 的函数，因此可

以求得 ｄＱ ／ ｄＰ 的显式表达式．
１．２　 嵌入弧长延拓的 ＨＢ⁃ＡＦＴ 方法

以 λ 为控制参数，由（５）式迭代求解会在转向

点失效［２５］，对此问题可用弧长延拓法把（４）式转化

为：
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（１０）

在初始条件（Ｐ（ ｓ０），λ（ ｓ０））＝ （Ｐ，λ） ０ 下的求解问

题．式（１０）中 λ 为系统参数变量，ｓ 为曲线（Ｐ（ ｓ），
λ（ ｓ））的弧长变量，（Ｐ，λ） ０ 为（１０）式一个已知解．

常用牛顿迭代校正法［２５］ 求解（１０）式，具体求

解过程为：
首先，由已知解（Ｐ，λ） ０ 预估一个解

（Ｐ，λ） １ ＝（Ｐ，λ） ０＋δ（
ｄＰ
ｄｓ

，ｄλ
ｄｓ

） ０ （１１）

７２５
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然后，对（Ｐ，λ） １ 进行 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代，
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求得下一个精确解（Ｐ，λ）∗，其中 ｇＰ ＝
ｄｇ
ｄＰ

，ｇλ ＝
ｄｇ
ｄλ

，

弧长延拓方向 ｖ＝（ｄＰ
ｄｓ

，ｄλ
ｄｓ

）和变步长策略可参照文

献［２５］ ．

１．３　 稳定性分析

对由 ＨＢ⁃ＡＦＴ 方法求得的系统周期解，基于

Ｆｌｏｑｕｅｔ 理论［７］，由 Ｈｓｕ 阶跃函数法求得系统 Ｆｌｏ⁃
ｑｕｅｔ 单值矩阵［１７］ ．

设 Ｕ＝ ｘ ｘ̇[ ] ＝ ｘ１ ｘ２[ ] ，则（２）式变换为：

Ｕ̇（ ｔ）＝ Ｆ（ ｔ，Ｕ（ ｔ））＝
ｘ２

－ｆ（ｘ１，ｘ２，λ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１３）

对于（１３）式系统，用 ΔＵ 扰动 ＨＢ⁃ＡＦＴ 过程求得的

Ｔ 为周期的解 Ｕ∗（τ）如下：
ｄ（Ｕ∗（ ｔ）＋ΔＵ） ／ ｄｔ＝Ｆ（ ｔ，Ｕ∗（ ｔ）＋ΔＵ） （１４）

可得（１４）式的线性化表达式

ｄΔＵ ／ ｄｔ ＝∂Ｆ（ ｔ，Ｕ∗（ ｔ）） ／ ∂Ｕ（ ｔ）∗·ΔＵ
＝Ａ（ ｔ，Ｕ∗（ ｔ））ΔＵ （１５）

周期解 Ｕ∗（τ）的局部线性稳定性可通过 Ｆｌｏ⁃
ｑｕｅｔ 理论，由周期变系数微分方程（１５）式 ΔＵ 的稳

定性来判断．由 Ｈｓｕ 阶跃函数法，给出单值矩阵的

计算公式：

Ｂ ＝ ∏
１

ｎ ＝ Ｎ
ｅｘｐ（ΔＴ·Ａ（Ｕ∗（ ｔｎ），ｔｎ））

≈ ∏
１

ｎ ＝ Ｎ
（ Ｉ ＋ ∑

Ｎｊ

ｊ

（ΔＴ·Ａ（Ｕ∗（ ｔｎ），ｔｎ）） ｊ

ｊ！
）

（１６）
其中，ｔｎ ＝ｎ·Ｔ ／ Ｎ，ΔＴ ＝ Ｔ ／ Ｎ，Ｎ ｊ 为矩阵级数的截断

次数，Ａ（Ｕ∗（ ｔｎ），ｔｎ）、Ｕ∗（ ｔｎ）分别为 Ａ（Ｕ∗（ ｔ），ｔ）
和 Ｕ∗（ ｔ）在 ｔｎ离散点时的值．

就周期解分岔特性而言，周期为 Ｔ 周期解稳定

的条件为所有的 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子（即单值矩阵 Ｂ 的特征

值 λｍ）都位于复平面上的单位圆内，根据 λｍ 通过单

位圆的方式可知周期解的失稳的三种基本形式［７］：

（１）λｍ 在＋１ 处越出单位圆，系统周期响应可

能发生跨临界分岔、对称破缺分岔、折叠分岔；
（２）λｍ 在－１ 处越出单位圆，则周期响应发生

倍周期分岔；
（３）若两个共轭乘子离开单位圆，则周期响应

发生二次 Ｈｏｐｆ 分岔．
一般来说，若系统发生折叠分岔、亚临界 Ｈｏｐｆ

分岔或亚临界倍周期分岔后，系统的原稳定周期吸

引子并未发生转迁［２４］，伴随系统结构的重整化将

分别发生阵发Ⅰ、Ⅱ和Ⅲ混沌现象［７］ ．

２　 算例

对于（１）式 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统，选取文献［１１，２４］参
数 ｃ＝ ０．２５，ｋ ＝ －１，α ＝ １，ω ＝ １ 进行分析．当激励幅

值 Ａ＝ ０ 时，对无阻尼未扰系统（１）式进行平衡点稳

定性分析，可知系统具有两个中心（ ±１，０）和一个

鞍点（０，０） ．

图 １　 全局周期 １ 解分支

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｇｌｏｂａｌ ｐｅｒｉｏｄ⁃１ ｂｒａｎｃｈ

图 ２　 数值分岔图，其中黑点、红点分别为

随 Ａ 向前、向后扫频的数值积分结果

Ｆｉｇ．２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ， ｔｈｅ ｂｌａｃｋ ａｎｄ ｒｅｄ ｄｏｔｓ ｄｅｎｏｔｅｓ

Ａ ｓｗｅｅｐｉｎｇ ｕｐ ａｎｄ ｄｏｗｎ
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以激励幅值 Ａ 为控制参数（即式（１０）中 λ＝Ａ），
取谐波次数 Ｋ＝１０，式（１２）迭代误差取 １０－１５，采用嵌

入弧长延拓的 ＨＢ⁃ＡＦＴ 方法追踪系统的周期 １ 解分

支（相对激励周期而言） ．如图 ２ 所示，系统受扰后从

平衡点出现三条周期解分支，与未扰系统类似，两中

心产生的周期 １ 分支是稳定的，鞍点受扰产生的周

期 １ 分支是不稳定的，这与文献［２６］的解析分析结

果一致．两条稳定的周期解在 Ａ１、Ａ２ 点通过折叠分岔

失稳，如表 １、表 ２ 所示，周期 １ 解分支的 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘
子在转向点穿过＋１ 轴离开单位圆．随后，不稳定的周

期 １ 解分支在 Ａ３、Ａ４ 通过折叠分岔产生半稳定［２７］的

周期解分支 Ａ３－Ａ５、Ａ４－Ａ５ ．另一方面，从鞍点产生的

周期解分支在 Ａ６ 经折叠分岔产生较大振幅的稳定

周期轨线 Ａ６－Ａ７ ．上述结果与数值分岔图是吻合的．
随控制参数 Ａ 的改变，如图 ３ 所示系统的全局周期

解共存特性及其稳定性变化显著．

表 １　 周期 １ 分支在转向点 Ａ１ 附近的 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子 λｍ

Ｔａｂｌｅ １　 Ｆｌｏｑｕｅｔ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ λｍ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄ⁃１ ｂｒａｎｃｈ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｔｕｒｎｉｎｇ ｐｏｉｎｔ Ａ１

Ａ ０．２６４９７９２８９７２４ ０．２６４９７９４６０８１ ０．２６４９７９４８２４８０ ０．２６４９７９４８２４７８ ０．２６４９７９４８２４５９

λｍ
０．９９５４７３ ０．９９８４８４ ０．９９９９８８ １．００００１６ １．００００４７
０．２０８８２５ ０．２０８１９５ ０．２０７８８２ ０．２０７８７６ ０．２０７８７０

表 ２　 周期 １ 分支在转向点 Ａ２ 附近的 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子 λｍ

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｆｌｏｑｕｅｔ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ λｍ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄ⁃１ ｂｒａｎｃｈ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｔｕｒｎｉｎｇ ｐｏｉｎｔ Ａ２

Ａ ０．２６４９７９２９０５１０ ０．２６４９７９４６１１３６ ０．２６４９７９４８２４８１ ０．２６４９７９４６１１６２ ０．２６４９７９２９０７０６

λｍ
０．２０８８２３ ０．２０８１９３ ０．２０７８８０ ０．２０７５６６ ０．２０６９４７
０．９９５４８２ ０．９９８４９６ ０．９９９９９８ １．００１５０２ １．００４５０５

图 ３　 系统在 Ａ 激励幅值取（ａ） ０．１，（ｂ） ０．２，（ｃ） ０．４ 和（ｄ） ０．８ 时

的稳定（实线）、不稳定（虚线）周期 １ 解共存特性

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｓｔａｂｌｅ （ｓｏｌｉｄ） ａｎｄ ｕｎｓｔａｂｌｅ （ｄｏｔｔｅｄ） ｐｅｒｉｏｄ⁃１

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ， ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ａ ｔａｋｅｎ ａｓ

（ａ） ０．１， （ｂ） ０．２， （ｃ） ０．４ ａｎｄ （ｄ） ０．８

如表 １、表 ２ 所示，随着控制参数 Ａ 加大，两条

稳定的周期解分支在 ＡＴ ＝ ０．２６４９７９４８２４８ 附近同时

发生折叠分岔，这是由于系统的对称性导致的．如
图 ４ 所示，系统折叠分岔失稳后系统的稳态响应并

未发生危险分岔跳跃到其他吸引子上［２４］，且在临

近不动点 Ａ１、Ａ２ 位置经历逆切分岔（ ｉｎｖｅｒｓｅ ｔａｎｇｅｎｔ

ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ） ［８］缓慢通过，由此可以判断系统此时触

发阵发Ⅰ型混沌振动模式，可以认为 ＡＴ 是此系统

阵发Ⅰ型混沌的阈值．

图 ４　 激励幅值 Ａ 在 ０．１６ 到 ０．３２ 之间的全局周期 １ 解分支和

数值分岔图

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｇｌｏｂａｌ ｐｅｒｉｏｄ⁃１ ｂｒａｎｃｈ ａｎｄ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ

ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ａ ｔａｋｅｎ ０．１６ ｔｏ ０．３２

如图 ５ 所示，随着控制参数越过阵发 Ｉ 型混沌

阈值 ＡＴ，系统的时域响应出现了规则与不规则伪

随机交替．当 Ａ 值继续增加，不规则运动所占区间

增大， 最后系统完全进入不规则运动， 由图 ６
Ｐｏｉｎｃａｒｅ 映射可见，系统响应在此过程中逐渐远离
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分岔不动点 Ａ１、Ａ２（图 ６ 局部放大图 ａ３ 和 ａ４），这也

是阵发Ⅰ型混沌与阵发Ⅱ型、Ⅲ型混沌不同特征之

一［８］ ．另外，系统存在稳定的周期 １ 解与混沌解共

存的状态，见图 ６（ｃ） ．

图 ５　 激励幅值 Ａ 取（ａ） ０．２６４９８，（ｂ） ０．２６４９９，（ｃ） ０．２６５０１ 和（ｄ） ０．２７０００ 时的时间历程

Ｆｉｇ．５　 Ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｆｏｒ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ａ ｔａｋｉｎｇ （ａ） ０．２６４９８，（ｂ） ０．２６４９９，（ｃ） ０．２６５０１ ａｎｄ （ｄ） ０．２７０００

图 ６　 激励幅值 Ａ 取（ａ） ０．２６４９８，（ｂ） ０．２７０００ 和（ｃ） ０．４５０００ 时

的 Ｐｏｉｎｃａｒｅ 映射，其中蓝线为相轨线

Ｆｉｇ．６　 Ｐｏｉｎｃａｒｅ ｍａｐｓ ｆｏｒ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ａ ｔａｋｉｎｇ （ａ） ０．２６４９８，（ｂ） ０．２７０００ ａｎｄ （ｃ） ０．４５０００，

ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｂｌｕｅ ｌｉｎｅ ｉｓ ｐｈａｓｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
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３　 结论

以 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统为研究对象，对经典的单频激

励 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的分岔特性进行了深入研究．发现

该系统包含丰富的周期解分支共存和失稳特性，且
在一定条件下存在阵发 Ｉ 型混沌行为，具有一定的

基础理论价值．阵发性混沌演化由于涉及系统全局

动力学特性的转变，理论上分析困难．本研究针对

该问题，从非线性动力学角度出发，采用嵌入弧长

延拓的 ＨＢ⁃ＡＦＴ 方法结合 Ｆｌｏｑｕｅｔ 理论，提供了一

套阵发性混沌演化的研究方法．本文方法本质上属

于频域方法，可以快速而精确地自动追踪系统周期

解分支并判断其稳定性．通过系统全局周期解特性

的分析，能够对系统经典阵发类型的演化进行全局

分析．
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