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摘要　 复杂的太空环境易导致环形桁架天线产生大幅非线性振动，严重影响天线的稳定性和结构性能．在大

幅的非线性振动中不同模态之间的能量可以相互传递和转换，将引起天线产生内振动．因此内共振在天线的

大幅振动中起着重要的作用．本文所研究的环形桁架天线被简化成等效圆柱壳模型，建立其非线性动力学方

程．根据有限元模态分析，得出环形桁架天线第四阶模态和第五阶模态的振动频率接近 １ ∶１．所以本文利用理

论分析和数值计算研究 １ ∶１内共振情形下环形桁架天线的局部动力学性质．即系统受到小扰动后平衡点的

稳定性．详细研究了两种不同形式下的平衡点的稳定性，即系统特征根为双零和两个负数时的稳定性以及系

统特征根为双零和一对纯虚复数时的稳定性．利用中心流形理论、非线性变换、Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据得到平衡

点的稳定区域、不稳定区域和临界分岔曲线． 最后通过数值模拟验证理论分析．
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引言

环形桁架天线具有大口径、重量轻、灵敏度高、
拓扑结构简单等特点，是目前大型卫星天线的较为

理想的结构形式．由于结构尺寸大以及材料的柔韧

性等自身结构特点，环形桁架天线在空中展开后易

出现变形，外加复杂的太空环境如：太阳辐射、热激

励和微重力等，天线展开锁定后在运行中易导致大

幅的非线性振动．其振动形式主要有以下四种类

型：（１）环形桁架与展开臂的整体弯曲振动；（２）环
形桁架绕展开臂的面内扭转振动；（３）环形桁架绕

展开臂的横摇振动；（４）环形桁架面内的呼吸振动．
此外，还存在上述四种振动模态之间的非线性耦合

振动．所以越来越多的国内外学者对于环形桁架天

线的非线 性 动 力 学 行 为 展 开 了 详 细 的 研 究．
Ｍａｋａｒｏｖ 等人［１］ 研究了环形柔性可展天线在稳定

状态下的动力学行为．张等人［２］建立了环形桁架天

线的运动方程，并分析了在 １ ∶２内共振下的非线性

动力学行为．孙和张等人［３］利用能量相位法研究了

环形桁架天线的全局分岔和多脉冲混沌运动．胡等

人［４，５］建立了大型可展天线展开锁定后在空中运

行的动力学模型并分析了其动力学特性，而且还研

究了一种由两个刚性臂所支撑的大型空间可展天

线的非线性动力学行为．范震等人［６］分析了大型空

间环行天线结构振动的前四阶模态，并且研究了材

料参数和边界条件对振动模态和固有频率的影响．
由于大幅振动严重影响卫星天线的结构性能

以及稳定性，所以研究卫星天线运行中的稳定性变

得尤为重要．而通常用高维非线性系统描述大型可

展开天线的动力学行为．因此，可以利用高维非线

性系统的局部分岔理论研究大型可展天线在临界

点附近可能发生的复杂动力学行为．近些年，国内

外学者在高维非线性系统的局部分岔问题研究方

面取得了一些成果．Ｙｕ 等人［７］ 研究了双摆系统的

稳定性并给出了分岔解的稳定性条件．陈等人［８－１０］

利用理论和数值方法分析了不同非线性系统平衡

点的稳定性和分岔解． Ｗｅｉ 等人［１１－１３］ 针对不同的

三维自治系统应用 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据研究了系统

的稳定性、分岔行为以及混沌吸引子等．徐等人［１４］

利用规范型理论和中心流型定理分析了具有负阻

尼的延迟振子的 Ｈｏｐｆ 分岔及稳定性．
本文利用高维非线性理论以及数值方法研究
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了 １ ∶１内共振情况下环形桁架天线的稳定性以及

分岔特性． 在文献［２］ 所建立的运动方程的基础

上，利用多尺度法得到直角坐标系下的平均方程．
根据中心流形理论、非线性变换以及 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ
判据等得到了环形桁架天线的临界条件． 分析了环

形桁架天线平衡点附近的稳定性， 并通过数值计

算验证了理论分析的准确性．

１　 运动方程

在文献［２］中环形桁架天线被简化成等效圆柱

壳结构模型，其动力学模型如图 １ 所示．为了研究环

形桁架天线在实际情况下能够产生何种内共振情

形，利用有限元方法对实际可展天线结构进行仿真，
通过模态分析得到天线结构的振动频率．根据有限

元的模态析，给出了第四阶和第五阶振动模态，如图

２ 和图 ３ 所示．同时，得到了环形桁架天线前五阶振

动模态频率，如图 ４ 所示．从图 ２，３ 和 ４ 中可以看出

第四阶模态和第五阶模态的振动频率比接近 １ ∶１．因
此，在第四阶模态和第五阶模态之间可能出现 １ ∶１内
共振关系．所以，本文研究了环形桁架天线在 １ ∶１内
共振下的稳定性以及非线性动力学行为．

图 １　 等效圆柱壳模型

Ｆｉｇ．１　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

图 ２　 环形桁架天线第四阶振动模态

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｆｏｕｒｔｈ ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｉｎ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｒｕｓｓ ａｎｔｅｎｎａ

图 ３　 环形桁架天线第五阶振动模态

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｆｉｆｔｈ ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｉｎ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｒｕｓｓ ａｎｔｅｎｎａ

图 ４　 环形桁架天线振动频率

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｒｕｓｓ ａｎｔｅｎｎａ

根据一阶剪切变形理论，ｖｏｎ Ｋａｒｍａｎ 几何关系

以及 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理得到了等效圆柱壳的非线性偏微

分方程，利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法对偏微分方程进行离散，
我们主要考虑系统的横向非线性振动，得到了两自

由度等效圆柱壳非线性呼吸振动常微分方程如下：
ｗ̈１＋μ１ｗ̇１＋ω２

１ｗ１＋γ１１ ｆＴｃｏｓ（Ω） ｔ）ｗ１＋

γ１２ｗ２＋γ１３ｗ１
３＋γ１４ｗ１

２ｗ２＋γ１５ｗ１ｗ２
２＋

γ１６ｗ２
３ ＝γ１７＋γ１８ ｆＴｃｏｓ（Ωｔ） （１ａ）

ｗ̈２＋μ２ｗ̇２＋ω２
２ｗ２＋γ２１ ｆＴｃｏｓ（Ωｔ）ｗ２＋

γ２２ｗ１＋γ２３ｗ２
３＋γ２４ｗ２

２ｗ１＋γ２５ｗ２ｗ１
２＋

γ２６ｗ１
３ ＝γ２７＋γ２８ ｆＴｃｏｓ（Ωｔ） （１ｂ）

其中，ｗ１（ ｔ）和 ｗ２（ ｔ）分别是第四阶和第五阶振动的

模态函数，ｆＴ 为环形桁架天线的外激励，μ１ 和 μ２ 为

结构阻尼系数．
利用多尺度法分析等效圆柱壳的非线性呼吸

振动方程，为了便于分析，引入如下参数变换：
γ１１→ εγ１１， γ１２→ εγ１２， γ１３→ εγ１３，
γ１４→ εγ１４， γ１５→ εγ１５， γ１６→ εγ１６，

２８２
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γ１７→ εγ１７， γ２１→ εγ２１， γ２２→ εγ２２，
γ２３→ εγ２３， γ２４→ εγ２４， γ２５→ εγ２５，
γ２６→ εγ２６， γ２７→ εγ２７， μ１→ εμ１，
μ２→ εμ２ （２）

考虑 １ ∶１内共振情形，关系如下：
ω２

１ ＝Ω２＋εσ１， ω２
２ ＝Ω２＋εσ２ （３）

经过计算，得到四维直角坐标系下的平均方程：

ｘ̇１ ＝ － １
２ μ１ｘ１－

１
２
σ１ｘ２－

１
２
γ１２ｘ４－

１
４
γ１４ｘ１ｘ２ｘ３－

３
８
γ１３ｘ２（ｘ２

１＋ｘ２
２）－

３
８
γ１４ｘ２

２ｘ４－

１
８
γ１４ｘ２

１ｘ４－
１
４
γ１５ｘ１ｘ３ｘ４－

１
８
γ１５ｘ２ｘ２

３－

３
８
γ１５ｘ２ｘ２

４－
３
８
γ１６ｘ４（ｘ２

３＋ｘ２
４） （４ａ）

ｘ̇２ ＝ － １
２ μ１ｘ２＋

１
２
σ１ｘ１＋

１
２
γ１２ｘ３＋

１
４
γ１４ｘ１ｘ２ｘ４＋

３
８
γ１３ｘ１（ｘ２

１＋ｘ２
２）＋

３
８
γ１４ｘ２

１ｘ３＋
１
８
γ１４ｘ２

２ｘ３＋

１
４
γ１５ｘ２ｘ３ｘ４＋

１
８
γ１５ｘ１ｘ２

４＋
３
８
γ１５ｘ１ｘ２

３＋

３
８
γ１６ｘ３（ｘ２

３＋ｘ２
４）－

１
２
γ１８ ｆＴ （４ｂ）

ｘ̇３ ＝ － １
２ μ２ｘ３－

１
２
σ２ｘ４－

１
２
γ２２ｘ２－

１
４
γ２４ｘ１ｘ３ｘ４－

３
８
γ２３ｘ４（ｘ２

３＋ｘ２
４）－

３
８
γ２４ｘ２ｘ２

４－
１
８
γ２４ｘ２ｘ２

３－

１
４
γ２５ｘ１ｘ２ｘ３－

１
８
γ２５ｘ２

１ｘ４－
３
８
γ２５ｘ２

２ｘ４－

３
８
γ２６ｘ２（ｘ２

１＋ｘ２
２） （４ｃ）

ｘ̇４ ＝ － １
２ μ２ｘ４＋

１
２
σ２ｘ３＋

１
２
γ２２ｘ１＋

１
４
γ２４ｘ２ｘ３ｘ４＋

３
８
γ２３ｘ３（ｘ２

３＋ｘ２
４）＋

３
８
γ２４ｘ１ｘ２

３＋
１
８
γ２４ｘ１ｘ２

４＋

１
４
γ２５ｘ１ｘ２ｘ４＋

１
８
γ２５ｘ２

２ｘ３＋
３
８
γ２５ｘ２

１ｘ３＋

３
８
γ２６ｘ１（ｘ１

２＋ｘ２
２）－

１
２
γ２８ ｆＴ （４ｄ）

２　 稳定性和分岔分析

根据坐标平移原理，微分方程的非零平衡点都

可以平移到零解平衡点处，因此，我们只需考虑零

解平衡点附近的稳定性．
由方程（４）可知，（ ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４） ＝ （０，０，０，０）

为方程的平衡点，对应的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵为：

Ｊ＝

－ １
２
μ１ － １

２
σ１ ０ － １

２
γ１２

１
２
σ１ － １

２
μ１

１
２
γ１２ ０

０ － １
２
γ２２ － １

２
μ２ － １

２
σ２

１
２
γ２２ ０ １

２
σ２ － １

２
μ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（５）

Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵（５）对应的特征多项式如下：
ｆ（λ）＝ ａ０λ４＋ａ１λ３＋ａ２λ２＋ａ３λ＋ａ４ （６）

其中，
ａ０ ＝ １ （７ａ）
ａ１ ＝μ１＋μ２ （７ｂ）

ａ２ ＝
１
４
μ１

２＋ １
４
μ２

２＋ １
４
σ１

２＋ １
４
σ２

２＋

μ１μ２＋
１
２
γ１２γ２２ （７ｃ）

ａ３ ＝
１
４

（μ１＋μ２）（μ１μ２＋γ１２γ２２）[ ] ＋

１
４

（μ２σ１
２＋μ１σ２

２）[ ] （７ｄ）

ａ４ ＝
１
１６

（μ１μ２－σ１σ２）＋γ１２γ２２[ ] ２＋

１
１６

（μ１σ２＋μ２σ１） ２ （７ｅ）

根据 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据可知，如果平衡点

（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝ （０，０，０，０）是稳定的，系统必须同

时满足如下条件：
ａ１＞０， ａ１ａ２－ａ３＞０， ａ４＞０
ａ３（ａ１ａ２－ａ３）－ａ１

２ａ４＞０ （８）
条件（８）表明 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵（５）的所有特征根

实部均为负数．而当条件（８）中有任何一个条件不

满足时，平衡点即为不稳定解，系统将会出现分岔

现象．因此，接下来我们将要对系统（４）进行局部稳

定性和分岔分析．
如果 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵（５）只有一个零特征根，对

应的特征多项式（６）只有一个零解，则需要多项式

（６）的系数 ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ 满足 ａ１·ａ２·ａ３≠０，ａ４ ＝
０．即如下条件：

ａ４ ＝
１
１６

（μ１μ２－σ１σ２）＋γ１２γ２２[ ] ２＋

１
１６

（μ１σ２＋μ２σ１） ２ ＝ ０ （９）

３８２
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根据方程（９），继续推导得出：
μ１μ２－σ１σ２＋γ１２γ２２ ＝ ０，
（μ１σ２＋μ２σ１） ２ ＝ ０ （１０）
将方程（１０）代入（７ｄ）中，得到 ａ３ ＝ ０．如果条

件 ａ３ ＝ ０ 和 ａ４ ＝ ０ 同时满足，则会得到 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩

阵（５）将有一对零特征根，这个结果与矩阵（５）有
一个零特征根的结论相违背．因此，Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵

（５）不可能存在只有一个零解的情况． 下面我们分

析特征多项式（６）在平衡点处有双零和两个负特

征值以及双零和一对纯虚特征值情形下的稳定性．
２．１　 双零和两个负特征根

在这一节中，我们主要研究特征多项式（６）在
平衡点处有双零和两个负数特征根的情况．为了便

于分析，选取方程（４）中的参数如下：μ１ ＝ μ２ ＝ ２，
γ１３ ＝γ１４ ＝γ１５ ＝γ１６ ＝ ８，γ１２ ＝ ２，γ２２ ＝ －４ ，γ２３ ＝ γ２４ ＝ γ２５

＝γ２６ ＝ ８，σ２ ＝ －２，σ１ ＝ ２ ，γ１８ ＝ γ２８ ＝ ０，其中 γ１２，γ１３，
γ１４，γ１５，γ１６，γ２３，γ２４，γ２５，γ２６ 为系统的几何结构参

数，因此这些参数值只能取正或者零．γ２２ ＝ －４ 为一

组可以进行代数运算的几何参数，正直或者负值均

可取，取负值时系统在平衡点处有两个负特征根，
为稳定状态． σ１ 和 σ２ 为系统的调谐参数，既可取

负值又可取正值．参数则方程（６）对应的特征多项

式和特征根为：
ｆ（λ）＝ λ４＋４λ３＋４λ２ ＝ ０，
λ１，２ ＝ ０，λ３，４ ＝ －２ （１１）

选取 μ１ 和 μ２ 作为摄动参数，引入摄动变换 μ１ ＝ ２＋
ε１ 和 μ２ ＝ ２＋ε２ ． 给出如下的稳定性变换：

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

＝

－１ －１ １ １
０ １ ０ １
１ ２ －１ －２
１ ０ １ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｙ１

ｙ２

ｙ３

ｙ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

（１２）

将变换（１２）代入方程（４），系统被改写成为如下形

式：

ｙ̇１ ＝ － １
２
ε１ｙ１－

１
２
（ε１－ε２）ｙ２＋

１
２
（ε１－ε２）ｙ３＋

１
２
（ε１－ε２）ｙ４＋Ｎｇ１ （１３ａ）

ｙ̇２ ＝
１
４
（ε１－ε２）ｙ１－

１
２
ε２ｙ２－

１
４
（ε１－ε２）ｙ３－

１
２
（ε１－ε２）ｙ４＋Ｎｇ２ （１３ｂ）

ｙ̇３ ＝
１
２
（ε１－ε２）ｙ１＋

１
２
（ε１－ε２）ｙ２－

１
２
ε１ｙ３－

１
２
（ε１－ε２）ｙ４＋Ｎｇ３ （１３ｃ）

ｙ̇４ ＝ － １
４
（ε１－ε２）ｙ１－

１
４
（ε１－ε２）ｙ２－

１
２
ε２ｙ４＋

１
４
（ε１－ε２）ｙ３＋Ｎｇ４ （１３ｄ）

其中，非线性项 Ｎｇｉ（ｉ＝１，２，３，４）的表达式见附录 Ａ．
由中心流形降维方法可以知道系统（１２）的局

部动力学行为由变量 ｙ１ 和 ｙ２ 决定，而非主变量 ｙ３

和 ｙ４ 的分岔解利用变量 ｙ１ 和 ｙ２ 来表示，可得到 ｙ３

和 ｙ４ 的表达式如下：

ｙ３ ＝
１
４
（ε１－ε２）ｙ１＋

１
４
（ε１－ε２）ｙ２＋８ｙ２

３＋

１７
４
ｙ１

３＋２５
２
ｙ１

２ｙ２＋
３３
２
ｙ１ｙ２

２ （１４ａ）

ｙ４ ＝ － １
８
（ε１－ε２）ｙ１－

１
８
（ε１－ε２）ｙ２＋

１３
２
ｙ２

３＋３ｙ１
３＋２７

４
ｙ１

２ｙ２＋
２５
２
ｙ１ｙ２

２ （１４ｂ）

将方程 （１４）代入方程 （１３），在方程（１３）的前两个

方程中忽略 ｙ３ 和 ｙ４ 两个变量，这种研究方法不影

响（ｙ１，ｙ２）的分岔解和稳定性条件．因此，要研究系

统（１３）的平衡点处的分岔和稳定性问题，只需分

析降维后的二维系统，该系统如下：

ｙ̇１ ＝ － １
２
ε１＋

１
１６

（ε１－ε２） ２é

ë
êê

ù

û
úú ｙ１＋

－ １
２
（ε１－ε２）＋

１
１６

（ε１－ε２） ２é

ë
êê

ù

û
úú ｙ２＋

１７
２
ｙ１

３＋１６ｙ２
３＋３３ｙ２

２ｙ１＋２５ｙ１
２ｙ２ （１５ａ）

ｙ̇２ ＝
１
４
（ε１－ε２）ｙ１－

１
２
ε２ｙ２－４ｙ１

３＋

ｙ２
３－７ｙ２

２ｙ１－
１５
２
ｙ１

２ｙ２ （１５ｂ）

根据 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据可知，如果初始平衡解

（ ｙ̇１，ｙ̇２）＝ （０，０）是稳定的，那么必须满足如下条件：

－ １
２
ε１＋

１
１６

（ε１－ε２） ２＞０ （１６ａ）

１
１６

（ε１－ε２） ２－ １
２
ε１

é

ë
êê

ù

û
úú [ １

１６
（ε１－ε２） ２－

１
２
（ε１－ε２） ] － １

４
（ε１－ε２）＞０ （１６ｂ）

根据不等式（１６） ，定义稳定性临界曲线如下：

Ｌ１： －ε１＋
１
８
（ε１－ε２） ２ ＝ ０ （１７ａ）

４８２
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Ｌ２： ε１－ε２ ＝ ０ （１７ｂ）
Ｌ３： （ε１－ε２） ２－８ε１[ ] （ε１－ε２－８）－６４＝ ０ （１７ｃ）
根据方程（１７），可得平衡点的稳定性区域分

布图，如图 ５ 所示．临界曲线 Ｌ１，Ｌ２ 和 Ｌ３ 将平面

（ε１，ε２）分为稳定区域和不稳定区域，其中多项Ⅰ
为稳定区域，Ⅱ为不稳定区域．

图 ５　 双零和两个负数特征根的稳定区域以及不稳定区域

Ｆｉｇ．５　 Ｓｔａｂｌｅ ｒｅｇｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｒｅｇｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ

ａ ｄｏｕｂｌｅ ｚｅｒｏ ａｎｄ ｔｗｏ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ

为了验证理论分析结果的有效性，我们对平均

方程（４）进行数值分析．在稳定区域Ⅰ中选取参数

值（ ｚ１，ｚ２， ｚ３， ｚ４） ＝ （０．００２，０．００１，０．００３，０．００１）和

（ε１，ε２）＝ （ －０．５，０．１），我们得到图 ６．从图 ６ 中可

以观察到相空间中的轨线是周期轨线，因此轨线是

稳定的周期轨道．同理，在不稳定区域 ＩＩ 中选取参

数值（ ｚ１，ｚ２，ｚ３，ｚ４）＝ （０．００３，０．００１，－０．０３，０．００１）和
（ε１，ε２）＝ （０．５，－０．２），得到图 ７．根据图 ７ 可以观

察到，轨线是从中心向外盘旋运动远离初始点，所
以该轨线是不稳定的．

图 ６　 稳定区域内的轨迹

Ｆｉｇ．６　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｂｌｅ ｒｅｇｉｏｎ

２．２　 双零和一对纯虚复数特征根

在本小节，我们研究特征多项式（６）在平衡点

图 ７　 不稳定区域内的轨迹

Ｆｉｇ．７　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｒｅｇｉｏｎ

处有双零和一对纯虚复数特征根的情况．为了便于

分析，我们选取方程（４）中的参数如下：μ１ ＝ μ２ ＝ ０，
σ１ ＝σ２ ＝γ１２ ＝γ２２ ＝ １．则方程（６）对应的特征多项式

和特征根为：
ｆ（λ）＝ λ４＋λ２， λ１，２ ＝ ０，λ３，４ ＝ ±ｉ （１８）
选取 μ１ 和 μ２ 作为摄动参数，引入摄动变换 μ１

＝ε１ 和 μ２ ＝ ε２ ．将摄动变换代入 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵（５），
则 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵（５）对应的特征多项式可以写成如

下形式：
ｆ（λ）＝ λ４＋ｃ１λ３＋ｃ２λ２＋ｃ３λ＋ｃ４ （１９）

其中，
ｃ１ ＝ε１＋ε２ （２０ａ）

ｃ２ ＝
１
４

ε１＋ε２( ) ２＋２ε１ε２＋４[ ] （２０ｂ）

ｃ３ ＝
１
４

ε１＋ε２( ) ε１ε２＋２( ) （２０ｃ）

ｃ４ ＝
１
１６

ε１＋ε２( ) ２＋ε１
２ε２

２[ ] （２０ｄ）

根据 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据可知，如果平衡点是

稳定的，则需要满足如下条件：
ε１＋ε２＞０ （２１ａ）
１
４

ε１＋ε２( ) ε１
２＋ε２

２＋３ε１ε２＋２( ) ＞０ （２１ｂ）

１
１６

ε１＋ε２( ) ２ ε１ε２＋１( ) ε１＋ε２( ) ２＋４[ ] ＞０ （２１ｃ）

从不等式（２１）中可以观察到：当不等式（２１ｃ）
成立时，不等式（２１ｂ）也一定成立．则根据不等式

（２１），我们可以定义稳定区域的临界曲线如下：
Ｌ４： ε１＋ε２ ＝ ０ （２２ａ）
Ｌ５： ε１ε２＋１( ) ε１＋ε２( ) ２＋４[ ] ＝ ０ （２２ｂ）
根据方程（２２）可以得到平衡点的稳定性区域

分布图，如图 ８ 所示． 临界曲线 Ｌ４ 和 Ｌ５ 将平面

（ε１，ε２）分成稳定区域和不稳定区域，其中Ⅰ代表

５８２
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稳定区域， Ⅱ代表不稳定区域．

图 ８　 双零和一对纯虚复数特征根的稳定区域以及不稳定区域

Ｆｉｇ．８　 Ｓｔａｂｌｅ ｒｅｇｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｒｅｇｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ

ａ ｄｏｕｂｌｅ ｚｅｒｏ ａｎｄ ａ ｐａｉｒ ｏｆ ｐｕｒｅｌｙ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ

同上，在不同的区域内选取不同的参数值验证

理论分析．首先我们在稳定性区域 Ｉ 中选取参数值

（ ｚ１，ｚ２，ｚ３，ｚ４）＝ （０．００２，０．００１，０．００３，０．００１）和（ε１，
ε２）＝ （－０．５，０．１），我们得到图 ９． 从图 ９ 中可以明

显观察到，相空间轨线从初始点逐渐盘旋趋于平衡

点达到稳定状态．在不稳定区域 ＩＩ 中选取参数值

（ ｚ１，ｚ２，ｚ３，ｚ４）＝ （０．００３，０．００１，－０．０３，０．００１）和（ε１，
ε２）＝ （０．５，－０．２），得到图 １０．如图 １０ 所示，轨线从

初始点起呈螺旋状向外运动，偏离初始点，轨线是

不稳定的．

图 ９　 稳定区域内的轨迹

Ｆｉｇ．９　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｂｌｅ ｒｅｇｉｏｎ

图 １０　 不稳定区域内的轨迹

Ｆｉｇ．１０　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｒｅｇｉｏｎ

３　 结论

本文研究了 １ ∶１内共振情形下环形桁架天线

的局部分岔问题，即平衡点附近的 １∗．稳定性和非

线性动力学行为．通过理论分析，我们得到了两种

不同形式下平衡点的稳定区域以及不稳定区域，分
别是平衡点为双零和两个负数特征根情形以及平

衡点为双零和一对纯虚复数特征根情形． 根据四维

平均方程进行数值分析，选取不同的参数研究环形

桁架天线系统的稳定性．在不同的区域内选取参数

值，得到相应的相空间轨线图，轨线图进一步验证

了数值计算和理论分析的一致性．通过所得到的数

值计算和理论分析研究结果，可以优化环形桁架天

线系统的结构设计以及调控系统参数，从而预防和

避免环形桁架天线在运行中产生大幅振动．
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附录 Ａ
　 　 方程（１２）中的非线性项表达式如下：

Ｎｇ１ ＝ －３８ｙ１ｙ２ｙ４＋２ｙ２ｙ３ｙ４＋２ｙ１ｙ２ｙ３＋４ｙ１ｙ３ｙ４＋

１６ｙ２
３＋２ｙ４

３＋１７
２
ｙ１

３＋１３
２
ｙ３

３＋２５ｙ１
２ｙ２－

１０ｙ１
２ｙ４＋３３ｙ１ｙ２

２＋１９ｙ１ｙ４
２＋５ｙ２

２ｙ３＋

ｙ２ｙ３
２＋３２ｙ２ｙ４

２＋１４ｙ３
２ｙ４＋１５ｙ３ｙ４

２－

１４ｙ２
２ｙ４＋

２３
２
ｙ１

２ｙ３＋
１９
２
ｙ１ｙ３

２ （Ａ１）

Ｎｇ２ ＝ －８ｙ１ｙ２ｙ４＋３２ｙ２ｙ３ｙ４－３ｙ１ｙ２ｙ３－ｙ１ｙ３ｙ４＋

ｙ２
３－１３ｙ４

３－４ｙ１
３－６ｙ３

３－１５
２
ｙ１

２ｙ２－

７ｙ１ｙ２
２－ｙ１ｙ４

２－１５ｙ２
２ｙ３－２９ｙ２

２ｙ４－

５
２
ｙ１

２ｙ４＋
１７
２
ｙ２ｙ３

２＋１７ｙ２ｙ４
２－３７

２
ｙ３

２ｙ４－

２５ｙ３ｙ４
２－６ｙ１

２ｙ３－８ｙ１ｙ３
２ （Ａ２）

Ｎｇ３ ＝ －２ｙ１ｙ２ｙ４＋３８ｙ２ｙ３ｙ４－４ｙ１ｙ２ｙ３－２ｙ１ｙ３ｙ４－

２ｙ２
３－１６ｙ４

３－１３
２
ｙ１

３－１４ｙ１
２ｙ２－ｙ１

２ｙ４－

５ｙ１ｙ４
２－１９ｙ２

２ｙ３－３２ｙ２
２ｙ４－

１７
２
ｙ３

３＋

１０ｙ２ｙ３
２＋１４ｙ２ｙ４

２－２５ｙ３
２ｙ４－３３ｙ３ｙ４

２－
１９
２
ｙ１

２ｙ３－
２３
２
ｙ１ｙ３

２－１５ｙ１ｙ２
２ （Ａ３）

Ｎｇ４ ＝ －３２ｙ１ｙ２ｙ４＋８ｙ２ｙ３ｙ４＋ｙ１ｙ２ｙ３＋３ｙ１ｙ３ｙ４＋

１３ｙ２
３－ｙ４

３＋６ｙ１
３＋４ｙ３

３＋２７
２
ｙ１

２ｙ２＋

１５ｙ１ｙ４
２－１７ｙ２

２ｙ４－
７７
２
ｙ１

２ｙ４＋２５ｙ１ｙ２
２＋

５
２
ｙ２ｙ３

２＋２９ｙ２ｙ４
２＋１５

２
ｙ３

２ｙ４＋７ｙ３ｙ４
２＋

８ｙ１
２ｙ３＋６ｙ１ｙ３

２＋ｙ２
２ｙ３ （Ａ４）



《动力学与控制学报》第四届编委会第一次会议纪要

２０１８ 年 ４ 月 ２８ 日，《动力学与控制学报》第四届编委会在北京裕龙酒店召开了第一次编委会议。 出席会议的有主编广

西大学赵跃宇教授、副主编北京大学刘才山教授、石家庄铁道大学杨绍普教授，以及清华大学宝音贺西教授等 ２３ 位编委专

家和编辑部主要工作人员等。 本次会议由主编赵跃宇教授主持，会议的主要议程包括：赵跃宇教授代表第三届编委会和编

辑部向与会的新一届编委专家做学报工作汇报、第四届编委专家自我介绍、新一届编委会研讨《动力学与控制学报》未来发

展方向和主要工作计划。
主编赵跃宇教授代表第三届编委会和学报编辑部向与会编委汇报了《动力学与控制学报》近年来的发展概况：首先从

学报的创刊、学报被中国科技核心数据库收录，从季刊到双月刊等方面简要介绍了《动力学与控制学报》的发展历程；从胡

海岩院士投稿、知名专家（梅凤翔教授和刘延柱教授等）撰稿、到黄志龙教授和刘才山教授组织专刊，以及各编委利用学术

会议进行学报宣传等方面简要介绍了第三届编委会的主要工作；其次从近年编辑部工作流程的改进、学报退稿率、语言文字

和格式排版质量、开发微信公众平台服务、利用学术会议宣传学报等方面介绍了编辑部狠抓学术质量、出版质量和服务质量

的相关工作；从学报在动力学与控制学科外的其它领域认知度有限、论文总被引用频次偏低、优秀稿源数量有待进一步提高

等方面深入分析了目前学报的不足；最后，根据新一届编委会的优势（青年编委专家增多），并结合学报的发展不足，从期刊

撰稿、审稿、学报宣传等方面对新一届编委会提出了新的要求和希望。
为便于新一届编委会工作的顺利开展、增强学报凝聚力，参会的编委专家对各自研究方向、职务等进行了简要介绍。
会议第三项议程是新一届编委会专家研讨学报的发展规划，为学报发展献计献策：刘才山教授提出学报要根据国家目

前重点发展方向、结合重大需求组织专刊；杨绍普教授指出在组织专刊的同时，可从扩刊或增加每期稿件数量等方面进一步

扩大期刊的发稿量；郭永新教授提出要多刊综述性论文，建议每期刊发一篇；韩旭教授认为进一步提高稿源质量是关键；张
琪昌教授指出尽早进入相关数据库索引（ＣＳＣＤ、北大核心和 ＥＩ）是扩大期刊影响的捷径；王琪教授指出印刷质量和论文格

式、特别是摘要一定要严格按照 ＥＩ 期刊摘要要求修改；江俊教授指出编委专家亲自撰稿是提高论文质量的现实途径；宝音

贺西教授指出期刊要发表系统性的工作，提高论文质量的同时可以适当降低论文数量；王青云教授指出编辑部需要加强论

文分类和服务编委的相关工作；龚自正教授指出期刊要与学会和相关专家联合办会，以扩大期刊的影响；韩清凯教授建议拓

展期刊论文的学科领域以扩大期刊的影响；兰旭光教授和杨晓东教授建议缩短审稿时间，提高期刊论文出版时效；田强教授

指出增加一年一度的优秀作者和优秀审稿人的评选；胡伟鹏教授和张舒教授建议以行业发展和科学基金为导向，报道最新

科研成果；丁虎教授建议刊发研究简报。 针对编委专家提出的有关编辑部工作职责问题，编辑部主任康厚军副教授代表编

辑部做了一一回应，并承诺编辑部将积极服务学报发展和新一届编委会。
最后，主编赵跃宇教授对各编委的建议进行了总结，从国家科技战略、动力学与控制学科发展、中文期刊发展方向和本

刊的责任，进一步给新一届编委会和编辑部明确了责任和目标。
《动力学与控制学报》编辑部

２０１８ 年 ５ 月 １０ 日

８８２


